75. ro¢nik Matematické olympiady — 2025/2026

Resent ailoh ustiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 VézZe z kostek

Poduloha A: minimalni pocdet kroku

Na kazdou véz se muzeme podivat nasledovné: zac¢neme od spodni kostky a
postupujeme nahoru, dokud ma nésledujici kostka mensi ¢islo nez ta aktualni. Takto
najdeme nejdelsi sufiz dané véze, ktery je usporddany. Kostky tvorici usporadany
sufix obarvime na zeleno a vSechny kostky nad nim obarvime na ¢erveno.

Vsimnéme si nyni, Ze pro kazdou véz plati, ze vSechny jeji Cervené kostky mu-
sime nékdy pfesunout. Posledni ¢ervena kostka ma totiz vétsi ¢islo nez prvni zelena,
a pokud z této véze provedeme méné presuni, obé tyto kostky v ni stale ziistanou
a ta ¢ervend bude stile nad tou zelenou, takze véz nebude usporadana. Dostavame
tedy dolni odhad: libovolné spravné feseni musi mit alespon tolik kroki, kolik mame
celkem cervenych kostek.

A ted uz stadi si jen uvédomit, Ze tento dolni odhad je vzdy presny, tedy Ze vzdy
lze véze usporadat postupem, ktery kazdou cervenou kostku presune presné jednou:
Dokud existuje véz, ktera ma nahote cervenou kostku, vybereme si libovolnou tako-
vou véz a odebereme z ni horni ¢ervenou kostku. Poté si vybereme libovolnou jinou
véz a podivame se na jeji zelenou usporadanou cast. V této c¢asti najdeme misto,
kam podle hodnoty patifi nase Cervena kostka, vlozime ji tam a prebarvime ji na
zelenou. Tim jsme udélali jeden krok, méame o jednu c¢ervenou kostku méné a jeden
zeleny tsek je o kostku delsi, nez byl piivodné.

Program (Python):

def zelene(vez):
posledni, kde, kolik = max(vez) + 1, len(vez), O
while kde > 0 and vez[kde-1] < posledni:
posledni, kde, kolik = vez[kde-1], kde-1, kolik+1
return kolko

v = int( input() )

veze = [ [ int(_) for _ in input().split() ] for
print( sum(len(vez)-zelene(vez) for vez in veze) )

in range(v) ]

Poduloha B: pokyny

Nyni si ukazme, jak vySe popsany algoritmus na nalezeni optiméalniho postupu
implementovat efektivné. Budeme postupovat systematicky: nejprve vlozime vSechny
cervené kostky z véze 1 do zelené c¢asti véze 2, poté cervené kostky z véze 2 do zelené
Casti véze 3 a tak dale. Kazdé kolo tohoto procesu bude vypadat stejné, az na
posledni, a i tam dojde jen k nepatrné zméné: kdyz budeme vkladat cervené kostky
z véze v do zelené ¢asti véze 1, na vrcholu véze 1 jiz nebudou jeji puvodni ¢ervené
kostky, coz ndm trochu zméni ¢isla pozic, na které budeme vkladat.



Staéi tedy popsat, jak provést jedno kolo vySe popsaného postupu. Aby vy-
sledny algoritmus byl efektivni, méla by casova slozitost kazdého kola byt pfiblizné
linedrni (napf. s logaritmickym faktorem navic) vzhledem k poctu kostek, kterych
se tyka — tedy pokud mame na zaCatku v i-té vézi ¢; ¢ervenych a z; zelenych kostek,
tak presun cervenych kostek z véze 1 do véze 2 bychom méli dokazat provést v casové
slozitosti priblizné linearni k c¢; + 25.

Pokud do jednoho pole vlozime zdznamy pro vSechny cervené kostky z prvni
véze a vSechny zelené z druhé a toto pole sefadime, ziskdme potfadi, v némz musi
vSechny tyto kostky skoncit. Nyni uz jen potrebujeme spocitat, na které pozice je
potteba vlozit jednotlivé Cervené kostky, abychom tohoto pofadi na konci dosahli.

To muZeme efektivné provést napft. tak, ze nad polem, které jsme préavé uspo-
radali, postavime souCtovy intervalovy strom, ve kterém si v listech budeme u kazdé
kostky pamatovat, zda se jiz nachéazi ve druhé vézi. Na zacatku jsou tedy v cervenych
listech tohoto stromu nuly a v zelenych jednicky. V kazdém vnitinim vrcholu mame
soucet hodnot v listech pod timto vrcholem, tedy pocet kostek, které jiz existuji v je-
mu odpovidajicim intervalu. Nyni za¢neme prochazet prvni véz shora dolt. U kazdé
cervené kostky se podivame, kde méa skoncit ve vysledném poli, a nasledné se inter-
valového stromu zeptame, kolik kostek jiz existuje nalevo od této pozice. Nasi pravé
zpracovavanou kostku je tfeba vlozit pfesné pod vSechny tyto kostky (nesmime také
zapomenout na ¢y ¢ervenych kostek, které jsou ve druhé vézi nad nimi). Néasledné
uz jen prepocitame intervalovy strom poté, co si zaznamename, ze i pravé presunuté
kostka se jiz nachézi ve druhé vézi.

Tento postup méa ¢asovou slozitost O(zlogx), kde & = ¢1 + 22 je celkovy pocet
zpracovavanych kostek. Kdyz takto postupné zpracujeme vSechny véze, kazdou kost-
ku zapocitame pravé v jednom kole. Celkovy pocet krokti béhem celého algoritmu
tedy mizeme odhadnout shora na O(nlogn), kde n je celkovy pocet kostek.

V nize uvedeném programu pouzivdme misto plnohodnotného intervalového
stromu jednodussi Fenwicktv strom.

Program (Python):

class FenwickTree:
def __init__(self, size):
self.tree = [0] * (size + 1)

def add(self, i):
i+=1
while i < len(self.tree):
self.treel[i] += 1
i+=1i & (-i)

def prefix_sum(self, i): # vrati soudet v intervalu [0, i)
res = 0
while i > O:
res += self.treelil
i-=1i& (-i)
return res

def zelene(vez):
posledni, kde, kolik = max(vez) + 1, len(vez), O



while kde > O and vez[kde-1] < posledni:
posledni, kde, kolik = vez[kde-1], kde-1, kolik+1
return kolik

def presun(veze, odkud, kam, ma_jeste_cervene):
pocet_cervenych_kam = \
len(veze[kam]) - zelene(veze[kam]) if ma_jeste_cervene else 0

cervene_odkud = veze[odkud] [:-zelene(veze[odkud])]
zelene_kam = veze[kam] [-zelene(veze[kam]):]
dohromady = cervene_odkud + zelene_kam
dohromady . sort ()

pozice = { y:x for x,y in enumerate(dohromady) }

uz_zije = FenwickTree(len(dohromady))
for z in zelene_kam: uz_zije.add pozicel[z])
for ¢ in cervene_odkud:
p = pozicelc]
nad = uz_zije.prefix_sum(p) + pocet_cervenych_kam
print(f’presun {c} z veze {odkud} do veze {kam} pod {nad} kostek’)
uz_zije.add(p)

v = int(input())

veze = [ [ int(_) for _ in input().split() ] for
for i in range(v-1): presun(veze, i, i+1l, True)
presun(veze, v-1, 0, False)

in range(v) ]

Poduloha C: predepsané vysky

Co se zméni, kdyz dostaneme predepsané vysky p;? Prvni zménou je, Ze pokud
ma néjaka véz delsi usporadany suffix nez je jeji hodnota p;, nemizeme si tento suffix
nechat cely. Zelenou barvu tedy dostane pouze spodnich p; kostek, vSechny ostatni
budou ¢ervené — musi nékam pry¢.

Opét si jako ¢; a z; oznacime pocatecni pocty cervenych a zelenych kostek ve
vézi i. Pro kazdou véz navic oznaéme d; = p; — z;. Cislo d; udéava, kolik kostek do
zelené ¢asti této véze musime pridat, aby méla na konci spravnou vysku. Soucet vsech
d; oznacime jako D. Hodnota D je zjevné také rovna celkovému poctu Cervenych
kostek, tedy souctu vsech ¢;. V nasem reseni tedy urcité potiebujeme provést alespon
D krokd.

Kazdé cervené kostce bychom chtéli ptrifadit jinou véz, nez je ta jeji, do které
ji pfesuneme, a to tak, aby jsme do kazdé véze i presunuli celkem piesné d; kostek.
Pokud se ndam to podafi, pfesuneme kazdou cervenou kostku presné jednou a tim
zjevné ziskame optimalni feseni. Jak vSak ukazuje i pfiklad v zadani Gilohy, to nebude
vzdy mozné. Problém nastane tehdy, mame-li néjakou véz, kde je na zac¢atku mnoho
Gervenych kostek (ty musime vSechny odstranit), ale zarovenn ma byt na konci vysoka
(takze musime sem pfesunout i mnoho kostek z jinych vézi).

Véz ¢ proto nazveme problémovou, pokud plati ¢; + d; > D. Takova véz nam
sama o sobé zpisobi, Ze nase feSeni bude muset mit alespon c; +d; kroki, protoze z ni
musime odstranit ¢; ¢ervenych kostek a naopak na ni pfesunout d; kostek z jinych
vezi.

Povsimnéme si nejdiive, ze nejvysSe jedna véz je problémova: Je ziejmé, ze
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nemohou existovat dvé takové véze ¢ a j, protoze pak by soucet (¢; +d;) + (¢; + d;)
byl vétsi nez 2D, coz je v rozporu s tim, Ze soucet vSech ¢; je D a soucet vSech d; je
také D.

Pokud takovou problémovou véz ¢ skutecné mame, tvrdime, ze lohu lze vyftesit
na presné ¢; +d; krokii: Jelikoz ¢;+d; > D a zéroven d; + (soucet vSech ostatnich d;)
= D, je c; vétsi nez soucet vSech ostatnich d;. Mizeme tedy zacit tim, Ze v prvnich
¢; krocich feseni rozmistime vSechny cervené kostky z véze i do ostatnich vézi tak, ze
kazdou vlozime do nékterého zeleného tseku tam, kam patfii, a ze na konci v kazdé
jiné v&Zi j méme zeleny usek délky alespoii p;.

Timto zpisobem jsme dosdhli stavu, ve kterém jsou vSechny véze az do své
poZzadované vysky uspotfadané, pouze vézi i chybi d; kostek do spravné vysky a
ostatni véze maji dohromady o d; kostek navic. Z kazdé prilis vysoké véze tedy staci
presunout jeji prebytecné kostky do véze ¢ a mame hotovo.

Naopak, pokud zadna problémova véz neni, pak existuje feseni na D kroku:
Staci cervené kostky presouvat tak, aby po zadném tahu nevznikla problematicka
véz. Pro¢ to vzdy lze?

Nejprve si v§imnéme, ze pokud ma néjaka véz ¢; > 0, pak z ¢;+d; < D vyplyva,
Ze nutné plati d; < D, takze nutné existuje jind véz s d; > 0. Proto vidy mtzeme
provést tah, pfi kterém presuneme né&jakou Cervenou kostku z véze, kde jsou (véz i),
do véze, kde jsou potieba (véz j).

Kazdy presun zmensi D o jedna. Véz i nazveme kritickou, pokud plati ¢; +
d; = D. Méame-li kritickou véZ, musime v kazdém kroku feSeni bud pfesunout jednu
Gervenou kostku pry¢ z ni (sniZit ¢;), nebo pfesunout jednu éervenou kostku z jiné
véZze sem (snizit d;), aby se z ni nestala problémova véz.

Stejné jako jsme vySe zdtvodnili, Ze problémova véz je nanejvys jedna, mizeme
vidét, Ze kritické véze jsou (pro D > 0) vzdy nanejvys dvé. Jsou-li dvé, mizeme vzdy
presunout Cervenou kostku z jedné do druhé. Je-li jen jedna, pfesuneme c¢ervenou
kostku z ni, pokud v ni jesté néjakou je, resp. do ni, pokud jiz ne. A pokud nejsou
zadné kritické véze, mizeme provést libovolny platny tah.

Program (Python):

def zelene(vez):
posledni, kde, kolik = max(vez) + 1, len(vez), O
while kde > 0 and vez[kde-1] < posledni:
posledni, kde, kolik = vez[kde-1], kde-1, kolik+1
return kolik

v = int( input() )
veze = [ [ int(_) for _ in input().split() ] for
P = [ int(_) for _ in input().split() ]

in range(v) ]

= [ zelene(veze[i]) for i in range(v) ]
[ len(veze[i]) - Z[i] for i in range(v) ]
[ P[i] - Z[i] for i in range(v) ]

oaN
]

print( max( sum(C), max( c+d for c,d in zip(C,D) ) ) )



P-III-2 Hnusny plot

Nejprve popisme trochu pomalé feseni dynamickym programovanim s kubickou
Casovou slozitosti (tedy za 7 bodit). Ozna¢me P[z][y][s] poéet hnusnych ploth, které
jsou tvoreny latkami s vySkami 1 az x, pficemz prvni latka plotu mé vysku y a poté
plot pokracuje smérem s (tedy nahoru, k vy$si hodnoté, pokud s =1, resp. dolt,
pokud s =).

Pro 2 = 1 mame jeden plot, ktery dale nepokracuje (tedy ho miizeme pouzit
jako plot sméfujici nahoru i plot sméfujici dolit). Proto P[1][1][1] = P[1][1][}] = 1.

Jak mtizeme ur¢it hodnotu P[z][y][1] pro vétsi x? JelikoZ plot musi nejprve
rist, jeho druhd latka méa néjakou vysku z > y a od druhé latky pak plot pokracuje
dolti. Celkovy pocet plott urcujici P[z][y][1] tedy mlZeme zjistit tak, Ze zjistime
podet pro kazdou volbu vysky z druhé latky a tyto pocty secteme.

Jak zjistit pocet pro zafixované z? VSimnéme si, ze hnusnych plott s latkami
o vyskach 1 az 2/, které zacinaji latkou 3/, je pfesné stejné mnoho jako hnusnych
plot, které jsou tvoreny jinymi latkami 2’ riznych vysek a zacinaji y’-tou nejmen-
§1 z nich. Jinymi slovy, nezalezi na konkrétnich vyskach laték, ale pouze na jejich
relativnim potadi.

Nyni si uvédomme, ze vezmeme-li libovolny hnusny plot z laték 1, ...,z zac¢ina-
jici latkami vySek y a z (kde z > y) a odstranime z néj tvodni latku vysky y, dosta-
neme hnusny plot tvofeny x — 1 latkami vySek od 1 do x kromé y a zacinajici latkou
vysky z. Tento hnusny plot tedy zacind (z — 1)-tou nejmensi z pouzitych laték a poté
pokracuje dolii. Plati tedy, ze takovych hnusnych plott je pfesné Plx — 1][z — 1][].

Hledand hodnota P[z][y][1] se tedy rovna sou¢tu hodnot Plx — 1][z — 1][{] pro
vsechna z od y + 1 do z.

Hodnoty pro osklivé ploty zacinajici dold spocitdme obdobné, pozor jen na
rozdil v £1: Kdyz jdeme z y do z dold, tak po odstranéni y je novy zacatek z-
tym nejmensim ze zbyvajicich tsekl, protoze tentokrat bylo y vétsi nez z. Proto je
P[z][y][}] rovno souc¢tu hodnot P[z — 1][z][1] pro v8echna z od 1 do y — 1.

Vysledny vypocet viech hodnot v poli P mé ¢asovou slozitost O(n?): poéitame
fadové n? rfiznjch hodnot a kazdou z nich zjistime prochazenim a séitanim fadové
7. MozZnosti.

Nyni se zbyva vyporadat se zadanym zacatkem plotu délky k.

e Jestlize k = 0, stacdi poséitat po¢ty pro vSechny mozné zacatky a smeéry,
tedy hodnoty P[n|[y][*] pro vSechna y.

e Mame-li £ = 1, zndme zacatek y, ale nezndme smér, vysledek je tedy
Pln]ly][t] + Pln|[y][}].

e Jestlize k > 2, nejprve ovérime, zda je zacatek plotu hnusny, a pokud ne,
vypiseme 0. Jinak ozna¢me jako y vysku k-té latky z plotu, s jako smér
opalny tomu mezi (k — 1)-n{ a k-tou latkou, a M jako mnoZinu vSech
délek latek kromé prvnich & — 1 v plotu. Necht latka y je y/'-t4 nejmensi
v mnoziné M. Vysledkem pak je pravé hodnota P[|M|][y'][s].
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Rychlejsi FeSeni

Nyni zbyva toto feseni zrychlit. K tomu pouzijeme stejné vzorce, které jsme
jiz odvodili vyse, pouze je budeme chytfeji vyhodnocovat. VSimnéme si napiiklad
nasledujicich vztahi:

PROJ[7I[] = PRI + PNV + PI9)[9][]
PROJ[6][1] = POJ[6][V] + POI[7][V] + P[9][8][4] + P[9][9][4]

Vidime, Ze druhy soucet se od prvniho lisi pouze jednim ¢lenem navic. A stejné
vztahy plati i obecné: kdyZ poc¢itdme hnusné ploty z x laték zacinajici latkou y a
pokracujici nahoru, mizeme vSechny moznosti rozdélit do dvou skupin:

e M4-li druhé latka vysku alespon y + 2, dostavame ploty v podstaté iden-
tické s témi, které zacinaji latkou y + 1, jen v nich prohodime latky y a
y + 1; pocet takovych plott je tedy Plz][y + 1][1].

e Oproti tomu poéet takovych plott, v nichz druhd latka mé vysku y + 1,
je roven Plx — 1][y][{], jak jsme si rozmysleli vySe.

Plati tedy Plx][y][t] = Plz][y+1][1]+ Plx —1][y][{]. Jestlize pole P vypliiujeme
v rostoucim pofadi x a klesajicim pofadi y, tyto hodnoty jiz mame k dispozici
a hodnotu Plz][y][t] dopoc¢itdme v konstantnim case. Celé pole P tedy vyplnime
v ¢ase O(n?).

Zbytek Feseni ma linedrni ¢asovou slozitost, dostavame tedy TeSeni s Casovou
slozitosti O(n?). Pamétova slozitost je také O(n?), ale d4 se vylepsit na O(n), kdyz
si v§imneme, ze z pole P si v prubéhu vypoctu stac¢i udrzovat posledni dva sloupce.

Program (C++):

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
const long long MOD = 1000000007 ;
// vysledek po&itame modulo toto, aby nam nepfetekly proménné
const int MAXN = 5007;
long long nahoru[MAXN] [MAXN], dolu[MAXN] [MAXN], spolu[MAXN];

int main() {
int N, K;
cin >> N >> K;
vector<int> prefix(K);
for (int k=0; k<K; ++k) { cin >> prefix[k]; --prefix[k]; }

spolu[0] = spolul1l] = 1;
nahoru[2] [0] = dolul[2][1] = 1;
spolu[2] = 2;

for (int n=3; n<=N; ++n) {
// ploty z n latek, zainaji p a smérem nahoru
for (int p=n-2; p>=0; --p)
nahoru[n] [p] = (nahorul[n] [p+1] + dolul[n-1]1[pl) % MOD;

// ploty z n laték, zalinaji p a smérem dold
for (int p=1; p<=n-1; ++p)
dolu[n] [p] = (doluln][p-1] + nahoru[n-1][p-1]) % MOD;
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for (int p=0; p<n; ++p)
spolu[n] = (spoluln] + nahoruln][p] + dolul[n][p]) % MOD;
}

if (K == 0) {

cout << spolu[N] << endl;
} else if (K == 1) {

int z = prefix[0];

cout << (nmahorul[N][z] + dolul[N][z]) % MOD << endl;
} else {

bool ok = true;

for (int i=0; i+2<K; ++i)

if ((prefix[il<prefix[i+1]) == (prefix[i+1]<prefix[i+2]))
ok = false;
if (ok) {

int z = prefix[K-1], mensi = 0;
for (int k=0; k<K-1; ++k)
if (prefix[k] < z) ++mensi;
bool klesala = (prefix[K-2] > prefix[K-11);

cout << (klesala ? nahoru[N-K+1][z-mensi] : dolu[N-K+1] [z-mensi])

<< endl;
} else {
cout << 0 << endl;
}



P-II1-3 Zhasinani

Musime najit takovou okruzni trasu, pii které do kazdé mistnosti vstoupime
lisekrat. Pii feSeni budeme pouzivat terminologii z teorie grafi. Mistnosti v domé
jsou vrcholy grafu, hrany odpovidaji dvefim mezi nimi.

Na mifiZce: kdy neexistuje feSeni
Kdyz mrtizku vybarvime jako Sachovnici, vidime, Ze kazdé dvere vedou mezi
bilou a ¢ernou mistnosti. Graf popisujici takovy dam je tedy bipartitni. V bipartitnim

grafu ma nutné kazda okruzni trasa sudy pocet krokt, protoze pri kazdém kroku
zménime barvu mistnosti.

Na druhou stranu, délku konkrétni okruzni trasy mtzeme spocitat takto: U kaz-
dého vrcholu se podivame, kolikrat jsme do néj vstoupili, a tato ¢isla se¢teme. Proto
pokud je celkovy pocet vrcholt n lichy a do kazdého z nich mame vstoupit lisekrat,
musi byt celkova délka takové cesty licha.

Z toho vyplyva, ze pro liché n v bipartitnim grafu nemé zadana tloha Feseni.
Na miiZce: jak najit trasu

Predpokladejme nyni, Zze n je sudé. Jelikoz je nas graf souvisly, ma néjakou
kostru, tedy mnozinu n — 1 hran, které stac¢i k tomu, aby vSe zustalo propojené.
Mizeme ji najit napiiklad tak, ze z vrcholu 0 spustime prohledavani do hloubky

(DFS) a pro kazdy dalsi vrchol vezmeme do kostry tu hranu, pfes kterou tento
vrchol poprvé navstivime.

Nasi okruzni trasu nyni mizeme sestavit tak, Ze se budeme pohybovat pouze po
hranach této kostry pomoci druhého, vhodné upraveného DFS. Uprava bude vypadat
nasledovné: Vzdy, kdyz naposledy opoustime néjakou mistnost x a vracime se z ni
do mistnosti y, podivame se, zda v x zlstalo zhasnuté svétlo. Pokud ne, vratime se
z y jesté jednou do z, abychom tam svétlo zhasli, a nasledné se z x podruhé vratime
do y (a od té chvile uz do x nepijjdeme).

Je zfejmé, Ze timto zpusobem zajistime, Ze zhasneme ve vSech mistnostech,
moznd s vyjimkou loZnice (mistnosti éislo 0, kde jsme zacali). Co dokdzeme Fict
o stavu svétla v této mistnosti? V kazdé z n — 1 zbyvajicich mistnosti jsme zhasli,
tedy kazdou z nich jsme navstivili lisekrat. Jelikoz n je sudé, znamend to, ze n — 1
je liché, a tedy do ostatnich mistnosti jsme celkem vstoupili lisSekrat. Také vime,
ze celkové ma nase okruzni trasa sudou délku, jelikoz graf je bipartitni. Proto jsme
museli i do mistnosti 0 vstoupit lisekrat, a tedy je i tam zhasnuto.

V obecném grafu

Vyse popsany postup funguje obecné v bipartitnich grafech, nejen v téch ziska-
nych z miizky. Zbyva nam tedy vyfesit piipad nebipartnich souvislych graft. Uka-
zeme, ze v tomto pripadé jsme vzdy schopni vSude zhasnout, a tedy bipartitni grafy
s lichym n zistanou jedinym piipadem, kdy reSeni neexistuje.

Vyse popsané FeSeni (vybereme si kostru a projdeme ji) vzdy vytvori okruzni
trasu sudé délky. Co se stane, pokud ho pouzijeme na grafu, ktery neni bipartitni?
Pro sudé n bude toto feseni i nadale fungovat, protoze z celého grafu se divame pouze
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na jeho kostru, coz je bipartitni podgraf. Pro licha n dostaneme téméf funkéni feseni
s jedinym problémem: pouze v loznici, tedy vrcholu 0, ztistane na konci rozsviceno.
To musime néjak napravit.

Obecné znamé tvrzeni fika, ze v kazdém nebipartitnim grafu existuje nékde
alespon jeden jednoduchy cyklus liché délky. Toto tvrzeni mimo jiné plyne z nasle-
dujiciho algoritmu, ktery takovy lichy cyklus najde: Upravime DFS, pomoci kterého
sestavujeme kostru naseho grafu. Vrcholy pfi ném budeme barvit dvéma barvami
tak, ze pocatecni vrchol bude bily, vSichni sousedé bilych vrcholtt dostanou ¢ernou
barvu a naopak. Pokud se ndm podarii projit cely graf a nikde nenarazime na kon-
flikt, pravé jsme ovérili, ze graf je bipartitni (jeho vrcholy rozdélit do dvou ¢ésti
podle barev tak, aby hrany vedly pouze mezi témito ¢astmi).

Ve v8ech ostatnich pfipadech se ndm nékdy béhem béhu algoritmu stane, ze
zpracovavame néjaky vrchol u a pfitom narazime na hranu vedouci do dfive zpraco-
vaného vrcholu v, kterému byla pfifazena stejnd barva jako v. Jakmile nastane tato
situace, vime, ze nas graf nemtze byt bipartitni, a také umime najit slibeny lichy
cyklus: Stac¢i vzit hranu uv a k ni jedinou cestu, kterd vede z u do v po nasi DFS
kostte. Tato cesta ma sudou délku (st¥idaji se na ni bilé a éerné vrcholy a ma oba
konce stejné barvy), takze dohromady s hranou uv dostédvame lichy cyklus.

Cely algoritmus pro liché n bude nyni vypadat nasledovné:

® Spustime DFS, abychom sestavili jednu kostru a ovérili, zda je nas graf
bipartitni.

® Pokud zjistime, Ze mame bipartitni graf, ozndmime, ze FeSeni neexistuje.

e Jinak najdeme liché délky a zapamatujeme si, které vrcholy jej tvori.

® Nasledné dokon¢ime nase prvni DFS a vytvofime tak kostru naseho grafu.

® Spustime druhou fazi algoritmu: postupné prochazime zvolenou kostrou a
zajistujeme, Ze kazdy vrchol ozna¢ime jako navstiveny, kdyZ jej opoustime
naposledy.

e Béhem této faze algoritmu udélame jesté jednu véc navic: kdyZ nasSe pro-
hledavani poprvé vstoupi do nékterého vrcholu nami zapamatovaného li-
chého cyklu, nez budeme pokracovat dale v DFS po kostie, cely tento
cyklus jednou obejdeme.

e Kdyz nase DFS skondi, vime, Ze vSechny vrcholy kromé vrcholu 0 jsou
zhasnuté. Diky obchézeni lichého cyklu navic vime, Ze celkova délka nasi
okruzni trasy je licha. A pokud jsme béhem ni kazdy z n — 1 zbyvajicich
vrcholtt (coz je sudy pocet) navstivili lisekrat, znamena to, Ze i do vrcholu
0 jsme museli vstoupit lisekrat, a tedy mame zhasnuto i tam.

Algoritmus muZzeme jesté trochu zjednodusit: Misto toho, abychom si lichy
cyklus pamatovali a pozdéji ho obihali, mizeme na zacatku obejit okruzni trasu
liché délky tvorenou cestou z 0 do u v kostie, hranou uv a cestou z v do 0 v kostfe,
a az poté spustit DFS, ktery v kazdém vrcholu zhasne, kdyz jej opousti.

Celkova Gasova slozitost naseho feSeni (at uz puvodniho, nebo pravé popsané
jednodussi verze) je zjevné linearni vzhledem k velikosti grafu, tedy O(n+d), kde n
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je pocet mistnosti a d je pocet dvefi v nasem domé. Stejné je i paméfova slozitost.

Jesté podotkneme, Ze nize uvedeny program pouziva vstupni format z podilo-
hy B, pficemz pfedpokladame, Zze graf na vstupu je jednoduchy — tedy mezi kazdymi
dvéma mistnostmi vedou nanejvys jedny dvere.

Program (C++):

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int N, D;

vector< vector<int> > G;
vector<int> barva, rodic;

int u, v; // hrana na lichém cyklu

void dfs1(int kde, int odkud) {
// zakofenime si strom, ov&fime bipartitnost,
// a ptipadné najdeme hranu uv na lichém cyklu
for (int kam : G[kde]) if (kam != odkud) {
if (barvalkam] == -1) {
barval[kam] = !barvalkde];
rodic[kam] = kde;
dfsi(kam, kde);
} else {
if (barvalkam] == barvalkde] && u == -1) { u=kde; v=kam; }
}

}

vector<int> do_korene(int start) {
vector<int> odpoved(1l, start);
while (start != 0) { start = rodic[start]; odpoved.push_back(start); }
return odpoved;

}

void dfs2(int kde, vector<bool> &sviti) {
// rekurzivné vyfeSime celj podstrom s kofenem kde
for (int kam : G[kdel) if (rodic[kam] == kde) {
cout << kam << " ";
svitil[kam] = !svitil[kam];
dfs2(kam, sviti);
cout << kde << " ";

svitil[kde] = !'sviti[kde];
T
if (svitilkdel) {
cout << rodic[kde] << " " << kde << " ";
svitil[kde] = !svitil[kde];
svitil[rodic[kde]] = !svitil[rodiclkdell];
¥

}

int main() {
cin >> N >> D;
G.resize(N);
for (int d=0; d<D; ++d) {
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int x, y;

cin >> x >> y;

G[x] .push_back(y);

G[y] .push_back(x);
¥

barva.resize(N, -1);
barval[0] = 0;
rodic.resize(N, -1);
u=-1;

v = -1;

dfs1(0, -1);

if (N%2 == 1 && u == -1) { cout << "NELZE\n"; return 0; }

vector<bool> sviti(N, true);
if (N%2 == 1) {
// ob&hneme lichou trasu
auto cesta_u = do_korene(u), cesta_v = do_korene(v);
cesta_u.pop_back();
reverse(cesta_u.begin(), cesta_u.end());
for (int x : cesta_u)

{ cout << x << " "; sviti[x] = !'svitil[x]; }
for (int x : cesta_v)
{ cout << x << " "; svitil[x] = !svitilx]; }

¥
dfs2(0, sviti);
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