75. ro¢nik Matematické olympiady — 2025/2026

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Semafory

Ulohu lze pfirozené interpretovat jako hledani nejkratsich cest v grafu (s dalsimi
omezenimi), proto v naSem FeSeni pouzijeme grafovou terminologii: kfizovatky jsou
vrcholy grafu a cesty jsou smérové hrany mezi nimi. Nez si prectete feseni, doporucu-
jeme, abyste se seznamili s prohledavanim do 8itky (coz je zdkladni algoritmus, ktery
mizeme pouzit, kdyz jsou vSechny hrany stejné dlouhé; viz Fitps:7Esp.m}. cuni.cz )
encyklopedie/grafy ) a Dijkstrovym algoritmem (ktery se hodi, kdyz hrany maji li-
bovolné nezaporné délky; viz Fitps:/ksp.m].cuni.cz/encyklopedie /halda-a-cesty ).
Nase fesSeni soutézniho tkolu bude tyto algoritmy vhodné vyuzivat a modifikovat.

Prace se semafory

Zactnéme tim, Ze si popiSeme, jak z parametri semaforu a konkrétniho casu
v konstantnim Case urcit, ktera svétla sviti a kdy bude svitit dalsi zelena:

Pfipomertime si, Ze semafor mé ¢étyfi parametry: dobu zelené a ¢ervené (z a c),
pocateéni stav a ¢as oznacujici, kdy se semafor pfisté zméni (f). Cyklus semaforu
ma zjevné délku z + c. Dohodnéme se, ze za zacatek cyklu budeme vzdy povazovat
okamzik, kdy se rozsviti zelend. V ramci kazdého cyklu sviti zelena 2z sekund, a poté
sviti Cervend ¢ sekund. Kdy zac¢ina prvni cyklus konkrétniho semaforu?

¢ Pokud je na zac¢atku (v ¢ase 0) rozsvicena ¢ervend, pfepne se v Case f na
zelenou a tim zacne cyklus.

® Pokud je semafor na zacatku zeleny, pfepne se v ¢ase f na Cervenou, a poté
v Case f + c zpét na zelenou, ¢imz zacne cyklus.

Tim jsme urcili ¢as tg, kdy zac¢ind prvni cyklus. Dalsi cykly zacinaji prave
v Casech, které se lisi od ¢y o celoéiselné nasobky (r + ¢).

Nyni jsme pfipraveni na hlavni otazky, které nas zajimaji. Pfedstavme si, zZe
jsme dorazili k semaforu v (celo¢iselném) c¢ase t. Kde se nachdzime v jeho cyklu?
Podivejme se na hodnotu t — tg. Pokud je to nasobek r + ¢, jsme pravé na zacatku
cyklu. Obecné nam pak zbytek této hodnoty ¢t — ty po déleni r + ¢ fika, kde se
nachéazime v cyklu semaforu:

e Pokud (t — tp) mod (r + ¢) < r, zelena svétla stéle sviti.
® Pro (t — tg) mod (r + ¢) = r pravé naskocila ¢ervend a pro jesté vétsi
hodnoty jsme v ¢erveném intervalu.

Pokud sviti zelené, mizeme projet semaforem rovnou. Pokud ne, vime, Ze zelend
nam nasko¢i v nejblizsim nasledujicim éase t' takovém, Ze ¢’ — to je ndsobkem 7 + c.
Jinymi slovy, musime pockat r+c—x sekund, kde x = (t—t¢) mod (r+c¢) je aktudlni
zbytek.


https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/grafy/
https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/grafy/
https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/halda-a-cesty/

Technickd pozndmka: v nékterych programovacich jazycich, jako jsou C a C++,
je operator modulo implementovan tak, ze pro zdpornou hodnotu délence vraci za-
porny vystup. JelikoZz chceme, aby vystup byl vzdy v intervalu od 0 do r + ¢ — 1,
musime proto davat pozor, abychom modulo pouzivali pouze na nezaporné vstupy.
Toho miizeme dosdhnout napfiklad pouzitim hodnoty ¢t —to+ (r+¢) namisto hodnoty
t — to, kterd dava stejny zbytek a je zarucené kladna.

Struéné o éasteénych a pomalejsich FeSenich

Pokud jsou vSechny semafory vzdy zelené, mtizeme jednoduse pouzit Dijkstrav
algoritmus k nalezeni nejrychlejsi trasy.

Pokud jsou vSechny pfrechodové ¢asy podél hran malé, mizeme graf transfor-
movat na graf, ve kterém lze kazdou hranu prekonat za 1 sekundu. Naptiklad hranu
délky 3 lze vzdy rozdélit na t¥i jednotkové hrany vlozenim pomocnych vrcholi. Pokud
je takto sestaveny graf dostateéné maly, miZeme problém vyfesit pfimou simulaci
vSech moznosti najednou: Pocinaje ¢asem 0 postupné urcujeme po kazdé sekundé
mnozinu vrchold, do kterych se v pravé tomto ¢ase dokdzeme dostat. Jakmile zname
tuto mnozinu pro ¢as i, sestavime ji pro ¢as ¢ + 1 tak, ze se podivime na vSechny
hrany vedouci z kazdého vrcholu, ve kterém bychom mohli byt, a pro kazdou z nich
urc¢ime, zda ji v daném okamziku mtizeme prekrodit.

Navic si miizeme vSimnout, Ze jakmile se poprvé dostaneme do urcitého vrcholu,
mizeme tam zistat a ¢ekat tak dlouho, jak chceme, a proto tam miizeme byt také
kdykoli pozdéji. Pro kazdy vrchol grafu tedy potfebujeme pouze najit nejdfivéjsi cas,
kdy tam mtzeme dorazit. V grafu s jednotkovymi délkami hran to mtzeme udélat
vhodnou modifikaci prohledavani do sirky.

Je mozné jesté drobné vylepSeni: Muzeme si pamatovat, kterymi hranami jsme
uz z daného vrcholu dokazali odejit. Poté, co se to povedlo pro vSechny hrany z tohoto
vrcholu, mizeme nadéle tento vrchol ignorovat.

Vzorové FeSeni

Abychom ziskali efektivni feSeni, upravime Dijkstrav algoritmus tak, aby fun-
goval pro grafy se semafory bez snizeni jeho asymptotické casové slozitosti.
V prubéhu algoritmu budeme na tuto hodnotu vzdy znat horni odhad a ten budeme
postupné vylepSovat. AZ si budeme jisti, Ze tento odhad je pro dany vrchol pfesny,
oznacime tento vrchol jako dokonceny. Na zacatku si tento odhad 7, pro vrchol v
nastavime na 0, pokud v je vrchol, kde zacindme, a na nekone¢no pro vSechny ostatni
vrcholy; a zadny vrchol zatim neni oznaceny jako dokonceny.

Od této chvile algoritmus bézi ve smycce. Kazda iterace smycky vypada takto:
1. Ze vSech vrcholti, které jesté nejsou dokoncené, vybereme vrchol v s nej-
mensim casem.
2. Tento vrchol v ozna¢ime za dokonceny.

3. Pro kazdou hranu ¢ vedouci z vrcholu a; = v do néjakého jiného vrcholu
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nebo rovny 7, kdy bude na pfisluSném semaforu zelena, a budeme tedy
moci vstoupit na tuto hranu. K tomu pfidame cas t; potfebny k prejeti
pres tuto hranu. Timto zptsobem jsme pravé objevili novy zpusob, jak se
dostat do w v Case &, + t;. Pokud je aktualni hodnota 7,, vétsi, snizime ji
na nové vypocitanou lepsi hodnotu.

Stejné jako u klasického Dijkstrovy algoritmu miZzeme ulozit nedokoncené vr-
choly do vhodné efektivn{ datové struktury (uspofddané mnoZiny nebo prioritni
fronty) v poradi dle jejich 7-hodnot. Tim v kroku 1 kazdého cyklu dokdzeme efek-
tivné najit vrchol, ktery potfebujeme v tomto cyklu zpracovat. V kroku 3 pak mu-
sime upravit zdznam v této datové struktutre pro kazdy vrchol w, jehoz hodnotu 7,
zménime.

Diikaz spravnosti je také velmi podobny klasickému algoritmu. Tvrdime, Ze na
konci kazdé iterace cyklu plati:

® Pro kazdy dokonceny vrchol v je 7, pfesné rovno nejkratsimu casu potieb-
nému k dosazeni v, a pro nedokoncéené vrcholy v je 7, nejkratSim casem
potfebnym k dosazeni v, pokud cestou smime navstivit pouze dokoncené
vrcholy.

® Pro kazdy dokoncCeny vrchol f a kazdy nedokoncCeny vrchol g plati, Ze
Tf < Tg. Z toho mimo jiné vyplyvd, Ze pokud sefadime vSechny vrcholy
v poradi, v jakém byly prohldSeny za dokoncené, budou také serazeny
podle jejich vysledné hodnoty 7.

Tato tvrzeni mizeme dokazat matematickou indukci dle poctu iteraci cyklu.
Na zacatku obé€ tvrzeni zjevné plati. Podivejme se nyni na libovolnou iteraci cyklu.
Za predpokladu, ze vySe uvedend tvrzeni plati na zacatku, ukdzeme, ze budou platit
i na konci.

V kroku 1 vybereme z vrchold, které jesté nejsou dokoncené, vrchol v s nejmensi
hodnotou 7,. Tato hodnota jiz musi byt presna a nejde déle zlepsit: Z indukéniho
predpokladu vime, Ze 7, je nejmensi Cas, za ktery se mtizeme dostat do vrcholu v
pouze pres jiz dokoncené vrcholy. Pokud zvolime jakoukoli jinou cestu, bude také
obsahovat nékteré dalsi nedokoncené vrcholy. Ozna¢me prvni z nich jako w. Pak
pouze uUsek této cesty ze zacdtecniho vrcholu do w trva (alespoil) 7, tj. alespon
stejné dlouho jako aktudlni 7, (jinak Feceno, do v se nemuzeme dostat rychleji pies
jiny nedokoncéeny vrchol, protoze cesta do tohoto nedokon¢eného vrcholu sama o sobé
zabere alespoii ¢as 7).

Proto v kroku 2 skute¢né smime prohlasit nalezeny vrchol v za dokonceny. Tim
se zméni mnozina dokoncéenych vrcholt, coz znamené, zZe hodnoty 7 pro vrcholy, které
jesté nejsou dokoncené, se mohou také zménit. Konkrétnéji: nyni do nich mizeme
dorazit také néjakou cestou prochazejici pres vrchol v.

Ztejmé ale staci brat do uvahy cesty, v nichz je v predposledni vrchol. Pokud
bychom totiz pokracovali z v do jiného dokonceného vrcholu z, dorazili bychom
tam za dobu delsi nez 7,; nicméné vrchol x byl dokoncéen pted vrcholem v, a proto
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Tr < Tp. Jingmi slovy, do vrcholu = se mizeme dostat rychleji bez prochézeni pres
vrchol v.

Pro kazdy nedokonceny vrchol w tedy stac¢i zvazit cesty, v nichz se nejprve
dostaneme do v pres ostatni dokoncéené vrcholy, nacez jdeme piimo po hrané z v
do w.

Zde zdtraznéme vlastnost této tlohy, diky které (upraveny) Dijkstriv algorit-
mus stale funguje: nikdy se nevyplati dorazit do vrcholu ¢i prekrocit hranu zdmérné
pozdéji. Pokud dorazime do vrcholu dfive, nic tim totiz nezkazime — nejhorsi, co se
muZe stat, je, Ze budeme muset cekat déle. Obdobné pokud muizeme vstoupit na
hranu, nemé smysl ¢ekat a vstoupit na ni pozdéji — nikdy nemiiZze nastat situace,
kdy bychom na hranu vstoupili pozdéji, ale opustili ji diive.

Pro kazdou hranu z pravé dokoncéeného vrcholu v do jiného, dosud nedokonce-
ného vrcholu w, ma proto smysl zvazit pouze jednu moznost: dostaneme se do v co
nejrychleji, a pak pouzijeme hranu z v do w, jakmile to bude mozné. To ukazuje, ze
po dokonceni kroku 3 budou hodnoty 7 spliiovat popsané vlastnosti.

Pfi implementaci s efektivni datovou strukturou mé toto feSeni ¢asovou slozi-
tost O((n +m)logn). V pribéhu algoritmu totiz:

e Kazdy vrchol vybereme pro zpracovani (a dokondceni) z této datové struk-
tury nejvyse jednou.

® Pro kazdou hranu vw nejvyse jednou zkontrolujeme, zda optimalni cesta
do v nasledovana hranou do w zlepsuje 7,,, a pokud ano, upravime zaznam
pro w v nasi datové struktufe.

Celkové tedy provedeme nejvyse n + m operaci s nasi datovou strukturou a
kazda z nich ndm zabere ¢as O(logn).

Nize je uveden priklad implementace v jazyce Python s pouzitim implementace
prioritni fronty binarni haldou.

Program (Python 3):
from heapq import heappush, heappop

class Hrana:
def __init__(self, *xkwargs):
for key, value in kwargs.items():
setattr(self, key, value)

def cas_v_cili(self, cas_na_zacatku):
# Kdy nejdfive miZeme dojit na konec hrany, kdyZz vime,
# kdy jsme dorazili na jeji zacatek?
zbytek = (cas_na_zacatku + self.offset) J), (self.zelena + self.cervena)
if zbytek < self.zelena:
return cas_na_zacatku + self.delka
else:
return cas_na_zacatku - zbytek + self.zelena + self.cervena + self.delka

# NaCteme vstup

n, m = [ int(_) for _ in input().split() ]
G = [ [] for _ in range(n) ]

for mm in range(m):



tokens = input().split()
start, cil, delka, zelena, cervena = [ int(_) for _ in tokens[:5] ]
start, cil = start-1, cil-1
if tokens[5] == ’Z’:
offset = zelena - int(tokens[6])
else:
offset = zelena + cervena - int(tokens[6])
G[start].append(
Hrana(cil=cil, delka=delka,
zelena=zelena,
cervena=cervena, offset=offset))

# Inicializujeme Dijkstriv altoritmus
dist = [ 10%x18 for _ in range(n) ]
dist[0] = 0

Q=1

heappush( Q, (0,0) )

# V cyklu zpracovavame vrcholy
while len(Q) > O:
d, kde = heappop(Q)
# V haldé neménime hodnoty, misto toho do ni p¥i zlepSeni hodnoty tau pro dany
# vrchol v p¥idame novou dvojici (tau, v). Tim nam v haldé mohou zbjvat
# neaktualni dvojice se starym suboptimdlnim Casem, ty prosté ignorujeme.
if dist[kde] < d: continue
# Projdeme vSechny hrany z tohoto vrcholu a prepocitame Casy pro sousedni vrcholy
for hrana in G[kde]:
kam, kdy = hrana.cil, hrana.cas_v_cili(d)
if kdy < dist[kam]:
dist[kam] = kdy
heappush( Q, (kdy,kam) )
if dist[n-1] == 10%x18:
print(-1)
else:
print(dist[n-1])

P-I-2 Rozbity robot

Vstup si predzpracujeme tak, ze kazdému ¢islu d; prifadime kladné znaménko,
pokud se pohybujeme na vychod, a zaporné znaménko, pokud se pohybujeme na
zapad. Ve vSech nize uvedenych fesenich pouzivame takto upravené hodnoty d;.

Reseni za 2 body

Pokud k = 0, robot nedéla chyby. Pro kazdy p-prvkovy tusek prikazu tedy staci
zjistit, jak daleko se robot posune. Po nasi modifikaci to odpovida nalezeni souctu
p po sobé jdoucich hodnot posloupnosti d a naslednému vypoctu jeho absolutni
hodnoty. To miizeme snadno provést v ¢ase linearnim ve velikosti vstupu, tj. v Case
O(n), naptiklad jednim z nésledujicich postupd.

Jedno mozné feseni zac¢ind vypoctenim souctu prvni mozné sekce prikazi, tj.
dy + -+ +dp. Poté k této hodnoté pri¢teme d,;; a odecteme d;, coz ndm da soucet
dy + -+ -+ dp41, tj. soucet druhého segmentu, ktery nas zajima, a tak dale.

Jina moznost je si pfedpocitat prefixové soucty posloupnosti dy, da, . . ., s jejichz
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pouzitim pak dokézeme urcit soucet libovolného souvislého tiseku v konstantnim
Case.

Reseni za 6 boda

Pro n < 1000 si mtZzeme dovolit projit kazdy tsek délky p zv1ast, zvldadneme-li
ho zpracovat rozumné efektivné. Staci tedy vyfesit jednodussi problém: jak daleko
mizeme robota dostat, pokud méme posloupnost p piikazt, které musi vSechny
provést? Stale plati, Ze mizeme obratit nejvyse k z nich.

Chceme-li dostat robota co nejdale od jeho vychozi pozice, mame dvé symetric-
ké moznosti: bud ho dostaneme co nejdéle na vychod, nebo co nejdale na zépad. Na
feSeni obou zjevné miizeme pouzit stejny algoritmus, pfed feSenim druhé varianty
sta¢i vSechny hodnoty d znegovat. Podivejme se tedy na feSeni prvni moznosti.

V této moznosti médme posloupnost hodnot dy, .. ., d,, mizeme zménit znamén-
ko maximdlné k jejich ¢lentt a chceme na konci ziskat soucet s nejvétsi (kladnou)
hodnotou. Zjevné se nevyplati ménit kladna éisla na zaporna (tim by se soucet sni-
7il), a mame-li na vybér vice nez k zdpornych ¢isel, musime na kladnéd zménit ta s co
nejvétsi absolutni hodnotou. Staci tedy sefadit ¢isla v posloupnosti dy, ..., d, podle
velikosti, a poté zménit znaménko prvnich (nejvyse) k z nich z zdporného na kladné.

Toto FeSeni zpracovava kazdy z n — p + 1 = O(n) segmenttl samostatné. Po-
sloupnost délky p zvlddneme setiidit v ¢ase O(plogp) a zbytek postupu pro kazdy
usek nam zabere pouze ¢as linedrni v p, takze celkem dostavame feSeni s ¢asovou
slozitosti O(nplog p). Poznamenejme, Ze toto FeSeni jde drobné vylep$it a odstranit
logaritmus z Casové slozitosti tak, ze misto t¥idéni pouzijeme algoritmus na nalezeni
k-tého nejmensiho prvku s linearni ¢asovou slozitosti.

Vzorové reSeni

Nyni zkombinujeme myslenky z obou vyse uvedenych feSeni. Z prvniho feseni
vezmeme myslenku tzv. posuvného okna — budeme se postupné pohybovat po po-
sloupnosti a prubézné pocitat optimalni feSeni pro aktualni tisek vhodnou tpravou
feseni pro ten piedchozi. Z 6-bodového Feseni pak pouzijeme pozorovani, ze v kazdém
useku sta¢i ménit znaménko k nejmensich prvki (opét staci Fesit pouze variantu,
kdy se snazime dostat robota co nejdal na vychod, a poté stejné feSeni pustit na
znegovanou posloupnost).

Co pfesné potiebujeme védét o aktudlné zpracovavaném tseku, abychom mohli
urcit optimélni feseni?

e Jaky by byl soucet s tohoto useku, kdybychom nic neménili?
e Jakd je hodnota z souctu k nejmensich zapornych prvka (nebo souctu
vSech zapornych prvki, pokud je jich méné) v tomto tseku?

Jakmile zndme tyto dvé hodnoty, odpovéd, kterou hleddme pro tuto sekci, je
rovna s — 2z. Napiiklad pokud zménime pohyb o —3 na pohyb o +3, nasSe koneéna
pozice se posune o 6 doprava.

Z prvniho feSeni jiz vime, jak si udrzovat hodnotu s, tj. jak ji prepocitat, kdyz
se posuneme na dalsi tsek. Abychom uméli pfepocitat i hodnotu z, uloZime si hod-
noty v aktudlnim useku do dvou uspotfddanych mnozin. MnozZina A bude obsahovat
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prvky, které nés zajimaji, tedy k nejmensich zapornych ¢isel v aktualnim tseku, nebo
vSechna zaporna ¢isla, pokud je jich méné nez k. Mnozina B bude obsahovat vSechny
ostatni prvky. Kromé toho si také budeme separatné pamatovat hodnotu z, tj. sou-
¢et mnoziny A. Hodnotu z upravime pokazdé, kdyZz zménime mnozinu A. Napiiklad
pokud do mnoziny A pfiddme novy prvek, pfi¢teme jeho hodnotu k zapamatované
sumé z.

Jaké zmény musime provést, kdyz dokoncime zpracovani jednoho tiseku vstupu
a chceme pfejit k nasledujicimu?

e QOdstranime hodnotu d;, kterd pravé opustila nas tsek, z mnoziny A ¢ B,
ve které se nachdzi (pokud se nachézi v obou, tj. hodnota d; se v tseku
nékolikrat opakuje, je jedno, ze které ji odstranime).

e Pokud jsme odstranili hodnotu d; z A a nejmensi prvek v B je zdporny,
presuneme jej z B do A, aby v A zustalo stale k nejmensich zapornych
prvki.

® Hodnotu d;4p, kterd byla préavé pfiddna do naseho dseku, pfiddme do
jedné z mnozin: pokud je zaporna, do A, pokud ne, do B.

e Pokud mé& A nyni p#ili§ mnoho prvki (pfesné k + 1), pfesuneme nejvétsi
z nich do B.

P#i implementaci uspofddanych mnozin A a B efektivni datovou strukturou
(napiiklad né&jakou variantou vyvazovaného vyhledavaciho stromu) dokézeme kaz-
dou z téchto operaci provést v case logaritmickém v poctu prvki téchto mnozin,
tedy nejvyse O(logp). Celkové tedy zpracujeme kazdy z O(n) tGseklt v tomto Case,
coz nam davé celkovou ¢asovou slozitost O(n logp).

Program (C++):

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <set>
#include <vector>
using namespace std;

int n, p, k;

vector<long long> D;

long long s, z;
multiset<long long> A, B;

// Pfidani nové hodnoty x do aktudlniho idseku
void add(long long x) {
// ZvétSime souet useku
s += Xx;
// Je-1i hodnota nezaporna, vlozime ji do B
if (x >= 0) { B.insert(x); return; }
// Zapornou hodnotu vloZime do mnoziny A a zvé&t3ime jeji soucet
z += x;
A.insert(x);
// Je-1li v A k+1 prvkd, nejvét3i ("nejméné& zapornjy") z nich pfesuneme do B
if (int(A.size()) > k) {
long long biggest = *prev(A.end());



A.erase(prev(A.end()));
z -= biggest;
B.insert(biggest);

}

// Odstran&ni hodnoty x z aktuadlniho useku
void remove(long long x) {
// ZmenSime soulet useku
s -= x;
// Je-1li x v B, stadi ho z B smazat
auto it = B.find(x);
if (it != B.end()) { B.erase(it); return; }
// Jinak je x v A, odstranime ho tedy a aktualizujeme soulet A
z -= x;
A.erase(A.find(x));
// V A je nyni méné& neZz k prvkd
// Je-1li v B n&jakj zapornyj prvek, presuneme nejmensi ("nejzaporn&jsi")
// z nich do A
if (B.empty()) return;
long long smallest = *B.begin();
if (smallest >= 0) return;
z += smallest;
A.insert(smallest);
B.erase(B.begin());
}

// Najde optimdlni FeSeni smérem na vjchod pro posloupnost D[]
long long solve() {
if (p == 0) return O;
s = 0;
z = 0;
A.clear();
B.clear();
// Do aktuadlniho tGseku dame prvnich p prvki, a poté se podivame
// na nejlepii FeSeni pro tento usek
for (int i=0; i<p; ++i) add(D[il);
long long answer = s - 2%z;
// Déle usek postupné posunujeme doprava a kontrolujeme,
// zda FeSeni pro aktualni usek neni lepsi
for (int x=1; x+p<=n; ++x) {
add(D[x+p-11);
remove (D[x-1]);
answer = max(answer, s - 2*z);
}

return answer;

int main() {
// Na&teme vstup a do D[] uloZime hodnoty se znaménky dle sméru
cin >> n >> p > k;
D.resize(n);
for (int i=0; i<n; ++i) {
string smer;
cin >> smer >> D[i];
if (smer == "Z") D[i] *= -1;



}

// Dvakrat pustime solve(): jednou na pivodni posloupnost, jednou na znegovanou
long long answer = solve();

for (auto & : D) d = -d;

answer = max(answer, solve());

cout << answer << endl;

Poznamka na zavér: V jazycich, které ve své standardni knihovné nemaji efek-
tivn{ implementaci uspofaddané (multi)mnoziny, je moZné pro reprezentaci mnozi-
ny B také pouzit haldu (viz FPitps:/Esp.m]. cuni. cz/encyklopedie,/halda-a-cesty ),
ktera je jednodussi na implementaci. Mnozinu A si nemusime udrzovat vibec, staci
si udrzovat jeji velikost a pro kazdy prvek aktualniho tiseku si pamatovat, zda pat-
i do A nebo do B. S pouzitim haldy dokdzeme v ¢ase O(logp) najit a odstranit
nejmensi prvek z B, a vlozit novy prvek je také mozné se stejnou ¢asovou slozitosti.
Musime také umét z B odebrat prvek d;, coz lze také udélat v ¢ase O(logp), pokud
si navic pamatujeme ukazatel na pozici, kde se d; v haldé aktualné nachazi.

Popiseme jesté jednou variantu, kterou lze vyuzit i v pfipadé, kdy pro haldu
pouzivame néjakou knihovni implementaci, ktera operaci odebrani libovolného prvku
nepodporuje. Tehdy budeme mazat prvky z B liné: Prvek d; z B neodebirame, pouze
si vedle oznacime, ze uz do B nepatfi. Pokud na takovy prvek narazime pfi odebirani
minima z B, ignorujeme ho a operaci opakujeme.

P-I-3 Susenky

Podulohy A a B: konkrétni postupnosti susenek

Emicka mize snist prvni posloupnost susenek naptiklad takto:

cceccce
-PCCCCC
-C-PCCC

V tomto postupu vzdy jime nejlevéjsi susenku, ktera je cokolddou nahoru. Po
prvnim kroku ziskame konfiguraci, ktera se pak kazdé dva kroky opakuje, jen mame
o dvé susenky méné. Existuji i jiné moznosti, napiiklad tato:

CCCCCCC
CCCP-PC
CP-C-PC
-C-C-PC
-C-C-C-


https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/halda-a-cesty/

Pii tomto postupu nejprve snime suSenky na sudych pozicich (poéiténo od
nuly) v libovolném pofadi, ¢imz kazdou ze zbyvajicich susenek dvakrat oto¢ime. Poté
muzZeme zbyvajici suSenky snist v libovolném poradi, protoze zadné dvé nesousedi.

Pokud jsou susenky na zacatku v konfiguraci CPPPPPC, Emicka je nemuze vSech-
ny snist. Pro¢? Vsimnéte si, Ze na zac¢atku ma pouze dvé moznosti, snist jednu ze
susSenek na koncich fady. Na této volbé navic ve skute¢nosti viibec nezélezi; at sni
kteroukoli, vysledna posloupnost nesnédenych susenek bude CPPPPC. To nas privadi
do podobné situace, ale s 6 susenkami misto 7. MuZeme snadno zobecnit, Ze pres-
né to samé se stane v kazdém z nasledujicich ¢tyt kroki. Po nich nutné dospéjeme
k posloupnosti CC. V dalsim kroku nadm nutné ztstane jedna suSenka otocena co-
kolddou doli a Emicka ji podle svych pravidel nebude moci snist. V této poduloze
tedy Emicka nemtize snist vSechny susenky.

Poduloha C: ovéfeni, zda lze danou posloupnost snist

V této podiloze jsme chtéli najit (snadno ovéfitelnou) podminku, kterd ndm
fekne, zda lze posloupnost snist, nebo ne.

Pokud jste si s tikolem trochu pohrali, pravdépodobné jste pfisli na to, co se
stane v pripadé malého poc¢tu susenek: Pokud méme pouze jednu susenku, mizeme
ji snist, pokud je ¢okolddovou stranou nahoru. Pokud mame dvé sousedici susenky,
miuZeme je snist pouze v pfipadé, Ze jedna z nich je ¢okoladovou stranu nahoru. A co
t¥i suSenky? Zde to funguje, pokud za¢neme s jednou nebo tfemi susenkami ¢okola-
dovou stranou nahoru. Z toho mtizeme uhodnout, Ze je-li v posloupnosti lichy pocet
susenek ¢okolddovou stranou nahoru, dokazeme celou posloupnost snist, a jinak to
nelze. Samoziejmé nyni musime toto tvrzeni fadné dokazat.

Udélame to ve dvou krocich: Nejprve ukézeme, ze mizeme snist kazdou po-
sloupnost, ve které je lichy pocet susenek ¢okoladou nahoru. V§imnéme si, ze jelikoz
otacime pouze susenky, které sousedi v puvodni posloupnosti, jakmile je posloupnost
rozdélena na samostatné ¢asti, konzumace susenek z jedné z nich jiz nema zadny mit
vliv na ostatni ¢asti. Pokud tedy mame na stole posloupnost susenek, z nichz nékteré
uz byly snédeny, Emicka je mize dojist pouze v pripadé, ze dokaze dojist kazdy ze
souvislych tsekd oddélenych snédenymi susenkami samostatné.

Nyni uvazme libovolny souvisly tsek, ve kterém je lichy pocet susenek cokolé-
dovou stranou nahoru. Co se stane, kdyz snime nejlevéjsi z téchto susenek?

® Pokud je snédend suSenka tplné prvni v fadé, nic se nestane nalevo od
ni. Podobné, pokud je to posledni susenka v fadé, nic se nestane s témi
napravo od ni.

e Pokud jsou néjaké suSenky nalevo od ni, vSechny jsou cokoladou dole a
nejpravéjsi z nich oto¢ime ¢okoladovou stranou nahoru. Tim vznikne krat-
§i tisek, ve kterém je presné jedna suSenka (tedy lichy pocet) ¢okolddovou
stranou nahoru.

® Pokud jsou néjaké susenky vpravo od pravé snédené susenky, je mezi nimi
sudy pocet susenek cokolddovou stranou nahoru a otocime tu nejlevejsi
z nich. Tim se pocet susenek ¢okolddovou stranou nahoru zméni (zvétsi ¢i
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zmensi) pravé o jedna, bude jich tedy napravo od té snédené zbyvat lichy
pocet.

Pokud vzdy snime nejlevéjsi susenku, ktera je ¢okoladou nahoru, v kazdém sou-
vislém tseku oddéleném snédenymi susenkami proto urcité vzdy bude lichy (a tedy
nenulovy) pocet susenek ¢okoladovou stranou nahoru. Dokud nesnime vSe, mizeme
tedy vzdy snist dalsi suSenku, a protoze celkovy pocet nesnédenych susenek neustale
klesa, cely proces musi skon¢it tim, Ze snime vSechno.

Stejny dikaz muzeme Fict formélnéji takto: Matematickou indukci podle n
dokazujeme tvrzeni, ze kazdou souvislou posloupnost n susenek, ve které je lichy
pocet susenek cokolddovou stranou nahoru, miZeme snist pomoci postupu ,vzdy
snéz nejlevéjsi susenku, ktera je Cokolddou nahoru“. Pti dokazovani indukéniho kroku
provedeme vyse uvedenou analyzu toho, co se déje v prvnim kroku reSeni, a poté
z indukéniho predpokladu vidime, ze touto strategii snime obé vzniklé kratsi souvislé
posloupnosti susenek.

Zbyva nam tedy uvazovat pripad, kdy mame sudy pocet susenek c¢okoladovou
stranou nahoru. Nyni musime ukézat, ze Zadny postup nebude fungovat. K tomu sta-
¢ ukdzat nasledujici tvrzeni: At uz Emicka sni libovolnou susenku, jeden ze vzniklych
neprazdnych souvislych tsekt susenek bude obsahovat sudy pocet susenek ¢okola-
dovou stranou nahoru. Casem tedy nutné vytvoii neprazdny souvisly tsek s nula
susenkami ¢okolddou nahoru. (Kdykoliv Emicka sni suSenku tak, Ze vzniknou dva
nové neprazdné souvislé tiseky, vybereme ten z nich, ktery ma sudy pocet suSenek
¢okolddou nahoru, a druhy ignorujeme. Toto opakujeme, dokud nedojdou susenky
¢okoldadovou stranou nahoru.) Tento tsek pak Emicka nemize snist.

A proc vyse uvedené tvrzeni plati? Predstavme si, Ze mame souvislou posloup-
nost s 2k susenkami s ¢okoladou nahofe a Emicka se rozhodla snist i-tou z nich.
Pred touto susenkou je i — 1 suSenek ¢okoladou nahoru a za ni je 2k — i takovych
susenek. Jelikoz soucet téchto dvou hodnot je 2k — 1, coz je lichy pocet, presné jedna
z téchto hodnot je lichd. Odpovidajici Gsek je jisté neprazdny, jelikoZz obsahuje lichy
(a tedy nenulovy) pocet suSenek ¢okolddou nahoru. Po snédeni i-té susenky Emicka
v tomto tseku otoci pravé jednu susenku, ¢imz zméni pocet téch ¢okolddou nahoru
pravé o jedna. Tento souvisly tsek tedy poté bude obsahovat sudy pocet susenek
¢okoladovou stranou nahoru.

Podiloha D: VSechny vitézné tahy

K vyfesSeni posledni podilohy navazeme na tu predchozi. Jiz jsme dokazali, ze
Emicka mutze snist souvislou neprazdnou posloupnost susenek pravé kdyz v ni je
lichy pocet suSenek ¢okolddovou stranou nahoru; a ze pokud se posloupnost sklada
z nékolika souvislych tisekil oddélenych snédenymi susenkami, umime celou posloup-
nost snist pravé tehdy, kdyz lze snist kazdy z téchto tseki zvlast (tedy kdyz kazdy
z nich obsahuje lichy pocet susenek ¢okolddou nahoru).

Algoritmus bude tedy vypadat nasledovné: Rozdélime vstup na souvislé tuseky
susenek a vypocitame pocet moznych prvnich snédenych susenek pro kazdy z nich
zvl4st. Pokud je odpovéd pro néktery usek 0, jako celkovy vysledek vypiSeme 0, jinak
vypiseme soucet vSech odpovédi pro jednotlivé tseky.
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Jak vypoéitdme odpovéd pro dany souvisly tsek? Jednou z moznosti je zkon-
trolovat samostatné pro kazdou moznou susenku x otocenou cokolddovou stranou
nahoru, co se stane, kdyz ji snime a oto¢ime jeji pfimé sousedy. Musime zjistit, zda
usek vlevo a usek vpravo od susenky x bude poté mit sudy nebo lichy pocet suse-
nek ¢okoladou nahoru: Susenku x mtzeme snist jako prvni pouze v pfipadé, ze oba
tyto tseky jsou bud prazdné nebo obsahuji lichy pocet suSenek ¢okolddovou stra-
nou nahoru. Toto feSeni miZzeme implementovat v linedrnim c¢ase, napiiklad pomoci
techniky prefixovych soucti.

Implementaci si ale mizeme zjednodusit, pokud se jesté trochu zamyslime. Co
se stane, kdyz v daném souvislém tseku je 2k 4+ 1 susenek ¢okoldadou nahoru a snime
i-tou z nich? V feSeni ¢asti C jsme ukdzali, Ze mizeme urcité snist tu nejlevejsi
(i = 1) a diky symetrii také tu nejpravéjsi (i = 2k +1). Podivejme se nyni na ostatni
i. Vlevo od vybrané susenky je i — 1 a vpravo je 2k + 1 — ¢ suSenek cokolddovou
stranou nahoru. Protoze 1 < i < 2k 4 1, oba tyto tiseky jsou neprazdné. Kdyz
snime i-tou susenku, oto¢ime jednu susenku v kazdém z nich, ¢imz zménime paritu
poctu susSenek cokoladou nahoru. Pro licha ¢ tedy oba nové kratsi tseky budou mit
lichy pocet suSenek ¢okolddou nahoru (a mtzeme je tedy snist), zatimco pro sudé i
bude v obou krat$ich tsecich sudy pocet susenek ¢okolddou nahote (a zddny z nich
nemiizeme snist).

V tseku s 2k + 1 susenkami ¢okoladou nahoru tedy Emicka miize zac¢it tim,
Ze sni prvni, tfeti, patou, ..., az (2k + 1) z téchto susenek. M4 tedy pfesné k + 1
moznosti, ze kterych si muze vybrat.

Staci ndm tedy pro kazdy souvisly usek spocitat, kolik obsahuje susenek co-
kolddou nahote. Je-li jich sudy pocet, vypiSeme vysledek 0 a skoncime; je-li lichy,
k pribéznému vysledku pri¢teme polovinu tohoto poctu zaokrouhlenou nahoru. Im-
plementace tohoto feSeni v Pythonu muize vypadat naptiklad takto:

Program (Python 3):
n = int(input())

susenky = input()
useky = susenky.split(’-’)

res = 0

for usek in useky:
if len(usek) > O0:
¢ = usek.count(’C’)
if ¢ % 2 == 0:
print (0)
exit()
res += 1 + (¢ // 2)

print(res)
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P-1-4 Resi¢ to vyiesi

Podilohy A-E: investice

Pro kazdy projekt se musime se rozhodnout, zda ho podporfime, nebo ne. To lze
pfirozené modelovat pomoci binarni proménné z; pro kazdy projekt ¢, kterd udava,
zda jej podpofime, nebo ne: 0 (nepravda) znamend ne, 1 (pravda) znamen4 ano.

Pokud projekt ¢ podpotfime, ddme mu s; penéz a pozdéji obdrzime vynos v;,
takZe na konci budeme mit o (v; — s;) penéz vice nez na zacatku. N4§ koneény
zistatek na Gétu lze proto vyjadfit jako jeho pocéateéni hodnota (e) plus soudet
vSech vyrazi ve tvaru (v; — s;)x;; nepodporované projekty neméni ztistatek na Gétu
(vynésobime nulou), podporované projekty jej méni o sviyj ¢isty zisk. Tuto hodnotu
chceme maximalizovat.

V podilohéch A a D nemame zadné konflikty ani zavislosti, musime tedy dodr-
zet pouze jediné omezeni: musime mit dostatek penéz na podporu vSech vybrangch
projektt. Jinymi slovy, soucet s;x; pro vSechna i nesmi prekrocit e.

Jak modelovat konflikty? Podminku ,,z projekti s a t mtizete podpofit nanejvys
jeden® lze matematicky zapsat takto: x5+ z; < 1. Jedna se o pfimé omezeni v povo-
lené formé, takze jej prosté pridame do naseho ILP a mame hotovo. Poznamenejme,
ze obecnéjsi konflikty zahrnujici vice nez dva projekty by bylo mozné modelovat
presné stejnym zptisobem.

A jak modelovat zavislosti? Pokud projekt w zavisi na projektu v, nemuze
zéaroven platit x,, = 1 a z,, = 0. Ekvivalentné: hodnota x,, musi byt vzdy mensi nebo
rovna hodnoté x,. A z, < x, je opét podminka v povolené formé, takze jsme hotovi.

Pro piiklad ze zadani dostavame nasledujici ILP ve formatu pro 1p_solve:
Program (ILP):
max: 100000 + 50000 * x0 + 45000 * x1 + 6000 * x2 + 860000 * x3;

50000 * x0 + 50000 * x1 + 20000 * x2 + 40000 * x3 <= 100000;
x0 + x1 <= 1;

x3 <= x2;

x2 <= x1;

bin x0, x1, x2, x3;

Optimalni feseni pro vstup D ma zisk 242 559 804 a pro vstup E je optimalni
zisk 578 053 900. Nasledujici program v jazyce Python Tesi vstupy pomoci knihovny
PulP.

Program (Python 3):
import pulp
def hodnota(vyraz): return int(round(pulp.value(vyraz)))

,n= [ int(_) for
[ int(_) for
[ int(_) for
int (input())
[ [ int(L)-1 for

_ in input().split() 1]
in input().split() ]
in input().split() ]

QR < no
o onon

in input().split() ] for in range(k) 1]
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# -1 nebot interné ¢islujeme od O
z = int(input())
D=T[T[ int(_)-1 for

problem
project

in input().split() ] for in range(z) ]

pulp.LpProblem(’Investice’, pulp.LpMaximize)
[ pulp.LpVariable(f’project{i}’, cat=’Binary’) for i in range(n) ]

problem += e + sum( project[i] * (V[i] - S[i]) for i in range(n) )
problem sum( project[i] * S[i] for i in range(n) ) <= e
for conflict in C:
problem += sum( project[i] for i in conflict ) <=1
for dependency in D:
problem += project[dependency[0]] <= project[dependency[1]]

+=

status = problem.solve()

assert pulp.LpStatus[status] == ’Optimal’
print (hodnota(problem.objective))
for x in project: print(x.name, ’=’, hodnota(x))

Podilohy F-J: chovatelé prasat

Tentokrat pouzijeme pro modelovani celoc¢iselné proménné. Staci ty, které popi-
suji dopravu: Pro kazdy druh plodu ¢, kazdou sypku i a kazdého farmére j budeme
mit proménnou x:; ;, kterd predstavuje pocet kilogrami tohoto druhu, ktery far-
mar j obdrzi a zaplati v baliku zaslaném ze sypky 4.

Omezeni odpovidajici zadani nyni vypadaji nasledovné:

® Pro kazdou sypku je soucet vseho, co z ni odchazi, mensi nebo roven jeji
kapacité. Je zfejmé, ze nema smysl sbirat vice, nez miizeme odeslat.

e Pro kazdou dvojici (sypka, farmaf) je soucet zaludu a bukvic odeslanych
v baliku mensi nebo roven w.

¢ Pro kazdou dvojici (druh plodt, farmar) je celkové mnozstvi dodangch
plodi tohoto druhu nejvyse rovno odpovidajici hodnoté g, tj. limitu ur-
¢ujicimu, kolik je tento farmar ochoten koupit.

A cil, tedy nas zisk? Mame konstantni ztratu 5000 za sklizen, tedy ,zisk“
—5000. Balik odeslany ze sypky ¢ farmafi j ma hmotnost (z1,; + 2, ), takZe za
néj zaplatime ¢; ;- (x1,; j+x2, ;). Za prodej plodi typu ¢ farmaii j naopak dostaneme
Castku hjy - (@15 + - + 4,4,5). SeCtenim vSech téchto hodnot ziskdme jeden velky
linearni vyraz, jehoz hodnotu chceme maximalizovat.

Generovany ILP ve formatu pro 1p_solve pro piiklad ze zadéani tedy vypada
takto.

Program (ILP):

max: -5000
- 9*xx1.11- 9*x211- 156 * x_1.1.2 - 15 % x.2.1.2 - 23 *xx_1.1.3 - 15 * x_2_1_3
- 11 * x 121 - 11 * x.2.2.1 - 28 * x_1.2.2 - 28 * x_.2.2.2 - 12 * x_1.2.3 - 12 * x_2_2_3
+ 10 * x 111 + 10 * x_2_.1.1 + 100 * x_1_1_2 + 30 * x_2_.1_2 + 50 * x_1_1_3 + 60 * x_2_1_3
+ 10 * x_1.2_1 + 10 * x_2_.2_1 + 100 * x_1_2_2 + 30 * x_2_.2_2 + 50 * x_1_2_3 + 60 * x_2_2_3;

x 111 +x.2.1.1+x.1.1.2+x.2.1.2+ x_1.1.3+ x_2_1.3 <= 100;

x_ 1 2.1 +x.2.2.1+x.1.22+x.2.22+x_1.2.3+ x_.2.2_3<=200;

x_1_1.1 +x.2.1.1<=280; x_1_.1.2 + x.2.1.2<=280; x_1.1.3 + x_2_1_3 <= 80;

x_1.2_1 + x_.2.2.1 <=80; x_.1.2.2 +x.2.2.2 <=80; x_.1.2.3 + x_2_2_3 <= 80;



x 111 +x_1.2_1 <= 1000; x_2_1_1 + x_2_2_1 <= 1000;

x 112 +x.1.2.2 <= 120; x.2_.1.2 + x.2.2.2 <= 70;

x_1_1.3 +x_1_2_3 <= 20; x_2_1.3 + x_2_2_3 <= 30;

int x_1.1.1, x_ 211, x_1_1_2, x_.2.1.2, x 113, x_2_1_3,
1.2.1, x.2.2.1, x.1.2.2, x.2.2.2, x_.1.2_3, x_2_2_3;

Optimalni feSeni pro H je 2842033, pro I je 1219206 a pro J je 2287 290.
Nasledujici program v jazyce Python fesi vstupy pomoci knihovny PuLP.

Program (Python 3):

import pulp
def hodnota(vyraz): return int(round(pulp.value(vyraz)))

s, ¢ = [ int(_) for
K = [ int(_) for
G, H=10, O
for i in range(c):
gl, g2, hl, h2 = [ int(_) for
G.append((gl, g2))
H.append((h1, h2))
w = int( input() )
L=1[[ int() for

_ in input().split() ]
in input().split() ]

in input().split() ]

in input().split() ] for in range(s) ]

problem = pulp.LpProblem(’Chovatele’, pulp.LpMaximize)

package_sizes = [
[ [ pulp.LpVariable(f’x_{t}_{i}_{j}’, cat=’Integer’) for j in range(c) ]
for i in range(s) ] for t in range(2)

]

cil = sum( H[j][t] * package_sizes[t][i][j] for t in range(2)
for i in range(s) for j in range(c) )

cil -= sum( L[i]l[j] * ( package_sizes[0][i][j] + package_sizes[1]1[i][j] )
for i in range(s) for j in range(c) )

cil -= 5000

problem += cil

for t in range(2):
for i in range(s):
for j in range(c):
problem += package_sizes[t][i]l[j] >= 0

for i in range(s):
problem += sum( package_sizes[t][i][j] for t in range(2)
for j in range(c) ) <= K[i]

for i in range(s):
for j in range(c):
problem += package_sizes[0][i] [j] + package_sizes[1][i][j] <= w

for t in range(2):

for j in range(c):
problem += sum( package_sizes[t][i][j] for i in range(s) ) <= G[j][t]

status = problem.solve()
assert pulp.LpStatus[status] == ’Optimal’
print (hodnota(problem.objective))
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Poznamka na zavér: Ulohu o chovatelich je mozné modelovat a efektivné fesit
i pomoci jiného formalismu, jako nalezeni nejvétsiho toku ve vhodné konstruované
siti nebo nejtézsiho parovani ve vhodné konstruovaném vazeném bipartitnim grafu.
Slozitéjsi problémy podobného typu vSak obecné tuto vlastnost nemaji — optimali-
zacni problémy, které zahrnuji vice nez jeden typ zbozi a v nichZ tyto typy nejsou

nezavislé, jsou obecné velmi tézké.
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