75. ro¢nik Matematické olympiady — 2025/2026

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 2. soutéini den

Na feseni tloh mate 4.5 hodiny ¢istého casu. Pii soutézi je zakazano pouzivat
jakékoliv pomucky kromé psacich potieb a pfidéleného pocitace (tzn. knihy, kalku-
lacky, mobily, apod.).

Resenim prvnich dvou piikladi je zdrojovy kéd programu zapsany v jednom
z nasledujicich programovacich jazykt: C, C++ 20, Python 3.13, C# 12, Java 25
nebo Pascal. Vzhledem k rtizné vykonnosti stejného algoritmu implementovaného
v ruznych programovacich jazycich nezarucujeme, Ze je ve vSech podporovanych ja-
zycich mozné ziskat plny pocet bodu — muze se stat, ze program nestihne dobéhnout
do ¢asového limitu, i kdyz implementuje algoritmus s optimalni ¢asovou slozitosti.
Casové limity jsou (s rezervou) nastavené dle autorskych feSeni implementovanych
v C++.

Reseni odevzdavate pomoci soutézniho systému CMS, ktery ho automaticky
otestuje na pripravenych sadéach testovacich dat. Detaily hodnoceni naleznete v le-
taku s popisem prostfedi. Podrobnéjsi informace o testovacich datech najdete na
konci zadani kazdé tlohy.

K posledni tuloze v soutéznim prostiedi naleznete vstupni soubory, v.CMS se
k nim odevzdavaji se pouze soubory obsahujici odpovidajici spravné vystupy. Au-
torské feseni této tilohy je zalozeno na vyuziti fesice ILP, vystupy pro tuto tlohu ale
muzete vytvorit libovolnym zptisobem (napf. ruéné nebo pomoci programu v jednom
z podporovanych programovacich jazyku).



Zaddni naleznete na dalsi strané.



P-III-4 Mafiani u doktora

Lucce se podafilo najit nové zaméstnani jako recepcéni u doktora v méstecku
Palermu. Jeji prace spociva v tom, Ze postupné vola pacienty z ¢ekarny do ordinace.
Den teprve zacal, ale Lucka uz chépe, Ze to nebude snadné. Na Sicilii vibec nezalezi
na tom, jak je kdo nemocny, a jen trochu se bere ohled na to, kdy kdo pfisel. Na
¢em skutecné zalezi je, z jaké rodiny pochézi. Nikdo si netroufne nechat pacienta
z vlivné rodiny dlouho cekat!

Pacienti béhem dne postupné ptichazi do ¢ekarny. Lucka vidi, kdy kdo pfichazi,
a postupné jim prifazuje poradovd ¢isla 0, 1, 2 atd. V kartotéce také snadno dohleda
vliv daného pacienta (nezdporné celé ¢islo) a identifikitor rodiny, do které patii
(také nezdporné celé ¢islo).

Bohuzel se ale z kartotéky ztratily informace o tom, jak vlivna je kterad rodi-
na. Lucka v méstecku zatim viubec nikoho nezna a musi si sama udélat predstavu
o mistnich rodinach. V kazdém okamziku Lucka pfedpoklada, ze vliv kazdé rodiny je
roven maximu z vlivi téch ¢lent, které kdy vidéla (véetné téch, ktefi jiz byli 1lé¢eni a
odesli). Pokud podle Lucky maji dvé rodiny pfesné stejny vliv, povazuje za vlivnéjsi
tu s mensim identifikadtorem.

Obcas si doktor vyzada dalsiho pacienta, a Lucka musi poslat jednoho z téch
v ¢ekarné do ordinace. Tohoto pacienta vybira nasledovné: musi pochazet z nejvliv-
néjsi rodiny v ¢ekarné, a pokud ma tato rodina v ¢ekarné vice nez jednoho ¢lena,
musi to byt ten, ktery tam ¢eka nejdéle (tedy ten s nejmensim poradovym ¢islem).

SoutéZni tloha
Pomozte Lucce a napiSte pro ni program, ktery bude podle vyse uvedenych
pravidel obsluhovat ¢ekarnu.

Format vstupu
Jednotlivé fadky vstupu popisuji udalosti v chronologickém potradi.

® Vstup je ukoncen fadkem obsahujicim pouze ¢islo 0.

e Je-li na aktudlnim fadku trojice ¢isel 1, var (0 < v < 107, 0 < r <
200000), znamena to, Ze do ¢ekarny vstoupil pacient s vlivem v patfici do
rodiny 7.

® Je-li na aktualnim rfadku pouze c¢islo 2, znamena to, Ze si doktor vyzadal
dalsiho pacienta.

Pocet fadkl vstupu (tj. pocet udédlosti) ozna¢me jako ¢ (1 < ¢ < 400001).

Format vystupu
Pokazdé, kdyz si doktor vyzada dalsiho pacienta (tedy pro kazdy fadek vstupu
tvoreny Gislem 2) vypiste jeden Fadek obsahujici pofadové ¢islo pacienta, kterého mé
Lucka poslat do ordinace, ¢i ¢islo —1, je-li aktudlné ¢ekarna prazdna.
Poznamenejme, ze tato tloha neni testovana jako interaktivni, neni tedy nut-
né, abyste vystupni fadek vypisovali okamzité po nac¢teni odpovidajiciho vstupniho
rfadku, fesili vyprazdnéni bufferi po vypsani fadku, a podobné.
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Bodovani
Vstupy jsou rozdéleny do sedmi sad s rtiznymi dodateénymi omezenimi, ktera
jsou splnéna pro vSechny vstupy v dané sadé. Za spravné vyteSeni vSech vstupi
v sadé dostane vas program nize uvedeny pocet bodi.
e Sada 1 (1 bod): Pro kazdého pacienta plati » = 0, tj. vSichni jsou z té
samé rodiny.
e Sada 2 (1 bod): Nejprve pfijdou v8ichni pacienti a poté si doktor nékolik
z nich pozve do ordinace; tedy vSechny udalosti typu 1 nastanou pred
vSemi udalostmi typu 2.
e Sada 3 (1 bod): Pro kazdého pacienta plati v = 0, tj. vSichni maji stejny
vliv.
e Sada 4 (1 bod): Plati ¢ < 1000, tedy vstup ma nejvyse 1000 fadki.
e Sada 5 (1 bod): Vsechna ¢isla v jsou navzajem rtiznd a vsechna &isla r
jsou navzajem rizna, tedy zadni dva pacienti nejsou z té samé rodiny ani
nemaji stejny vliv.
e Sada 6 (2 body): Pro kazdého pacienta plati r < 10, tj. vSichni jsou
z nejvyse 10 raznych rodin.
e Sada 7 (3 body): Bez dodate¢nych omezeni.

Priklad
Vystup:

=
g
S

1000 3
40 2
1000 2

GON WO+~

1001 3

47 0

10 3

ONEFEPNFEFNNMNEFENRFERFPRFPN

Den probihal nasledovné:

1. Do c¢ekarny jesté nikdo nedorazil, ale doktor si vyzadal pacienta; do ordi-
nace tedy nikdo nejde.

2. Do ¢ekédrny dorazil pacient 0 (vliv 1000, rodina 3), pak pacient 1 (vliv 40,
rodina 2), a poté pacient 2 (vliv 1000, rodina 2).

3. Doktor si zavolal pacienta. O rodinach 2 i 3 se aktualné domnivame, ze
maji obé vliv 1000, vlivnéjsi je tedy rodina 2, ktera ma mensi identifikator.
Z rodiny 2 nejdéle ¢eka pacient 1, ten tedy jde do ordinace.
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11.

. Dorazil pacient 3 (vliv 1001, rodina 3), coz pro nés zvysilo vliv rodiny 3.

v

jde jeji ¢len 0.

%

. Dale se na fadu dostal dalsi ¢len rodiny 3, pacient 3.
. PfiSel pacient 4 (vliv 47, rodina 0, kterou jsme jesté nevidéli).
. Doktor zavolal dalsiho pacienta. V ¢ekarné zbyva pacient 2 z rodiny 2 a

voevs

pacient 4 z rodiny 0. Rodina 2 je vlivnéjsi a pacient 2 tedy jde do ordinace.

. Dorazil pacient 5 (vliv 10, rodina 3).
10.

Doktor si vyzadal dalsiho pacienta. Pravé dorazivsi pacient 5 je z vlivné
rodiny 3, a proto je na fadé.

Na konci dne v ¢ekarné zbyva pacient 4, ktery ma smiilu, nedostane se do
ordinace ani na vystup.



P-III-5 Voda

Speleologové objevili pomoci ultrazvuku novou jeskyni ve Slovenském krasu.
M4 tvar svislého obdélniku: je Siroka, hluboka, ale velmi tzka. K dispozici méate
mapu této jeskyné, sloZenou ze znaku ,,.“ predstavujicich prazdné policko a ,X“
predstavujici policko vyplnéné skilou. Mapa je zadana odshora dold, prvni fadek
mapy je tedy vertikalné nejvyse. Jeskyné je v soucasné dobé zcela pod zemi a nepii-
stupnd, vSechny znaky na obvodu obdélnika jsou proto X.

Jeskyné miize byt ¢astecné nebo zcela zaplavena vodou. Voda se chova tak, jak
byste ocekévali, rozléva se do stran a dold a kazda souvisla oblast naplnéna vodou
ma vSude hladinu ve stejné vysce.

Pfesnéji feceno, jeskyné s vodou vznikne tak, Ze se vezme jeskyné a néktera
(mozné vSechna nebo 74dnd) prazdné policka se zcela zaplni vodou. Vodu v jeskyni
muzeme rozdélit na propojené oblasti tak, ze dvé policka s vodou patii do stejné
oblasti, pravé pokud by se z jednoho z nich na druhé dokdzala dostat (mozna i
pres néjaka dalsi policka) ryba, kterda se mize pohybovat pouze ve vodé a pouze ve
smérech nahoru, dolti, doleva a doprava. Jeskyné s vodou je stabilni, pokud plati
nasledujici podminky:

e 74dné prazdné policko nema hned nad sebou, vlevo od sebe ani vpravo
od sebe policko s vodou.

® Ma-li prazdné policko = hned pod sebou policko s vodou, pak cela propo-
jena oblast, do niz patfi tato voda, musi leZet nize nez policko x.

SoutéZni tloha

Pro danou mapu jeskyné spocitejte, kolika zptisoby muze byt zaplavena vodou,
tj. kolik rtznych stabilnich jeskyni s vodou z ni mtzeme vytvorit. Pfesnéji feceno,
necht p je presné podet stabilnich jeskyni s vodou, které mizeme vytvorit z dané
jeskyné. Abyste se ve svych programech nemuseli zabyvat aritmetikou s velkymi ¢isly,
va$im ukolem je vypoéitat hodnotu ¢ = (p mod 1000000 007), tj. zbytek, ktery p
davé po déleni prvocislem 10° + 7.

Format vstupu

Na prvnim Fadku vstupu jsou pfirozena ¢isla r a s (1 < r, s < 1000), udéavajici
pocet fadku a sloupct mapy. Kazdy z r nasledujicich radkt obsahuje fetézec délky s
ze znakl ,,.“ a ,,X“, popisujici mapu jeskyné odshora doli. Muzete predpokladat, ze
prvni a posledni fadek a sloupec mapy je tvofen pouze znaky ,X“.
Format vystupu

Vypiste jediny fadek obsahujici jedno nezaporné celé ¢islo, hodnotu g pro za-
danou jeskyni.
Bodovani

Testovaci vstupy jsou rozdéleny do 10 sad, za vyreseni vsech vstupa v kazdé
z nich lze ziskat bod. Vstupy v kazdé sadé splnuji riznd omezeni, specifikovana
v tabulce nize. V ni pouzivadme nésledujici terminologii:
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® Mistnost je maximalni propojeny tsek jeskyné tvoreny prazdnymi policky
(policka jsou propojena pouze horizontalné a vertikalné, ne diagonalng).

® Jeskyné je souvisld, mé-li jen jednu mistnost.

o V jeskyni se stalagmity (krapniky rostoucimi z podlahy) plati, Ze kazdé
policko, na némz je X a neni v prvnim ani poslednim rddku mapy, ma
pfimo pod sebou dalsi X.

o V jeskyni se stalaktity (krapniky rostoucimi ze stropu) plati, ze kazdé
policko, na némz je X a neni v prvnim ani poslednim fadku mapy, ma
pfimo nad sebou dalsi X.

sada max(r,s) dalSi omezeni

1 10 jeskyneé je souvisla a jeji jedina mistnost
ma tvar obdélnika

2 1000 vSechny mistnosti maji tvar obdélnika
3 50 souvisla jeskyné se stalagmity
4 1000  jeskyné se stalagmity
5 50 souvisla jeskyné se stalaktity
6 1000  jeskyné se stalaktity
7 50 jeskyné je souvisla
8 50 zédné dalsi omezeni
9 300 jeskyné je souvisla
10 1000 zadna dalsi omezeni

Priklady

Vstup: Vystup:

49 24

XXXXXXXXX

X.XX. XXXX

XX.X.X. .X

XXXXXXXXX

Tato jeskyné ma Ctyri mistnosti. Pro kazdou jednopolickovou mistnost a pro hori-
zontalni dvoupolickovou mistnost mdme dvé moznosti: bud ziistane prazdna, nebo
v ni bude voda. Pro vertikalni dvoupolickovou mistnost mame tii moznosti: miize
byt bud prazdna, napul plnd (spodni ¢ast obsahuje vodu, horni ¢dst ne) nebo zcela
plna vody.

Tento vstup by mohl byt v sadé 2 (kazda mistnost je obdélnik).

Pokracovani na dalsi strance. . .



Vstup:
45

XXXXX
X...X
X.X.X
XXXXX

Vystup:

Zde jsou nasledujici moznosti (znak 0 predstavuje policko s vodou):

XXXXX  XXXXX
X...X X..
X.X.X XO0X.X
XXXXX  XXXXX

X X..

XXXXX  XXXXX  XXXXX
X X...X X000Xx
X.X0X  X0X0X  X0X0X
XXXXX  XXXXX  XXXXX

Tento vstup by mohl byt v sadé 3 (souvisla jeskyné se stalagmity).

Vstup:
47
XXXXXXX
X.X.X.X

XXXXXXX

Vystup:
3

Zde jsou nasledujici moznosti:

XXXXXXX XXXXXXX  XXXXXXX
X.X.X.X X.X.X.X  X0X0X0X
X..... X  X00000X  X00000X
XXXXXXX  XXXXXXX  XXXXXXX

Tento vstup by mohl byt v sadé 5 (souvisla jeskyné se stalaktity).

Vstup:

59
XXXXXXXXX
X.X.X...X
X...X.X.X
X.X.XXX.X
XXXXXXXXX

Vystup:
42

Tento vstup by mohl byt pouze v sadach 8 a 10.



P-III-6 Navrat resice

Tato tloha je open-data, testovaci vstupni soubory tedy méate pfimo k dispozici
v soutéznim prostiedi a v . CMS odevzdavate pouze odpovidajici vystupni soubory.
Za kazdy odevzdany spravny vystupni soubor ziskite jeden bod. Vystupy muzete
vytvorit libovolnym zptisobem; je na vas, zda ¢i jak pfi tom pouzijete fesi¢ ILP.

K tloze se vztahuje studijni text uvedeny na néasledujicich stranach, ktery je
stejny jako v domécim a krajském kole. Uloha se skladé ze dvou nezavislych podiloh,
fesit tedy muzete kteroukoliv z nich nebo obé dvé v libovolném poradi.

Podiloha A (5 bodu): Jesté komplikovanéjsi investice

Tato poduloha vychézi z podulohy investice“ z domaciho kola. Pro pfipomenu-
t1, k dispozici mame e eur, které mizeme vyuzit k podpore nékterych z n projekta
(ocislovanych od 1 do n). U kazdého projektu zname éastku s; potifebnou k jeho
podpore a hodnotu v;, kterou ¢asem ziskame zpét jako vynos, pokud jej podporime.
Vsechny podpory jsou Cerpany diive, nez obdrzime vynosy, soucet castek s; vSech
podporenych projektd tedy nesmi pfesdhnout e.

Nékteré dvojice projektt si pfimo konkuruji a antimonopolni tfad vydal nafi-
zeni, ze mizeme podporit maximéalné jeden projekt z kazdé takové dvojice. Kazdy
z k takovych konflikti je zadan dvojici ¢isel projektt ¢; 1 a ¢; 2, které nemiizeme oba
zaroven podpofit.

Mezi projekty také mohou byt zavislosti: napriklad projekt péstovani bio ze-
li nelze realizovat, pokud neni podpofen projekt instalace efektivniho zavlazovaciho
systému, takze pokud chceme podpofit zeli, musime podporit také zavlazovani. Kaz-
dou z celkem z zavislosti mame zadanu dvojici ¢isel projektt d; 1 a d; 2: Pokud chce-
me podporit projekt ¢islo d; 1, musime podpofit také projekt ¢islo d; . Jinymi slovy,
tato zdvislost ndm brani podpofit d; 1 a zarovenl nepodpofit d; 2. Zévislosti mohou
byt zcela libovolné; napriklad mutze jak projekt x zaviset na projektu y, tak projekt
y zaviset na projektu x, a v tom p¥ipadé je nutné podporovat bud oba projekty x
a y zaroveil, nebo zadny z nich.

Pro tstredni kolo do tdlohy pribyvaji synergie a antisynergie: Kdyz podporu-
jeme celou skupinu konkrétnich projekti najednou, nékdy mutzeme diky pozitivni
interakci mezi nimi vydélat vice, jindy naopak podpora konkrétni skupiny projekti
celkovy zisk snizi (nap¥. kdyz kromé chovu ryb podporujeme také chemickou tovarnu
v horni ¢4sti toku).

Formalnéji fe¢eno, mame zadano ¢ synergii, oc¢islovanych od 1 do q. Synergie i
prinasi zisk ¢; (pokud je toto ¢&islo zaporné, jedna se o antisynergii) a tyka se £; pro-
jektt. Cisla téchto projektt jsou u; 1, ..., u; . Pokud budou vSechny tyto projekty
podpofeny, nas zisk se zméni o ¢;, jinak se nic nestane.

Format vstupu

Vstupni soubory najdete v tasks/investice/input_s?.txt ve vaSem domé-
cim adresaii (pozor, do podadreséte tasks nejde zapisovat, tak si soubor zkopirujte).

Kazdy vstupni soubor nejprve obsahuje jeden fadek s kladnym celym ¢islem 7,
udavajicim poctem testovacich vstupt, a poté obsahuje postupné 7 testid. Kazdy
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z testli je reprezentovan nasledujicim zptisobem:

® Prvni fadek: kladna cela ¢isla e a n udavajici nas kapital a pocet projektu.

® Druhy radek: kladna cela cisla sq,...,s, udavajici ¢astky potfebné na
podporu jednotlivych projekti.

® Treti radek: kladna celé ¢isla vy, ..., v, udavajici vynosy z podporenych
projekta.

o Ctvrty fadek: nezdporné celé é&islo z udavajici pocet zévislosti.

® Nasledujicich z fadki: na i-tém z nich jsou ¢isla projektt d; ;1 a d; 2 popi-
sujici i-tou zavislost.

e Nasledujici fadek: nezaporné celé ¢islo k udavajici pocet konflikti.

® Niasledujicich k radki: na 7-tém z nich jsou ¢isla projekti ¢; 1 a ¢; 2 popi-
sujici -ty konflikt.

® Nasledujici fadek: nezdporné celé ¢islo udavajici pocet synergii ¢

o Nasledujici fadek: celd ¢isla (mohou byt i zapornd) ti,...,t, udévajici
vynosy ze synergii
® Nasledujici fadek: kladna celd cisla ¢4,...,¢,, udavajici poc¢ty projekt

v jednotlivych synergiich
® Nasledujicich ¢ fadki: na i-tém z nich jsou ¢isla projektd w1, ..., u;e,
tvoficich i-tou synergii.

Format vystupu

Pro kazdy ze vstupnich soubort input_s1.txt az input_sb.txt vytvoite a
odeslete vystupni soubor output_s?.txt obsahujici 7 fadku, jeden pro kazdy test
ve vstupu. Kazdy fadek vystupu by mél obsahovat jedno celé ¢islo: nejvétsi moznou
¢astku penéz, kterou mizeme mit na konci daného testu, pokud optimalné vybereme,
které projekty podpoiime a které ne.

Omezeni
Vsechna c¢isla na vstupu i na vystupu se zarucené bez probléma vejdou do
32-bitovych celoiselnych proménnjch; specialné soucet e, viech v; a vsech |t;| do-
hromady neptekroci 150 000 000. Jednotlivé vstupni soubory navic spliiuji nasledujici
podminky:
® input_sl.txt: 7 = 100 testl, v kazdém z nich je n < 400 projekti, ve
vSech testech plati ¢ = 0, tedy zadné synergie (fadky testu pro ¢; a ¢; jsou
prazdné).
® input_s2.txt: 7 = 100 testl, v kazdém z nich je n < 400 projektq, ve
vSech testech plati ¢ < 1 (nejvysSe jedna synergie) a tato synergie spliiuje
t1 > 0.
® input_s3.txt: 7 = 100 testl, v kazdém z nich je n < 400 projekti, ve
vSech testech pro pro kazdou synergii plati ¢; = 2.
® input_s4.txt: 7 = 100 testl, v kazdém z nich je n < 150 projekti, ve
vSech testech pro pro kazdou synergii plati ¢; > 0.
® input_s5.txt: 7 = 100 testd, v kazdém z nich je n < 600 projekti.
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Priklad

V souborech input_s0.txt a output_s0.txt naleznete pfiklad vstupu a od-
povidajiciho spravného vystupu. V prvnim testu je optiméalni podpotit projekty 1
a 2 (lepsi nez 1 a 3, protoZe ziskdme synergicky bonus), jeden z dvojice 4 a 5 (aby
nedoslo k negativni synergii) a projekty 6 a 7 (7 chceme a 6 musime pfidat kvali
z4vislosti).

Podiloha B (5 bodu): FeZeme tyce

Ve stavebninich prodévaji tyce o délce pfesné £ milimetri. My ale potfebujeme
takové tyce o ruznych délkach: pro kazdé i od 1 do n potfebujeme p; tyc¢i o délce d;
milimetria. Mame k dispozici dokonalou pilu, pomoci které muzeme tyce fezat na li-
bovolné kusy bez ztraty materialu. Potfebujeme zjistit, kolik ty¢i musime minimalné
koupit a jak je fezat, abychom mohli vyrobit vSe, co potfebujeme.

Format vstupu

Vstupni soubory najdete v tasks/tyce/input_t?7.txt ve vasem domacim ad-
reséfi (pozor, do podadresafe tasks nejde zapisovat, tak si soubor zkopirujte).

Kazdy vstupni soubor nejprve obsahuje jeden fadek s kladnym celym ¢islem 7,
udavajicim pocétem testovacich vstupt, a poté obsahuje postupné 7 testid. Kazdy
z testl je reprezentovan nasledujicim zptisobem:

® Prvni fadek: kladné celé ¢islo £, udavajici délku prodavanych tyci.

® Druhy radek: kladné celé ¢islo n, udavajici pocet riuznych délek tyci, které
potfebujeme.

e Tieti fadek: kladna celd ¢isla dy, . . ., d,, udavajici délky tyci, které potre-
bujeme.

o Ctvrty fadek: kladna cel4 ¢isla py, . . ., p, udavajici pocty tyéi téchto délek,
které potfebujeme.

Format vystupu

Pro kazdy ze vstupnich soubor input_t1.txt az input_t5.txt vytvoite a
odeslete vystupni soubor output_t?.txt obsahujici vystupy pro vSech 7 testovacich
vstupi. Kazdy vystup uvedte v nasledujicim formétu:

® Prvni fadek: kladné celé ¢islo m, udavajici pocet ty¢i délky /¢, které je
potieba koupit.

® Druhy radek: kladné celé ¢islo x, udavajici pocet instrukci na fezani.

® Nasledujicich x radku: instrukce na fezani. Kazda takova instrukce zacina
kladnym celym ¢islem, udavajicim pocet nakoupenych tyci, na kterou ji
mame pouzit. Zbytek radku je tvoren jednim ¢i nékolika zaznamy typu
Ly xd“, ktery znamend, ze z tyCe mame y-krat odfiznout kus délky d.
Misto 1xd mizete téz vypsat pouze ¢islo d. Pro kazdou instrukci musi
platit, ze soucet délek odriznutych kusa je nejvyse £.
Napriklad, instrukce ,,3 1x100 5x40 1x10“ i ,3 5x40 10 100“ nam obé
fikaji, Ze mame vzit 3 zakoupené tyce a kazdou z nich nafezat tak, aby-
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chom ziskali jeden kus délky 10, jeden délky 100 a pét délky 40. Aby tyto
instrukce byly mozné, musi platit, Ze nakoupené tyce maji délku ¢ > 310.
Pozor: Zbytky ty¢i automaticky zahazujeme. Napfiklad, pokud pro ¢ =
2 chceme vyrobit dvé tyce délky 1, nestaci napsat ,1 1“  ale musime
explicitné napsat ,1 2x1“ (nebo napiiklad ,1 1 1¢).

Vystup bude uznan jako spravny, jestlize hodnota m je nejmensi moznd, x <
1000, a zbylé fadky vystupu obsahuji popis né€jakého zpisobu, jak vyrobit alespon
predepsany pocet ty¢i pozadovanych délek (tj. budou akceptovana i FeSeni s opti-
malnim m, kterd kromé potfebnych tyél vyrobi i néjaké dalsi navic).

Omezeni
Jednotlivé vstupni soubory navic spliuji nasledujici podminky:

® input_tl.txt: 7 = 50 testli, v kazdém z nich chceme nejvyse 38 tyci,
které lze vyrobit ze dvou nakoupenych tyci.

® input_t2.txt: 7 = 50 testl, v kazdém z nich chceme nejvyse 22 tyci,
celkova délka téchto tyci je ostie vétsi nez 3¢ a je mozné je vyrobit z m = 4
nakoupenych tyci.

e input_t3.txt: 7 = 50 testi, v kazdém z nich plati 10 < ¢ < 107, vSechny
pozadované tyce maji délku nanejvys 30 a celkovou délku nejvyse 15¢; a
vzdy existuje feseni, ve kterém je celkova délka odpadu mensi nez 100 000.

e input_t4.txt: 7 = 30 testil, v kazdém z nich je £ = 107, n < 36 a pro
kazdé i plati d; > 2000000 a p; = 1.

® input_t5.txt: 7 = 30 testdl, v kazdém z nich je £ = 107, n < 30 a pro
kazdé i plati d; > 2000 000.

Priklad

V souborech input_t0.txt a output_t0.txt naleznete piiklad vstupu a odpo-
vidajiciho sprévného vystupu. V prvnim testu koupime dvé tyce, z prvni vyrobime
dva kusy délky 334 a z druhé tfeti takovy kus. V druhém testu koupime dveé tyce
a kazdou na vhodném misté prefizneme. Ve tfetim testu koupime 7 ty¢i. Tii z nich
jen zkratime na 670 a zbytek zahodime. Ze dvou vyrobime po jednom kusu délky
780 (a z jedné z nich i zbyteény kus délky 220). Ze Sesté tyce dostaneme kus délky
560 a ze sedmé dva kusy délky 450 (z nichz nam staci jeden).

Odevzdavani vystupu

Vystupni soubory nemusite odevzdavat vSechny najednou. Odevzdate-li jen
nékteré, ty zbyvajici ztistanou obodované z pfedchozich odevzdani.
Resice

Na svych poé¢itacich mate nainstalované fesi¢e 1p_solve (z ptikazové fadky i
jako knihovnu pro C++) a pulp (knihovna pro Python). Névod k pouziti, ktery byl
dostupny v domécim kole na oi.sk, najdete na pracovni plose.
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Studijni text: Celociselné linearni programovani

V letoSnim ro¢niku olympiady se budeme zabyvat optimaliza¢nimi problémy,
tedy problémy, které maji mnoho riznych feseni, a nasim tkolem je najit to nejlepsi.
Napftiklad nas muze zajimat:

® Jak nejlevnéji navstivit vSechna mésta na Slovensku?

e Kolik krabic potiebuji k zabaleni vsech svych knih pfi st€hovani?

e Jaka je velikost nejvétsi podmnoziny resiteld letosni MO-P, ve které se
vSichni navzajem znaji?

Mnoho optimaliza¢nich problém® mé jednu spole¢nou nepfijemnou vlastnost:
nezname pro né zadné efektivni algoritmické feseni. Empiricky si dovolime tvrdit, Ze
do této smutné kategorie spadé drtiva vétSina optimalizac¢nich problémi, s nimiz se
setkdvame vSude v praxi — at uz v poéitacich (napf. planovani procest, smérovani
pakett v sitich) nebo v redlném Zivoté (napf. logistika vSeho druhu, optimalizace
néklad nebo rizné problémy v bioinformatice). Mimochodem, vSechny t¥i vyse
uvedené problémy sem také patii.

Situace je jesté horsi. Nejenze nezname zadny algoritmus, ktery by tyto pro-
blémy dokézal efektivné vytesit (tj. s polynomidlni ¢asovou slozitosti vzhledem k ve-
likosti vstupu), ale mame dokonce velmi dobré diivody se domnivat, Ze zadny takovy
Casné informatiky: otdzkou, zda P se rovna NP. ZjednodusSené feceno, jde o otazku,
zda kazdou tlohu, u které mizeme efektivné zkontrolovat spravnost feseni, 1ze také
efektivné vyresit. Intuitivné vétsina védci véri, ze je to nepravdépodobné — porovnej-
te napriklad, jak obtizné mize byt rucni vyteseni i jednoduché sudoku a jak snadné
je zkontrolovat, zda bylo sudoku vyfeseno spravné. Tento priklad ndm také ukazuje,
ze znalost toho, jak zkontrolovat spravnost feSeni, ndm obecné nic netfika o tom, jak
efektivné hledat feseni.

V praxi je to ale vlastné celkem jedno. Mezi situacemi, kdy pro nas obtiz-
ny ukol neexistuje zadny efektivni algoritmus a kdy existuje, ale zadny neznéme,
neni z praktického hlediska velky rozdil. Pokud potfebujeme optimalné vytesit za-
dani, jsme v obou piipadech zavisli na hrubé sile, tj. na vyzkousSeni vSech moznos-
ti.

Ne véechna Feseni zaloZena na hrubé sile jsou vsak stejné dobra. Casto miizeme
takova FeSeni zefektivnit tim, Ze neprohleddvame vSechny mozZnosti, ale chytie pre-
sko¢ime co nejvice ¢asti vyhledavani, o kterych vime, ze nevedou k nejlepsimu feseni.
Pro mnoho optimaliza¢nich problému jsme vyvinuli specifické algoritmy, které nejsou
efektivni (jejich Gasova je stale exponencialni vzhledem k velikosti vstupu), ale diky
vhodnému ,ofezani* vyhledavani mohou vyfesSit mnohem vétsi vstupy v rozumném
Case nez pfimé reseni, které zkousi moznosti tplné vSechny.

Nékteri chytii lidé vsak o tom premysleli a uvédomili si: v mnoha z téchto
jednotlivych algoritmt provadime velmi podobné vypadajici optimalizace. Mohli
bychom to néjak zobecnit? V letoSnim roc¢niku olympiddy se budeme zabyvat jednou
z kladnych odpovédi na tuto otazku.
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Celociselné linedrni programovdni* je zptisob matematického popisu urcitych
optimaliza¢nich problémt. Jeho vyhodou je, Ze né€kdo jiz za nas odvedl veskerou
opravdu naroc¢nou praci — v soucasné dobé existuje nékolik velmi dobfe optimali-
zovanych resictu, které dokazou najit optimalni feseni tlohy zadané takovym mate-
matickym popisem. Navic diky mnoha optimalizacim tyto TeSi¢e ¢asto funguji efek-
tivnéji, nez kdybychom sami psali a vylepSovali specializovany algoritmus pro nas
konkrétni iikol. To ndm dava novy zpiisob feseni obtiznych problémii: misto imple-
mentace vlastniho feseni mizeme premyslet o tom, zda a jak miZeme tento problém
zapsat jako ILP. Pokud se ndm to podafi, mizeme k feSeni naseho problému pouzit
fesi¢ ILP. A piesné to budete délat pii feSeni soutéznich tloh v leto$nim roc¢niku
olympiady.

Formalni definice ILP
V dalgim textu bude slovo konstanta oznacovat jakékoli konkrétni (pfipadné i
zdporné) celé ¢&islo a slovo proménnd bude oznacovat nezndmou, kterd mize nabyvat
jakékoli nezdporné celé hodnoty.
Celociselny linedrni program (ve své zdkladni, tzv. kanonické formé) se sklada
z nasledujicich ¢asti:
® Omezeni: Sada linearnich nerovnosti, kazda ve tvaru

i1 T4+ Ty < by,

kde vSechny a; ; a b; jsou konstanty. ReSeni musi v§echna tato omezeni
splnovat.

e (4l: Linearni vyraz ve tvaru
R A R SR

kde ¢; jsou konstanty a x; jsou proménné. Hodnotu tohoto vyrazu chceme
maximalizovat.

Jakékoli prifazeni hodnot proménnym, pro které jsou splnéna vsSechna omezeni, se
nazyva platnym tesenim. Platna feSeni, pro kterd ma cilovy vyraz nejvétsi moznou
hodnotu, se nazyvaji optimding.

Samoziejmé existuji také ILP, které nemaji optimalni feseni. Mtze to mit dvé
priciny: bud jsou nesplnitelné (napf. mame omezeni x; < 7 a —xy < —8, ¢ili z1 >
8) nebo jsou neomezené (napi. nemdme zadnd omezeni a chceme maximalizovat
hodnotu z1 + 2z5).

* Pro tuto techniku jako celek i pro jednotlivé celodiselné linedrni programy bu-
deme v nasledujicim textu pouzivat zkratku ILP, tedy Integer Linear Programming.
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Flexibilnéjsi a praktictéjsi definice ILP
Aby se nam s formalismem ILP pracovalo pfijemnéji, dovolime trochu obecnéjsi
tvar programi:

® Povolime také programy, jejichz cilem je minimalizovat hodnotu konkrét-
niho vyrazu, priemz tento vyraz mize obsahovat také konstantni s¢ita-
nec.

® Povolime také omezeni, ve kterych je znaménko < nahrazeno znaménkem
> nebo =.

® V podminkich mizeme provadét vsechny standardni aritmetické upravy,
napf. vynechat s¢itance ve tvaru 0 - x;, libovoln€ pfesouvat sc¢itance mezi
levou a pravou stranou a pouzivat zavorky podle potieby.

N7 v

Rozmyslete si, ze vSechny tyto zmény slouzi pouze k lepsi ¢itelnosti nasich programu:
napfiklad minimalizace  + 3y + 1000 je to samé jako jako maximalizace —z — 3y,
podminka 2x — 6y > y — 13 je pouze jiny zptisob zapisu podminky —2x 4+ 7y < 13 a
podminka 2z = 5y je stejné jako dvé podminky 2z < 5y a 2z > by.

Priklad: Kufeci nugety

Stanek prodava tii rtizné baleni kufecich nugett: 6 kusi za 2 eura, 9 kust za
2,90 nebo 20 kust za 6,10. Kolik nejvic nugetd muzeme koupit za 32 eur?

Nespravné hladové feseni: KdyZ spocitame, kolik zaplatime za jeden nuget
v kazdém baleni, nejlepsi moznosti je to nejvétsi. Za 32 eur mizeme koupit 5 nejvét-
§ich baleni, coz ndm da 100 nugetd. To vSak neni optimalni feseni — v8§imnéte si, ze
s timto feSenim nadm kromé 100 nugetti zbude 1,50 eur, za které si nemtizeme koupit
nic jiného. Existuje jiny zptsob, jak lépe vyuzit penize, které mame, a ziskat vice
nuget!

Tento tkol nelze obecné fesit hladové. Nas ptiklad s nugety je zvlastnim pii-
padem dobre znamého typu optimaliza¢niho problému, ktery je obecné znamy pod
nazvem problém batohu. Pro malé vstupy miiZeme najit optimalni feSeni pomoci
dynamického programovani, ale obecné je feseni tohoto problému obtizné.

Linearni program: Ozna¢me x; jako pocet malych baleni, x5 jako pocet stied-
nich baleni a x3 jako pocet velkych baleni, které zakoupime. Nasim cilem je maxi-
malizovat celkovy pocet nuget, které zakoupime, tedy hodnotu 6x; + 9z2 + 20x3.
Musime dodrZet omezeni, Ze celkovd kupni cena nesmi pfekrocit nas rozpocet —
to znamend, %e (v centech, aby vSechna éisla byla celd) musi platit nasledujici:
200x1 + 290z + 61023 < 3200.

Praktické feSeni: N4S linedrni program je zapsdn v syntaxi, které rozumi fesic¢
1lp_solve, takto:

max: 6x_1 + 9x_2 + 20x_3;
200x_1 + 290x_2 + 610x_3 <= 3200;
int x_1, x_2, x_3;
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Kdyz pozdddme 1lp_solve o feSeni tohoto programu, dostaneme nésledujici
vystup:

Value of objective function: 102.00000000

Actual values of the variables:

x_1 1
x_2 4
x_3 3

Zjistili jsme, ze muzeme ziskat az 102 nuget, kdyz koupime 1 malé, 4 stfedni a
3 velka baleni. Celkova cena nakupu je 31,90, takze na konci budeme mit 102 nugeta
a 10 centid nazbyt.
Vybér Fesice

Pro tento studijni text jsme vybrali jeden konkrétni fesi¢: 1p_solve. V feSenich
priklad® pouzivame syntaxi, kterou tento fesi¢ rozumi.

Na adrese [bttps: //ot.sk/apps/ilp ] najdete nékolik riznych navodi, ktery fesic
zvolit a jak jej pouzit k feSeni ILP probléma v zavislosti na vasem preferovaném
operac¢nim systému a programovacim jazyce. Pro domaci kolo si také na internetu
mizete najit libovolny jiny fesi¢ a pouzit ten, pokud se vam nas vybér nelibi.
Priklad: Sudoku

Nékdy misto optimalizace (hledani nejlepsiho feseni z mnoha) nas muze zajimat
pouze nalezeni jakéhokoli platného feSeni nebo rozhodnuti, zda viibec néjaké platné
feSeni existuje. Samozfejmé mizeme i k Feseni takovych problémt pouzit také fesic
ILP: sta¢i mu nedat zddny cil (nebo mu naptiklad dat cil maximalizovat hodnotu
vyrazu ,,04).

Podivejme se na znamy logicky problém: Sudoku. V tomto problému je cilem
vyplnit tabulku 9 x 9 ¢isly od 1 do 9 tak, aby kazdy radek, sloupec a ,,velky“ ¢tverec
3 x 3 obsahoval kazdé ¢islo od 1 do 9 pravé jednou.

V tomto pfikladu ukédzeme, jak muzeme formulovat pravidla sudoku jako ILP.
Zdalo by se, ze bychom potfebovali 81 proménnych: pro kazdy ¢tverec tabulky jednu
proménnou reprezentujici hodnotu, kterd by v ném meéla byt. A ano, to je jeden zpu-
sob, jak formulovat sudoku jako ILP, ale to nechdme na pozdéji. V tomto prikladu
pouzijeme jiny pfistup: pouZijeme 9 x 9 x 9 booleovskych (tj. logickych nebo binar-
nich) proménnych. Proménna x; ; ». bude 1, pokud méa byt hodnota k na soufadnicich
(4,4), nebo 0, pokud tam hodnota k byt nema.

Podivejme se nyni, jak by mohly vypadat vSechny pravidla sudoku, pokud by
byly zapsany jako linearni rovnice a nerovnice.

® V kazdé burce je piesné jedno ¢islo. Pro kazdé ¢ a j tedy plati podminka
Tij1+ Tigo+ -+ x50 =1

e Kazdé ¢islo se v kazdém tadku objevuje presné jednou. Pro kazdé ¢ a k
tedy plati podminka

Ttk +Tiok + -+ Tigr =1

16


https://oi.sk/apps/ilp/

® Pro kazdy sloupec a kazdy ctverec plati analogické podminky jako pro
Fadky.
Pokud nyni chceme vyfesit konkrétni sudoku pomoci 1p_solve, postupujeme
nasledovné:

® Vygenerujeme (napf. pomoci jednoduchého programu napsaného v béz-
ném programovacim jazyce) vSechny vySe uvedené podminky predstavu-
jici obecna pravidla sudoku.

¢ Pridame informaci, Ze vSechny z; ; ;. jsou booleovské proménné. Toho do-
sdhneme pridanim podminky x; ; » < 1 ke kazdé z nich. Proménné, které
mohou nabyvat pouze hodnot 0 a 1, jsou vSak v modelovani problémi
tak bézné, ze pravdépodobné kazdy resitel bude mit specidlni syntaxi pro
pfimé deklarovani takovych proménnych. Napiiklad v 1p_solve staci de-
klarovat takové proménné jako bin misto int.

® Priddme podminky popisujici konkrétni tkol, ktery se snazime vyftesit.
Naptiklad pokud méme ¢islo 7 jiz specifikované v prvnim fadku a tfetim
sloupci tkolu, pfiddme podminku z; 37 = 1.

Priklad: Sudoku podruhé

Jak by vypadalo modelovani sudoku, kdybychom chtéli pouzit proménnou v; ;
pro kazdou bunku, jejiz hodnota by pfimo odpovidala hodnoté nalezené v piislusné
buiice? Je zfejmé, Ze potfebujeme podminky v;; > 1 a v;; < 9. Kromé téchto
podminek by stacilo pfidat podminky, které stanovi, ze nékteré pary bunék nesmi
mit stejnou hodnotu. Budeme potifebovat pomérné dost takovych podminek: jednu
pro kazdy par bunék ve stejném rfadku, ve stejném sloupci a ve stejném ctverci 3 x 3.
Napiiklad pro dvé pole (i,z) a (i,y) v fadku ¢ potfebujeme podminku v; o # v; .
Zde vsak nardzime na problém: tato podminka nemé zadnou z povolenych forem a
nemuzeme ji primo vyjadrit pomoci povolenych podminek.

Pozadovanou podminku mutzeme zapsat jako logické OR dvou podminek: musi
platit bud v; , < x;,, nebo v; 5 > v; . Jelikoz vSechna v; ; jsou celd ¢isla, mizeme
tyto podminky upravit do povolené formy: musi platit bud v; , < v;, — 1, nebo
Vi,x Z 'Ui,y -+ 1.

To vsak stale neni v poradku: v ILP musi byt vSsechny podminky splnény sou-
¢asné. To odpovida logickému AND, nikoli logickému OR. Co s tim muzeme délat?

MiuZeme pouzit maly trik. Zavedeme novou bindrni proménnou r (spravné
bychom ji méli nazvat napiiklad r; ;; 4, protoze budeme potfebovat jednu novou
proménnou pro kazdou dvojici proménnych, které by nemély byt stejné, pro lepsi
Citelnost ale indexy vynechme). Hodnota r ndm fekne, zda by méla byt mensi prvni
nebo druhd z hodnot v. Zvazme nyni néasledujici dvé podminky:

Uiz — Uiy > 1 — 107
Viy — Vg >1—10(1—r)=10r—9
Pokud r = 0, dostaneme podminky v; , — v;y > 1 & v; 4 — Vs > —9. Prvni z nich

fiké, Ze v; » > v; 4 & druhd je trividlné splnéna pro libovolné v; ;,v; , € {1,2,...,9}
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(konstantu 10 jsme zvolili tak, aby toto platilo, vyuzivame tedy skute¢nosti, Ze zname
rozsah hodnot, kterych mohou v; , a v;, nabyvat).

Naopak, pokud zvolime r = 1, dostaneme jednu trividlné splnénou podminku
a jednu, kterd 1ikd, ze v;, < v;,. Priddnim této nové proménné r a dvou vyse
uvedenych podminek jsme dosdhli toho, co jsme chtéli: pro libovolné v;, # v;,
mizeme splnit obé tyto podminky, zatimco pro v; , = v;, neni mozné splnit obé
najednou.

Priklad: Co ve formalismu ILP nevyjadfime

Maéme letadlo, se kterym chceme letét 1000km z jednoho letisté na druhé.
V ramci povolenych rozsahti odpovidajicich modelu letadla muzeme zvolit letovou
hladinu h (vysku v km, ve které budeme létat, v rozmezi 10 az 13 km) a letovou
rychlost v (v km/h, v rozmezi 600 az 900 km/h). Chtéli bychom minimalizovat
néklady na let, tj. spotfebu paliva.

Toto lze zapsat pomoci vhodnych vzorct jako optimaliza¢ni problém. Ve velmi
zjednodusené podobé by to mohlo vypadat néjak takto: Doba letu bude 1000/v.
Pokud letime ve vysce h, optimalni rychlost vzhledem k odporu vzduchu je vop(h) =
540 + 30h. Vykon motoru je nejlepsi ve vysce h = 11,5km. Odchylka od téchto
parametru zvysuje spotfebu paliva, ale mize nas dostat k cili rychleji. Spotfeba
paliva (v kg/h) lze proto vyjadiit rovnici 2000 + 200(h — 11,5)% + 0,05(v — vept (h))?.
Celkova spotieba paliva je sou¢inem této hodnoty a doby letu.

Ackoli se jedné o piesné matematické vyjadieni optimalizacniho problému, je
zde jeden hacek: omezeni pro h a v jsou linearni, ale funkce, jejiz hodnotu se snazime
optimalizovat, neni linedrni funkci proménnych h a v. Resi¢ ILP nam proto s takto
konkrétné zformulovanym problémem nepomize.

Pro nazornost dodejme, zZe ani mnohem jednodussi vyraz h - v neni linearni,
protoze je to soucin dvou proménnych.
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