75. ro¢nik Matematické olympiady — 2025/2026

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tiloh mate 4.5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdé tlohy mé obsahovat popis Teseni, to znamend slovni popis principu
zvoleného algoritmu, argumenty zduvodriugict jeho spravnost (pfipadné dikaz sprév-
nosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho feSeni (Casovd a paméfovd slozitost).
Neni mozné se odkazovat na vase feseni uloh z predchozich kol.

Do feseni nemusite psat odpovidajici program, algoritmus staci zapsat ve vhod-
ném pseudokddu nebo dokonce jenom slovné, je-li popis dostatecné podrobny a sro-
zumitelny. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy,
implementaci jednoduchych matematickych vztahti, vyhledavani v poli, tfidéni apod.
Podrobnéjsi seznam algoritmt a datovych struktur, které povazujeme za obecné zna-
mé a mizete je pouzivat bez podrobnéjsiho popisu, naleznete na konci zadéani.

Za kazdou tilohu muzete ziskat maximalné 10 bod®. Hodnoti se nejen sprav-
nost feseni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy
posuzujeme podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoc¢tu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadéani
kazdé tlohy najdete pfiblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, Ze vas program spustény s takovymi daty na sou¢asném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.



Zaddni naleznete na dalsi strané.



P-III-1 Véze z kostek

Pavlinka vlastni n < 300 000 kostek. Na kazdé z nich je napsano jedno pfirozené
C¢islo, rizné od c¢isel na vSech ostatnich kostkach. Dnes rano vzala Pavlinka v > 2
podstavei s ¢isly od 1 do v a na kazdy podstavec polozila jeden sloupec kostek.
Pro zjednoduseni budeme tyto sloupce nazyvat veze. U kazdé véze vime, ze kterych
kostek se sklada a v jakém pofadi na sobé kostky lezi.

Pavlinka by rada kostky pfeusporadala tak, aby v kazdé z vézi odshora doli
¢isla kostek rostla, tedy aby véze byly usporddané. Samoziejmé by mohla jednoduse
vS8echno rozebrat a znovu postavit, ale to by nebyla zadné zabava. Proto se Pavlinka
rozhodla kostky presouvat pouze tak, ze vzdy vezme horni kostku z néjaké véze a
umisti ji kamkoliv (tfeba i iplné dolt nebo tplné nahoru) do libovolné jiné véze.
Zduraznéme, ze nesmi kostku vlozit do té stejné véze, ze které ji odebrala. Kazdou
takovou zménu budeme nazyvat krok.

Pro upresnéni jesté dodejme, ze béhem tohoto postupu muze Pavlinka nékterou
z v vézi zcela vyprazdnit, a do takové prazdné véze pak pozdéji naopak muze néjaké
kostky pridat. Nesmi ale pfidavat nové podstavce a vytvaret tak zcela nové prazdné
véze. Prazdnou véz také povazujeme za usporadanou.

Format vstupu v néasledujicich podilohéch si mtzete zvolit libovolné, napiiklad
miizete predpokladat, Zze na zac¢atku béhu vasich algoritmi jsou ¢isla n a v a slozeni
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Podiloha A (3 body):

Navrhnéte algoritmus, ktery vypocitd miniméalni pocet krokt k£ potifebnych
k uspofadani vsech vézi.
Podiloha B (4 body):

Navrhnéte algoritmus, ktery da Pavlince pfesné pokyny, jak v optimalnim po-
¢tu krokd k usporadat vsechny véze. Kazdy pokyn musi mit tvar ,vezmi kostku
z vrcholu véZe x; a umisti ji do véze y; tak, aby byla z;-t4 odshora“. Staci, kdyz vas
algoritmus na vystup vypiSe tyto trojice ¢isel (z1,y1,21), -+, (Tk, Yk, 2k) v pofadi,
v jakém ma Pavlinka operace provadét.

Podiloha C (3 body):

Po vyteseni pfedchozich poduloh se Pavlinka rozhodla, Ze si to celé jesté trochu
zkomplikuje. Proto navic predepsala ¢isla pq, ..., p, udavajici, z kolika kostek se na
konci maji skladat jednotlivé véze. Stale také plati, ze na konci vsechny véze musi
byt usporadané. Mizete pfedpokladat, ze p; + - - + p, je presné rovné celkovému
poctu kostek.

Navrhnéte algoritmus, ktery vypoc¢itda miniméalni pocet krokid nutnych k uspo-
fadani vSech vézi tak, aby na konci vSechny véze mély predepsanou vysku. Pfesné
instrukce, jak toho dosahnout, ale nemusi vypisovat.

Bodovani

V podilohéch A a C ziskd dva body libovolny algoritmus implementovatelny
v polynomidlnim ¢ase (tedy napiiklad nikoliv probrani vSech moZnjch posloupnosti
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pokynil), u kterého dokéZete a peclivé zdtivodnite jeho spravnost. Plné t¥i body za
tyto podulohy ziska algoritmus efektivni i pro n = 300000, tj. s ¢asovou slozitosti
O(nlogn) ¢ obdobnou.

V poduloze B miize ziskat plny pocet bodu algoritmus efektivni i pro n =
300000, tj. s ¢asovou slozitosti O(nlogn) ¢ obdobnou. Algoritmus efektivni i pro
n = 5000, tj. s ¢asovou sloZitosti O(n?) & obdobnou, miiZe ziskat az 2 body.
Priklady

Mg&jme v = 3 vé&Zze. Prvni tvoii shora dolt kostky s ¢isly [90, 80, 30, 10], druhou
kostky s ¢isly [60,40,50] a t¥eti kostky s ¢isly [20, 70].

V této situaci potiebujeme k uspofadani vézi 4 kroky; naptiklad mtzeme po-
stupovat nasledujicim zptisobem.

e Horni kostku z véze 1 (s ¢islem 90) vlozime do véZe 3 na pozici 3 shora

(Gplné dolt, pod kostku s éislem 70).

e Horni kostku z véze 1 (s ¢islem 80) vlozime do véZe 3 na pozici 3 shora

(pod kostku s ¢islem 70 a nad kostku s éislem 90).

e Horni kostku z véze 2 (s ¢islem 60) vlozime do véZe 1 na pozici 3 shora

(aplné dold, pod kostku s éislem 10).

e Horni kostku z véze 1 (s ¢islem 30) vlozime do vé€Ze 2 na pozici 1 shora
(4plné nahoru, nad kostku s ¢islem 40).

Po téchto ¢tyfech operacich véze vypadaji nasledovné: prvni je [10, 60], druha
je [30,40,50] a tfeti je [20, 70, 80, 90].

Kdybychom méli predepséno, Ze tyto véze maji mit na konci vysky p; = 2,
p2 = 2 a p3 = b, stale by stacily ¢tyfi kroky — ve vysSe uvedeném feseni by stacilo
zménit posledni krok a kostku s ¢islem 30 misto toho vlozit do véze 3 na pozici 2
shora.

Kdybychom méli predepsané vysky p1 = 3, po = 5 a ps = 1, potfebovali
bychom pét krok.



P-III-2 Hnusny plot

Strycek Skrblik si u Donalda objednal krasny plot z n svislych laték, které maji
navzajem ruzné celociselné vysky od 1 do n. Donald jiz vSechny latky objednal, ale
pak mu Skrblik sdélil, ze za plot zaplati pouze polovinu slibené ¢astky. To Donalda
pochopitelné rozzlobilo, a tak zacal na plot zleva postupné pribijet latky tak, jak mu
zrovna prisly pod ruku. Kdyz vsak jeho pocatecni vztek opadl, vymyslel jesté lepsi
pomstu. Misto krasného plotu postavi Skrblikovi nejhnusnéjsi plot na svété!

Plot nazyvame hnusny, pokud se v ném vysky laték po fadé stiidavé zmensuji
a zvétsuji; ¢i presnéji Feceno, pro kazdé t¥i po sobé jdouci latky vysek a, b a c plati
bud a < b > ¢, nebo a > b < c. Naptiklad plot s vyskami lati (7,1,8,5,6,2,4,3) je
hnusny, protoze kdyz jdeme podél plotu, vidime, ze druhé latka je mensi nez prvni,
tfeti je vétsi nez druhd, ¢tvrta je mensi nez treti a tak dale. Dalsim hnusnym plotem
pro n = 8 je plot (1,8,2,7,3,6,4,5). Plot (4,2,3,5,1) nen{ hnusny, protoze latka 3
je vyssi nez predchézejici latka 2 a mensi nez nésledujici latka 5.

SoutéZni tloha

Na vstupu méte déna ¢isla n (celkovy pocet laték), k (pocet laték na zacatku
plotu, které Donald jiz pfibil) a vy, ..., vx (vySky téchto laték v pofadi, v jakém jsou
pribity k plotu). Navrhnéte algoritmus, ktery vypocitd, kolika zpisoby mtize Donald
pribit zbyvajicich n — k laték na pozice k + 1 az n tak, aby vytvoril hnusny plot.
Pripominame, Ze vysky lat€k jsou navzdjem rtizna cela ¢isla od 1 do n, na ptibiti
mu tedy zbyvaji pravé latky s vyskami v mnoziné {1,...,n}\ {v1,..., v}

Spravnd odpovéd mize byt pomérné velké ¢islo. Abyste se nemuseli zabyvat
aritmetikou s velkymi ¢isly, zavedeme v této tloze dvé zjednodusSeni:

® Miuzete predpokladat, ze ¢isla podobné velikosti jako spravna odpovéd se
vejdou do standardnich celociselnych proménnych.

® Pii analyze Casové slozitosti muzete predpokladat, ze zakladni aritmetické
operace (s¢itani, nasobeni) s tak velkymi ¢isly lze provadét v konstantnim
Case.

Format vstupu
V prvnim fadku vstupu jsou ¢isla n a k (1 < n < 7000, 0 < k < n). Na

druhém fadku vstupu jsou pfirozend éisla vy, ..., vp (1 < v; < n pro kazdé 7).
Mizete predpokladat, ze ¢isla vq, ..., vx jsou navzajem rdzna.

Format vystupu

Na vystup vypiste jedno celé ¢islo, udavajici pocet rtiznych hnusnych ploti,
které Donald dokéze postavit.
Bodovani

Plny pocet bodt miiZe ziskat feseni s Gasovou slozitosti O(n?), tedy efektivni
pro N < 7000. Za feSeni s ¢asovou slozitosti O(n?), tedy efektivni pro N < 500,
mizete ziskat az 7 bodi. Za libovolné spravné (i neefektivni) FeSeni muzete ziskat
az tfi body.



Reseni s témito ¢asovymi slozitostmi fungujici pouze za dodateéného piedpo-
kladu, ze k = 0, tj. Ze Donald jesté nepfibil Zddnou latku, ziskaji o dva body méné.

Piiklady

Vstup: Vystup:
10 3 0
579

Vysledny plot nemiiZze byt hnusny, protoze to kazi uz prvni t¥i latky.

Vstup: Vijstup:
5 2 2
2 4

Donald mize postavit bud plot (2,4,1,5,3), nebo plot (2,4,3,5,1).

Vstup: Vystup:
5 2 1
23

Zde mé Donald jedinou moznost (2,3,1,5,4).

Vstup: Vystup:
40 10

Nasledujici obrazek ukazuje vSech 10 hnusnych ploti ze 4 laték:




P-II1-3 Zhasinani

Tom zije ve velkém domé s n pokoji. Pravé se chystal jit spat, kdyz si uvédo-
mil, Ze nechal vSechna svétla rozsvicena. Na noc samoziejmé musi vSechna svétla
zhasnout. Problém je v tom, ze svétla v domé ovlada automaticky systém. Ten vzdy,
kdyz nékdo vstoupi do pokoje, v tomto pokoji pfepne stav svétla: bylo-li rozsvicené,
zhasne ho, a naopak. Tom proto potfebuje vymyslet zptisob, jak projit domem tak,
aby na zacatku i na konci byl ve své loznici a aby na konci byla vSechna svétla zhas-
nuta. Pfitom muze kazdym pokojem projit i vicekrat. Dokonce se mize i okamzité
vracet — napfiklad muze z loznice vstoupit do sousedniho pokoje, a poté se okamzité
zase vratit do loznice (¢imz jednou pfepne stav svétla v sousednim pokoji i v loZnici).

Podiiloha A: na ¢tvercové siti

Na vstupu je dana mapa Tomova domu jako obdélnik znaku ,X“ a ,,.“. Kazda
tecka predstavuje jeden pokoj v domé. Pokoje, které jsou tésné vedle sebe ve stejném
fadku nebo sloupci, sousedi a lze mezi nimi pfechazet (diagonélné prechizet nelze).
Pokoje ocislujeme od 0 do n — 1 v pofadi, v jakém se objevuji na vstupu (pokoje
v prvnim fadku tedy maji zleva doprava ¢isla 0, 1, ..., k1, pokoje ve druhém Fadku
Gisla ky + 1, k1 + 2, ..., ko, a tak déle).

Podiloha B: obecné

Na vstupu je ddna mapa Tomova domu ¢islem n (pocet pokojii), ¢islem d (pocet
dvefi mezi pokoji) a d péry ¢isel pokoji spojenych dvefmi. Pokoje jsou oéislovany
od0don—1.

V obou piipadech je Tomova loZnice pokoj ¢islo 0. Napiste algoritmus, ktery
ur¢i, zda Tom miize zacit ve své loznici, projit néjak domem, skoncit zpét ve své
loznici a dosdhnout tim toho, Zze vSechna svétla jsou zhasnuta. Pokud ano, vas al-
goritmus by mél také pro Toma sestrojit jednu moznou cestu po domé, kterd toho
doséhne. Je zaruceno, zZe z kazdého pokoje se da dostat do kazdého jiného.

Format vstupu

V podiloze A jsou na prvnim Fadku vstupu pfirozena cisla r a s oznacujici
pocet fadku a sloupct mapy. Dalsich r fadkd obsahuje fetézce délky s tvorici mapu.

V podilloze B obsahuje prvni fadek vstupu pfirozené ¢isla n a d. Dalsich d
radkt obsahuje dvojice ¢isel pokoju propojenych dvermi.
Format vystupu

Na vystup vypiste bud zpravu ,NELZE“, jestlize feSeni neexistuje, nebo li-
bovolnou spravnou posloupnost ¢isel pokoju v poradi, v jakém do nich ma Tom
vstoupit.
Bodovani

Na zisk plného poc¢tu bodt staci popsat feseni podulohy B s ¢asovou slozitosti
O(n + d), tedy efektivni pro n < 500000 a d < 10°.

Céstecné body je mozné ziskat za pomalejsi feseni podilohy B a/nebo za feseni
podulohy A:



® Za feseni podulohy B s ¢asovou slozitosti O(nd) ¢ obdobnou, tedy efek-
tivni pro n < 3000 a d < 5000, je mozné ziskat 6 bodt.

® Za FeSeni pouze podilohy A s ¢asovou slozitost! O(n), tedy efektivni pro
n < 500000, je mozné ziskat 6 bodi.

® Za obé tato FeSeni (méné efektivni pro podilohu B a efektivni pro pod-
tlohu A) lze ziskat 8 bodi.

® Za Yeseni pouze podilohy A s asovou slozitosti O(n?) ¢i obdobnou, tedy
efektivni pro n < 3000, je mozné ziskat 4 body.

e Dva body muzete ziskat za to, Ze presné popisete vSechny vstupy, pro
které v podiloze B neexistuje feSeni, a dokazete, ze pro tyto vstupy re-
Seni skutecné neexistuje. Pro zisk téchto dvou bodt neni potieba, abyste
popisovali algoritmus, ktery tyto vstupy poznd, a ani nemusite dokazovat,
Ze pro ostatni vstupy feseni existuje.

Priklady
Vstup: Vijstup:
35 56781011 943210
""" o 1 2 [3 4
..... T¢— --— - ¢—4
XK. 5v (6 [7 [8 (917
L L A
|
S
—
Vstup: Vijstup:
14 12321210
Vstup: Vijstup:
23 NELZE
X..

Posledni ptiklad by v podiloze B mohl byt zadan nasledovné:

Vstup: Vystup:
55 NELZE
01

12

13

2 4

34



Knihovna zakladnich algoritmu

Pokud ve svém Tfeseni teoretické tlohy chcete pouzit né€jaky zakladni algoritmus,
jako tfeba binarni vyhledévani v uspordadaném poli, nemusite ho detailné popisovat.
Nékdy ale nemusi byt jasné, které algoritmy jsou ,dostatecné zakladni“.

Uvéadime proto seznam algoritmii a datovych struktur, které v MO-P pova-
zujeme za natolik zndmé, Ze se na né v TeSeni staci odkazat a neni potieba uvadét
detaily. Pokud si algoritmus potfebujete néjak prizptisobit, staci popsat pouze zmény
od zakladni verze.

Ostatni algoritmy je potieba popsat celé.

Matematika

Euklidav algoritmus

e Nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel x, y
e Cas O(logz + logy)

Eratosthénovo sito
® Nalezeni prvocisel od 2 do n
e Cas O(nloglogn)
Faktorizace
¢ Rozklad ¢isla n na soudin prvocisel zkouSenim déliteld az po /n

e Cas O(y/n)

Posloupnosti
Oznac¢me n délku posloupnosti.

Merge sort
® Ttidéni slévanim
e Cas O(nlogn)
Bucket sort
® Prihradkové t¥idéni
e Cas O(n +r), kde n je pocet prvki a r je jejich rozsah
Binarni vyhledavani
® Nalezeni prvku x v setfidéné posloupnosti, pfipadné nejvétsiho prvku < x
e Cas O(logn)
Grafy
Oznac¢me n pocet vrcholt grafu a m pocet jeho hran.
Prohledavani do hloubky
e Cas O(n+m)



Prohledavani do $ifky

e Nalezeni nejkratsi cesty ze startu do vSech vrchol v neohodnoceném grafu
e Cas O(n+m)

Dijkstrav algoritmus

e Nalezeni nejkratsi cesty ze startu do vSech vrchol v ohodnoceném grafu
s nezapornymi délkami hran

e Cas O(m +nlogn)
Bellman-Forduv algoritmus

e Nalezeni nejkratsi cesty ze startu do vsech vrcholti v ohodnoceném grafu
e Cas O(nm)

Floyduv-Warshallav algoritmus

e Nalezeni nejkratsi cesty z kazdého do kazdého vrcholu v ohodnoceném
grafu

e Cas O(n?)
Jarnikuv algoritmus

® Nalezeni minimalni kostry pomoci fezi a haldy
e Cas O(m +nlogn)

Kruskaluv algoritmus

® Nalezeni minimélni kostry pomoci Disjoint set union

e Cas O(mlogn)
Topologické usporadani

e Usporadani vSech vrcholt orientovaného acyklického grafu tak, aby hrany
vedly po sméru uspotradani

e Cas O(n +m)
Geometrie
Zaklady

e Vzdalenost dvou bodu (¢as O(1))

e Vzdélenost bodu a pfimky (éas O(1))

e Prinik pfimek, thly jimi svirané (¢as O(1))

e Obsah mnohothelniku (¢as O(n), kde n je pocet vrchold)

Konvexni obal

e Nalezeni konvexniho obalu n boda

e Cas O(nlogn), piipadné O(n) s jiz sefazenymi body
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Datové struktury

U datovych struktur uvadime operace, které podporuji, s jejich slozitostmi.
Fronta

e Enqueue: Pridani prvku na konec v O(1)

® Dequeue: Odebrani prvku ze za¢atku v O(1)
Zasobnik

® Push: Pfidani prvku na konec v O(1)
® Pop: Odebrani prvku z konce v O(1)

Nafukovaci pole

e Append: P¥idani prvku v amortizované O(1)
Prefixové souéty

® Build: Vybudovani v O(n)

® Query: Dotaz na soucet intervalu v O(1)
2D prefixové soucty

® Build: Vybudovani v O(nm), kde n a m jsou strany miizky
¢ Query: Dotaz na soucet obdélnika v O(1)

Vyhledavaci strom

® Reprezentace mnoziny prvki, které umime porovnavat.

e Find: Nalezeni pozice daného prvku, pfipadné zahléSeni jeho neexistence
v O(logn)

o Insert: P¥idani prvku v O(logn)

® Delete: Smazani prvku v O(logn)
Pismenkovy strom (Trie)

® Reprezentace mnoziny fetézci nad konstantné velkou abecedou.
e Find: Zjisténi, zdali je slovo ve stromé v O(¢), kde ¢ je délka slova
e Insert: Pidani slova v O(¥)

® Delete: Smazani slova v O(¢)
Binarni halda

® Min: Vraceni minima v O(1)
e FxtractMin: Odstranéni minima v O(logn)
o Insert: P¥idéni prvku v O(logn)

® Delete: Smazani prvku v O(logn), zndme-li jeho pozici v haldé
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Disjoint set union

® [ind: Nalezeni reprezentanta mnoziny obsahujici dany vrchol v amorti-
zované O(a(n)), kde « je inverzni Ackermannova funkce, ktera sice roste
do nekonecna, ale mnohem pomaleji nez logaritmus.

® Union: Sjednoceni dvou mnozin obsahujicich vrcholy u a v v amortizované
O(a(n))

Intervalovy strom (s linou aktualizaci)

e Pro zvolenou asociativni operaci (minimum, maximum, soucet, ...) a po-
sloupnost prvka z1,...,z,

® Build: Vybudovani v O(n)

® Query: Urceni hodnoty operace provedené na vsechny prvky s indexy v
daném intervalu v O(logn)

e UpdatePoint: Aktualizace prvku v O(logn)

e Je-li operace minimum, maximum ¢i soucet, mizete dale bez popisu pouzi-
vat i operaci UpdateRange: Ke v§em hodnotam s indexy v daném intervalu
pricte zadané ¢islo, pracuje v ¢ase O(logn).

e Potiebuje-li vase feSeni operaci UpdateRange v jinych situacich (jind aso-
ciativn{ operace, jiny druh zmény hodnot na intervalu), musite vysvétlit,
jak ji implementujete.
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