75. ro¢nik Matematické olympiady — 2025/2026
Ulohy domdciho kola kategorie P

Reseni tloh odevzdévejte pomoci webového rozhrani, které je dostupné na
strankach olympiady Ftips://mo.mjJ.cunt.cz/] Tam také najdete podrobné&jsi in-
strukce k odevzdavani a dalsi informace o kategorii P.

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické. Vasim tikolem v nich je vytvofit a odladit
efektivni program v jednom z nasledujicich programovacich jazyka: C, C++ 17, Py-
thon 3.11, C# 11, Java 11 nebo Pascal. Regeni téchto dvou tloh odevzdavejte pies
webové rozhrani ve formé zdrojového kédu. Odevzdand feseni budou automaticky
vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se dozvite
kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet 10 bodi, mizete své
feSeni opravit a znovu odevzdat.

Vzhledem k rtzné vykonnosti stejného algoritmu implementovaného v rtiznych
programovacich jazycich nezarucujeme, Ze je ve vsech podporovanych jazycich mozné
ziskat plny pocet bodl — miize se stat, ze program nestihne dobéhnout do ¢asového
limitu, i kdyz implementuje algoritmus s optimélni ¢asovou slozitosti. Casové limity
jsou (s rezervou) nastavené dle autorskych feSeni implementovanych v C++.

Uloha P-I-3 je teoretickd, neodevzdava se tedy program, ale pisemné feSeni
obsahujici popis algoritmu, ktery tuto tlohu efektivné vyfesi. Soucésti feseni také
musi byt zdivodnéni spravnosti tohoto algoritmu a odhad jeho ¢asové a pamétové
slozitosti. Do feSeni nemusite psat odpovidajici program, algoritmus staci zapsat ve
vhodném pseudokédu nebo dokonce jenom slovné, je-li popis dostatecné podrobny
a srozumitelny. Hodnoti se nejen spravnost, ale také efektivita zvoleného postupu
fesSeni. ReSeni této teoretické tlohy odevzdavejte ve formé souboru typu PDF pies
vyse uvedené webové rozhrani.

Uloha P-I-4 m4 teoretickou i praktickou ¢ast. K teoretickym podilohdm ode-
vzdejte pisemné feseni obsahujici ILP, jejich popis a zdivodnéni spravnosti. K prak-
tickym poduloham dostanete k dispozici testovaci vstupy a odevzdavaji se k nim
pouze odpovidajici optimalni feSeni, jejichz hodnoty staci napsat do vaseho pisem-
ného feseni. ReSeni této tlohy tedy odevzdavejte také ve formé souboru typu PDF
pres webové rozhrani.

V feseni teoretickych tloh nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako
vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahid, vyhledavani
v poli, t¥idéni apod. Blize viz [ittps://mo.m]].cunt.cz/p/knihovna. htm}

Reseni viech tiloh miiZzete odevzdavat do 15. listopadu 2025. Opravena feseni a
seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady
o nékolik tydni poté.


https://mo.mff.cuni.cz/.
https://mo.mff.cuni.cz/p/knihovna.html

P-I-1 Semafory

V Absurdistdnu je m mést, mezi kterymi lze cestovat po m jednosmérnych
silnicich. Kazda silnice mé svou vlastni délku, kterd udava, jak dlouho trva cesta
z vychoziho mésta do cilového mésta. Neni ale mozné cestovat libovolné: na zacatku
kazdé jednosmérné silnice je semafor, ktery stiida zelenou a Cervenou barvu. Na
silnici ¢ mazeme vjet pouze tehdy, kdyz je na prislusném semaforu zelena. MuZeme
vsak pockat, az semafor naskoCi na zelenou, a teprve pak vyrazit. Kazdy semafor
ma ¢tyti parametry:

® 2, > 0: jak dlouho na ném sviti zelen4.

® ¢; > 0: jak dlouho na ném sviti cervena. Jestlize ¢; = 0, pak na semaforu
sviti pouze zelena.

e 5, € {Z,C}, f; > 0: parametry udédvajici pocateéni stav semaforu. Prvni
z nich udavé, zda na zac¢atku sviti zelend (s; = Z), nebo ¢ervend (s; = C).
Parametr f; fika, jak dlouho jesté bude tato barva svitit, nez se semafor
pfepne na opacnou barvu. Kdyz na zacatku sviti zelena, plati f; < z;;
jestlize na zacatku sviti Cervend, pak f; < ¢;. Pokud ¢; = 0, semafor
nemiize zacinat jako Cerveny, nutné tedy plati s; = Z.

Napriklad kdyz z; = 5, ¢; = 2, s; = Z a f; = 1, tak se na semaforu stfidaji svétla
nasledovné:
1. Nejdiiv zelena sviti jesté f; jednotek ¢asu, tedy od ¢asu 0 (véetné) do ¢asu

0+ fi = 1 (mimo). V Case 0,998 tedy jesté sviti zelend, ale v ¢ase 1 uz
pravé naskocila ¢ervena a na silnici nesmime vijet.

. Poté sviti Gervena od ¢asu 1 (véetné) do ¢asu 1+ ¢; = 3 (mimo).
. Potom zelend od ¢asu 3 (véetné) do ¢asu 3 + z; = 8 (mimo).

. Potom ¢ervend od ¢asu 8 (véetné) do ¢asu 10 (mimo).

. Potom opét zelend od ¢asu 10 (v€etné) do asu 15 (mimo).

. Potom opét éervend od ¢asu 15 (v€etné) do ¢asu 17 (mimo).

N O Ot W N

Z celociselnych casti tedy na silnici smime vjet v case 0, potom v casech
3,4,5,6,7, dile v ¢asech 10,11,12,13, 14, atd.
SoutéZni tloha

Maéte popis celé silni¢ni sité v Absurdistanu: pocet mést n (1 < n < 100000),
pocet jednosmérnych silnic m (0 < m < 200000) a pro kazdou silnici ¢ jeji délku ¢;
(pfesndji feceno, jak dlouho trvé cesta po ni, 1 < t; < 10%) a parametry z;, ¢;, s; a f;
(2i,¢i, fi < 10%) semaforu na jejim zacatku. Mésta jsou oéislovana od 1 do n. V &ase
0 se nachéazite ve mésté€ 1 a chcete se co nejrychleji dostat do mésta n. Zjistéte, jak
nejrychleji je to mozné.

Vase feSeni by mélo ¢ist vstupni data ze standardniho vstupu a vysledky vy-
pisovat na standardni vystup; vice detailtt naleznete na [bitps://mo.myj}.cuni.cz/p)
otazky_a_odpovedi.htmi



https://mo.mff.cuni.cz/p/otazky_a_odpovedi.html
https://mo.mff.cuni.cz/p/otazky_a_odpovedi.html

Format vstupu
Na prvnim fadku vstupu jsou dvé cela cisla n a m, udavajici pocet mést a
silnic. Na i-tém z nésledujicich m tadkd je popis ¢-té silnice, ktery se sklada ze
sedmi mezerou oddélenych tdaji (S8est pfirozenych ¢isel a jeden znak Z nebo C)
v nasledujicim poradi:
1. a;: ze kterého mésta silnice vede.
2. b;: do kterého mésta silnice vede, a; # b;.
3. t;: jak dlouho trva cesta po této silnici.
4. z;, ¢, 8;, fi: parametry semaforu, jejichz vyznam je vysvétlen vyse.
Mezi dvéma meésty muiize vést i vice silnic.
Format vystupu
Na vystup vypiste jediné celé ¢islo: Nejmensi mozny cas, ve kterém lze dorazit
do mésta n, nachazime-li se v ¢ase 0 ve mésté 1. Upozornujeme, ze toto ¢islo mize
byt velké, dbejte tedy na to, abyste k jeho reprezentaci pouzili celoc¢iselny typ s do-

stateénym rozsahem (napf. long long int v C++). Jestlize se z mésta 1 do mésta
n neda dostat, vypiste misto toho —1.

Bodovani

Ve vsech vstupech plati n < 100000, m < 200000 a t;, z;, ¢; < 10°. Vstupy jsou
rozdélené do nékolika testovacich sad s riznymi dodatecnymi omezenimi. Body za
kazdou sadu dostanete, jestlize va$ program spravné vytesi vSechny testovaci vstupy
v této sadé.

sada  body omezent
1 2 vSechny silnice ¢ spliuji z; =1, ¢; =1at; <10
2 1 vSechny silnice ¢ splnuji z; +¢; = 1000, n <5000 at; =1
2 1 v8echny silnice ¢ spliuji z; +¢; <8, n<5000at; =1
3 2 na vSech semaforech je stale zelend (¢; = 0)
4 2 vSechny semafory maji stejné parametry z;, ¢;, s;, fi

a v Case 0 na vSech z nich pravé naskodila zelend (s; = Z, f; = 2;)
5 2 zadna dalsi omezeni



Priklady

Vstup: Vystup:
43 -1
43101021
32101021
21101021
@ 10 270 3 10

@

Jelikoz jsou silnice jednosmérné, Ize se po nich sice dostat z mésta 4 do mésta 1,

naopak to ale nejde.

Vstup: Vystup:
4 4 4
12111C1
12111721
23111C1
34111C1
L/
]
2 »(3)
1 = 1
I\

Jedina moznost je jet 1 — 2 — 3 — 4. Z mésta 1 lze do 2 vyrazit hned, jelikoz na
jedné ze dvou silnic 1 — 2 mame zelenou. Do mésta 2 dorazime v ¢ase 1, a na silnici
2 — 3 nam pravé v tomto okamziku naskoci zelena — miZzeme tedy opét rovnou
pokracovat. Do mésta 3 dorazime v case 2, zde se nam ale semafor pravé pirepnul na
cervenou. Musime tedy pockat jednu jednotku c¢asu, nez se semafor prepne zpét na
zelenou, a az poté miizeme vyrazit. Celkem tedy budeme 3 jednotky casu cestovat

a 1 Cekat.



Vstup: Vystup:

6 11 10
1221021

132010721

1515 20C 15

2321021

342102Z1

4521021

5221021

261520 C 20 T
361520 C 18

461520 C 16

562102Z1

(T
1

'
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1

Jedna mozna trasa s trvanim 10 jel — 2 — 3 — 4 — 5 — 6. Pokud bychom do
meésta 6 chtéli dorazit z jiného mésta nez z 5, tak bychom museli na cervené cekat
alesponn do casu 16 > 10. Jako posledni je tedy jisté nejvyhodnéjsi pouzit silnici
5 — 6. A jak se nejrychleji dostaneme do mésta 57 Jediné dalsi moznosti kromé vyse
uvedené trasy jsou 1 — 3 — 4 — 5 (ale silnice 1 — 3 je dlouhd) nebo pfimo 1 — 5
(tam ale dlouho ¢ekdame na semaforu). Ani jedna z nich tedy neni lepsi.

Posledni priklad se od toho predchoziho lisi pouze tak, ze ma silnice 1 — 5 parametr
fi = 6 namisto f; = 15. Zde je optimalnim feSenim pockat ve meésté 1 do casu 6, kdy
na tomto semaforu naskoci zelend, a po trase 1 — 5 — 6 dorazit do cile v case 9.



P-I-2 Rozbity robot

Na dlouhou rovnou cestu vedouci ze zapadu na vychod jsme postavili robota.
Robotovi jsme zadali posloupnost n instrukei, které mu fikaji, jak se ma pohybovat.
Kazdy pitkaz se sklddd ze sméru (V pro vychod nebo Z pro zapad) a vzdalenosti
(celé ¢islo v metrech).

Robot je vsak stary a trochu rozbity, a proto se choval trochu jinak, nez jsme
chtéli. Presnéji feceno doslo k néasledujicim odchylkdm od zadaného programu:

® Robot nemél dostatek energie, takze neprovedl cely program, ale pouze
nékterych p po sobé jdoucich prikazu.

® Jeho senzory nejsou moc spolehlivé, nékteré prikazy proto robot provedl
presné opaénym zpusobem — to znamena, ze ujel spravnou vzdalenost,
ale v opa¢ném sméru, nez jsme chtéli. Béhem provadéni programu doslo
k nejvyse k takovym chybam.

SoutéZni tloha
Napiste program, ktery z daného seznamu instrukci pro robota a z ¢isel p a k

vypocita, jak daleko od své vychozi polohy mohl robot nejvyse skoncit.

Vase Teseni by meélo ¢ist vstupni data ze standardniho vstupu a vysledky vy-
pisovat na standardni vystup; vice detaild naleznete na Fitps:7mo.mi.cunt.cz/p ]
otazky_a_odpoveds. htmi

Format vstupu

Na prvni fadce vstupu jsou pfirozena ¢isla n, p a k (0 < k < p <n < 200000)
udavajici pocet instrukei, pocet vykonanych instrukci, a nejvyssi mozny pocet chyb
béhem jejich vykonavani. Dalsich n fadek vstupu popisuje instrukce pro robota; na
i-té z nich je znak s; € {V,Z} udévajici smér a piirozené ¢&islo d; (1 < d; < 10%)
udavajici vzdalenost pohybu robota.

Format vystupu

Vypiste jedno pfirozené ¢islo: Nejvétsi moznou vzdalenost mezi pozicemi robo-
ta na zacatku a konci vykonadvani zadanych instrukci. Upozoriiujeme, ze toto ¢islo
muze byt velké, dbejte tedy na to, abyste k jeho reprezentaci pouzili celoCiselny typ
s dostateénym rozsahem (napf. long long int v C++).

Bodovani

Pro vSechny vstupy plati 0 < k < p <n < 200000 a pro kazdé ¢ plati, ze s; je
VazZazel<d; <10°.

Vstupy jsou rozdélené do nékolika testovacich sad s riznymi dodate¢nymi ome-
zenimi. Body za kazdou sadu dostanete, jestlize vas program spravné vyresi vSechny
testovaci vstupy v této sadeé.


https://mo.mff.cuni.cz/p/otazky_a_odpovedi.html
https://mo.mff.cuni.cz/p/otazky_a_odpovedi.html

sada  bodu omezent

1 2 k = 0, robot tedy nedéla chyby
2 2 n <1000 ap<10
3 2 n <1000
4 2 n < 70000
5 2 zéddna dalsi omezeni
Priklady
Vstup: Vystup:
640 40
Z 30
V 10
V 25
Z5
V 10
Z 30

Tento robot nedéla chyby. Jestlize vykonal prvni ¢tyfi instrukce, skonc¢i tam, kde
zacal. Vykonal-li druhou az patou instrukci, skoncil o 40 m na vychod od mista, kde
zacal.

Vstup: Vystup:
6 4 2 60

Vv 30

10

15

5

10

30

< N NN N

Jedno optimalni feseni je, Zze robot vykonal prvni ¢tyii instrukce, ale v prvni z nich
se spletl a jel na zapad.

Vstup: Vystup:
6 6 6 21

Z1

V2

V3

Z 4

V5

Z 6



P-I-3 Susenky

Emic¢ka ma n < 10° poloméadenych susenek. Viechny je polozila na stil do dlou-
hé tady, nékteré z nich otocila ¢okolddovou stranou nahoru a zbytek ¢okolddovou
stranou doli. Emicka by samoziejmé rada snédla vSechny susenky. Aby to ale bylo
zajimavejsi, vymyslela si nasledujici pravidla: Muze jist pouze suSenky, které jsou
otocené ¢okolddovou stranou nahoru. A aby mély i ostatni suSenky Sanci byt sné-
deny, pokazdé, kdyz sni suSenku, otoci jeji bezprostfedni sousedy vzhiru nohama.
Sousednimi susenkami myslime suSenky, které lezely vedle této suSenky na zacatku.
Pokud tedy dvé suSenky na zacitku nejsou sousedni, nestanou se sousednimi, ani
kdyz Emicka sni vSechny susenky lezici mezi nimi. Emicka by rada védéla, zda a jak
muze snist vSechny susenky:.

Predstavme si naptiklad, ze Emicka zacala se tfemi susenkami, z nichz pouze
ta prostfedni byla otocenda cokoladovou stranou nahoru. V tomto pripadé nemé na
vybér: musi nejprve snist prostfedni susenku. Kdyz tak ucini, oto¢i obé sousedni
suSenky, ty ted tedy lezi ¢okolddou stranou nahoru. Poté je muze snist jednu po
druhé (v libovolném potadi). JelikoZ tyto dvé susenky nejsou sousedni, Emicka po
snédeni prvni z nich druhou neotéac¢i. Tato posloupnost snédeni je znazornéna na
nésledujicim obrazku (shora doli):

_ @
4

@oC

Souté&zni tloha

Vymyslete pro Emicku algoritmus, ktery pro zadanou posloupnost susenek roz-
hodne, zda a jak je muize viechny snist. Uloha mé nékolik podiloh, které muizete
feSit zcela samostatné a ziskat body za kazdou z nich zvlast. P¥i hodnoceni feSeni
budeme klast zvlastni duraz na zduvodnénit jejich spravnosti!

Pro Giéely tohoto tikolu oznacime susenky s ¢okoladovou stranou nahoru jako C
a susenky s ¢okolddovou stranou doli jako P.

a) (1 bod) Piedstavte si, Ze suSenky jsou zpocatku usporaddny v potadi
CCCCCCC, tj. 7 susenek s cokoladovou stranou nahoru. Muze je Emicka
snist vSechny? Pokud ano, ukazte jak. Pokud ne, vysvétlete proc.

b) (1 bod) Pfedstavte si, ze suSenky jsou zpocatku uspoiddény v poradi
CPPPPPC. Muze je Emicka snist vSechny? Pokud ano, ukazte jak. Pokud
ne, vysvétlete proc.

c¢) (5 bod) Navrhnéte algoritmus, ktery jako vstup pfijme Fetézec pismen C
a P predstavujici susenky v fadé a rozhodne, zda existuje néjaké poradi,
ve kterém je Emicka dokéze snist vSechny (pfi dodrzeni vySe uvedenych
pravidel). Nezapomeiite na zdivodnéni spravnosti vaseho algoritmu (tj.

8



ze kdyz vas algoritmus odpovi ano, pak takové poradi skuteéné existuje, a
naopak pokud odpovi ne, tak pro libovolné potradi jedeni nakonec zbude
alespori jedna suSenka, kterou Emicka snist nemtize).

Za vyteseni této podilohy pouze pro zvlastni ptipad, kdy jsou vSechny
suSenky na zaGatku otoceny ¢okolddovou stranou nahoru (Fetézec se sklada
pouze z pismen C), mizete ziskat az 2 body.

d) (3 body) Zatimco Emicka nedéavala pozor, kocka snédla ¢ast suSenek. Nyni
miZeme popsat situaci na stole pomoci znakového fetézce C, P a - (prazdné
misto po suSence). Susenku x na stole nazyvame péknou, pokud ji Emicka
miiZe snist jako prvni; tedy, Ze existuje postup, kterym Emicka mutize snist
vS8echny zbyvajici suSenky, pricemz susenku x sni jako prvni.

Navrhnéte algoritmus, ktery spocité, kolik je na stole péknjch susenek.
Pokud vSechny susenky na stole Emicka zadnym zptisobem snist nemuze,
odpovéd je samoziejmeé 0.

Priklad

Vstup: Vystup:
7 3
CCC-CP

Na stole jsou tri susenky c¢okoladovou stranou nahoru, pak mezera a pak dalsi dvé
susenky, prvni ¢okoladovou stranou nahoru a ta druha doli. Emicka je miize snist
vSechny. Aby toho dosahla, musi zacit s prvni, tieti nebo patou susenkou (v pivod-
nim poradi). Vsimnéte si, ze i kdyz je druhd suSenka ¢okolddovou stranou nahoru,
pokud ji Emicka sni jako prvni, nebude schopna dojist ostatni susenky.

Vstup: Vystup:
3 0
C-P

Snist obé suSenky neni mozné — snédeni prvni neobrati tu druhou.



P-1-4 Resi¢ to vyiesi
K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Do-

porucujeme vam nejprve si ho precist a az potom se vratit k samotnym soutéznim
tkoliim. Ze stejného studijniho textu budou vychazet i ilohy v dalsich kolech soutéze.

Za kazdou spravné vyfesenou podiilohu ziskate jeden bod. ReSeni teoretickych
podiloh mizZete odevzdat ve dvou formach:

® Bud jako slovni popis toho, jak z konkrétnich vstupnich hodnot vytvorit
ILP, jehoz optimalni feSeni odpovida optimalnimu FeSeni vysSe definova-
ného optimaliza¢niho problému.

® Nebo jako komentovany program v bézném programovacim jazyce, kte-
ry ¢te konkrétni vstupni hodnoty a vytvari (napf. vypisuje na vystup)
odpovidajici ILP.

V obou pripadech nezapomerite na zdiivodnéni spravnosti.

Testovaci vstupy k praktickym podiloham jsou k dispozici na adrese fhitps://
Ino.mff.cuni.cz/p/75/p1-4-vstupy.zigy Pro tyto podulohy do svého feseni napiSte
pouze hodnotu vysledku pro zadany vstup, nemusite k nim psat zadny dalsi popis.
Body za tyto podulohy ziskate za spravné vyFesené vstupy bez ohledu na techniku,
kterou k tomu pouzijete (tedy i kdyZ ve svych vypoctech viibec nepouzijete ILP).

Podilohy A-E: investice

Mame k dispozici e eur. Existuje n projekti (oé¢islovanych od 1 do n), do kte-
rych miiZzeme investovat, kazdy z nich bud podpofime, nebo nepodpoiime. U kazdého
projektu zname ¢astku s; potiebnou k jeho podpoie a hodnotu v;, kterou ziskame
zpét jako vynos, pokud jej podpotime.

Mezi projekty existuji konflikty: nékteré dvojice projektiu si pfimo konkuruji a
antimonopolni fad vydal nafizeni, Ze miizeme podpofit maximélné jeden projekt
z kazdé takové dvojice. Existuje k konflikt. U kazdého z nich zndme ¢isla ¢; 1 a ¢; 2
projektt, které nemizeme oba zaroven podpofit.

Mezi projekty existuji také zavislosti: napriklad projekt péstovani bio zeli nelze
realizovat, pokud neni podporen projekt instalace efektivniho zavlazovaciho systému,
takze pokud chceme podporit zeli, musime podpotit také zavlazovani. Existuje z
zéavislosti. Pro kazdou zavislost mame zadany cisla dvou projektti: pokud chceme
podpofit projekt ¢islo d; 1, musime podpofit také projekt cislo d;». Jingmi slovy,
tato zavislost ndm brani podpofit d; 1 a zaroven nepodpofit d; . Zavislosti mohou
byt zcela libovolné. Zejména pokud méame dvé zavislosti, které rikaji, ze = zavisi na
y a ze y zavisi na x, znamend to, ze mizeme podporovat bud oba tyto projekty
zaroven, nebo zadny z nich.

V praktickych podialohéch jsou informace o projektech reprezentovany v tex-
tovém souboru nasledujicim zptisobem:

e Prvni fadek: pfirozena Cisla e a n udavajici nas kapital a pocet projekti.
® Druhy radek: pfirozena cisla sy, ..., s, udavajici ¢astky potfebné na pod-
poru jednotlivych projektii.

10


https://mo.mff.cuni.cz/p/75/p1-4-vstupy.zip
https://mo.mff.cuni.cz/p/75/p1-4-vstupy.zip

e Tieti radek: prirozend ¢isla vy, ..., v, udavajici vynosy s projekti, pod-
porime-li je.

e Ctvrty fadek: pfirozené ¢islo k udéavajici pocet konfliktii.

® Nasledujicich k Ffadkt: Na i-tém z nich jsou ¢isla projektti ¢; 1 a ¢; 2 popi-
sujici -ty konflikt.

e Nasledujici Fadek: prirozené ¢islo z udavajici pocet zavislosti.

® Nasledujicich z radki: Na i-tém z nich jsou ¢isla projektt d; 1 a d; 2 po-
pisujici i-tou zavislost.

A) Predpokladejme, Ze neexistuji zadné konflikty ani zavislosti. Sestavte ILP,
jehoz optimalni feseni nam fekne, které projekty podporit, pokud chceme
mit na konci (kdyZ obdrzime vynosy) co nejvice penéz.

B) Upravte ILP z pfedchézejici podilohy tak, aby zohlediioval konflikty mezi
projekty.

C) Upravte ILP z podilohy A) nebo B) tak, aby zohlediioval zavislosti mezi
projekty.

D) Soubor D.txt obsahuje testovaci vstup ve vySe popsaném formatu. V tom-
to testovacim vstupu plati k£ = z = 0, tedy mezi projekty neexistuji zad-
né konflikty ani zavislosti. Najdéte optimalni sadu projektt, které mame
podpofrit. Jako feseni této podilohy napiste celkovou ¢astku penéz, kterou
budeme mit na konci, a ¢isla podporovanych projekti.

E) Najdéte a ve stejném formatu odevzdejte optimélni FeSeni pro soubor
E.txt. V tomto testovacim vstupu je k i z nenulové.

Priklad

Vstup: Vystup:

100000 4 Optimdlni feSeni: 151000
50000 50000 20000 40000 Podpof projekty: 2 3
100000 95000 26000 900000

O R
N

3
32

Projekt 4 nemuzeme podpofit, jelikoz kviili zavislostem bychom museli podpofrit i
projekty 2 a 3 a na to nemame dost penéz. Podpofit projekt 1 se nam nevyplati,
jelikoz pak bychom kvuli konfliktu nemohli podporit projekt 2 a nasledné kviili

zavislosti ani projekt 3.

Podulohy F-J: Chovatelé prasat

V nasem kraji je s sypek a c chovateld prasat; sypky jsou ocislovany od 1 do s

a chovatelé od 1 do c.

Na podzim mtzeme ve sypkach uskladnit bukvice a zaludy. Sypka ¢ ma kapaci-
tu k; kg ovoce a mizeme v ni skladovat libovolny pomér bukvic a zaludi. Oba druhy
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plodt lze sbirat v libovolném mnozZstvi v okolnich lesich. Sklizen nas stoji 5000 eur
za brigaddniky, bez ohledu na to, kolik ¢eho a do kterych sypek jim dame nasbirat.

V zimé budou chovatelé chtit od nas koupit krmivo. Chovatel j je ochoten
koupit nanejvys g;1 kg bukvic a nanejvys g; o kg Zaludl a je ochoten zaplatit h; 1
za kazdy cely kilogram bukvic a hjo eur za kazdy cely kilogram zaludf. VSechny
tyto objednavky uz ted zndme.

Objednané plody zasleme kuryrem. Kuryr je ochoten pro kazdého chovatele
z kazdého skladu odvézt jednu zasilku o hmotnosti nejvyse w kg. Do zasilky mtzeme
zabalit libovolny pocet kg bukvic a libovolny pocet kg zaludd, pokud jejich celkova
hmotnost nepiekroci limit. Cena zasilky zavisi na odesilateli a pfijemci, ale vzdy je
pfimo tmérnd hmotnosti zasilky: za kazdy kilogram plodt odeslanych ze sypky ¢
chovateli j zaplatime ¢; ; eur.

Vsechny vysSe uvedené ¢iselné tidaje jsou kladnéa cela ¢isla. V praktickych pod-
tlohach popsanou situaci reprezentujeme v textovém souboru nasledujicim zptiso-
bem:

e Prvni radek: ¢isla s a ¢ udavajici pocet sypek a chovatelt.

® Druhy radek: ¢isla k1, ..., ks udavajici kapacity sypek.

® Nésledujicich ¢ fddki: Na j-tém z nich jsou ¢isla g;1, gj2, hj1 a hje
popisujici j-tého chovatele.

® Nasledujici Fadek: ¢islo w udavajici nejvyssi moznou hmotnost kazdé za-
silky

® Nasledujicich s fadkt: Na 4-tém z nich jsou éisla ¢; 1,...,¢; . udavajici
ceny prepravy z i-té sypky k chovatelim

V jednotlivych podualohach plati:

F) Pfedpokladejme, Ze vSichni chovatelé chtéji kupovat pouze bukvice (tj.
vechny g;2 = 0). Sestavte ILP, jehoz optimalni FeSeni bude odpovidat
nejvétsimu moznému zisku, kterého mizeme dosdhnout prostirednictvim
optimalniho sbéru, distribuce a prodeje krmiva.

G) Upravte ILP z FeSeni podilohy F) tak, aby optiméalné fesilo cely obecny
problém.

H) Najdéte a odeslete optimdlni feseni pro testovaci vstup v souboru H.txt.
V testovacim vstupu je pouze jedna sypka (s = 1). Do FeSeni sta¢i na-
psat nejlepsi mozny zisk, neni tfeba zapisovat, kolik ¢eho se méa prepravit
z jakého mista do jakého mista.

I) Najdéte a odevzdejte optimalni feSeni pro vstup v souboru I.txt. V tomto
testovacim vstupu nikdo nechce kupovat zaludy (vSechna g;» = 0).

J) Najdéte a odeslete optimélni FeSeni pro testovaci vstup v souboru J.txt.
V tomto testovacim vstupu neplati omezeni z podaloh H) a J)
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Priklad

Vstup: Vystup:

23 Optimdlni zisk: 6980

100 200 sypka 1: bukvice 60 Zaludy 40

1000 1000 10 10 sypka 2: bukvice 100 zaludy 30

120 70 100 30 zasilka s1->chl: bukvice 20

20 30 50 60 zasilka s1->ch2: bukvice 40 Zaludy 40
80 zésilka s2->ch2: bukvice 80

9 15 23 zasilka s2->ch3: bukvice 20 Zaludy 30
11 28 12

Obsah sypek a zasilek ve svém feSeni specifikovat nemusite.
Vydaje:
® 5000 za sklizern.

® 20 x 9 + (40 4 40) x 15 = 1380 za dopravu z prvni sypky.
® 80 x 28 + (20 + 30) x 12 = 2840 za dopravu z druhé sypky.

= Celkem 9220 eur.
Piijmy:
e Chovatel 1: 20 x 10 = 200.

e Chovatel 2: (40 + 80) x 100 + 40 x 30 = 13200.
® Chovatel 3: 20 x 50 + 30 x 60 = 2800.

= Celkem 16 200 eur.
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Studijni text: Celociselné linearni programovani

V letoSnim ro¢niku olympiady se budeme zabyvat optimaliza¢nimi problémy,
tedy problémy, které maji mnoho riznych feseni, a nasim tkolem je najit to nejlepsi.
Napftiklad nas muze zajimat:

® Jak nejlevnéji navstivit vSechna mésta na Slovensku?

e Kolik krabic potiebuji k zabaleni vsech svych knih pfi st€hovani?

e Jaka je velikost nejvétsi podmnoziny resiteld letosni MO-P, ve které se
vSichni navzajem znaji?

Mnoho optimaliza¢nich problém® mé jednu spole¢nou nepfijemnou vlastnost:
nezname pro né zadné efektivni algoritmické feseni. Empiricky si dovolime tvrdit, Ze
do této smutné kategorie spadé drtiva vétSina optimalizac¢nich problémi, s nimiz se
setkdvame vSude v praxi — at uz v poéitacich (napf. planovani procest, smérovani
pakett v sitich) nebo v redlném Zivoté (napf. logistika vSeho druhu, optimalizace
néklad nebo rizné problémy v bioinformatice). Mimochodem, vSechny t¥i vyse
uvedené problémy sem také patii.

Situace je jesté horsi. Nejenze nezname zadny algoritmus, ktery by tyto pro-
blémy dokézal efektivné vytesit (tj. s polynomidlni ¢asovou slozitosti vzhledem k ve-
likosti vstupu), ale mame dokonce velmi dobré diivody se domnivat, Ze zadny takovy
Casné informatiky: otdzkou, zda P se rovna NP. ZjednodusSené feceno, jde o otazku,
zda kazdou tlohu, u které mizeme efektivné zkontrolovat spravnost feseni, 1ze také
efektivné vyresit. Intuitivné vétsina védci véri, ze je to nepravdépodobné — porovnej-
te napriklad, jak obtizné mize byt rucni vyteseni i jednoduché sudoku a jak snadné
je zkontrolovat, zda bylo sudoku vyfeseno spravné. Tento priklad ndm také ukazuje,
ze znalost toho, jak zkontrolovat spravnost feSeni, ndm obecné nic netfika o tom, jak
efektivné hledat feseni.

V praxi je to ale vlastné celkem jedno. Mezi situacemi, kdy pro nas obtiz-
ny ukol neexistuje zadny efektivni algoritmus a kdy existuje, ale zadny neznéme,
neni z praktického hlediska velky rozdil. Pokud potfebujeme optimalné vytesit za-
dani, jsme v obou piipadech zavisli na hrubé sile, tj. na vyzkousSeni vSech moznos-
ti.

Ne véechna Feseni zaloZena na hrubé sile jsou vsak stejné dobra. Casto miizeme
takova FeSeni zefektivnit tim, Ze neprohleddvame vSechny mozZnosti, ale chytie pre-
sko¢ime co nejvice ¢asti vyhledavani, o kterych vime, ze nevedou k nejlepsimu feseni.
Pro mnoho optimaliza¢nich problému jsme vyvinuli specifické algoritmy, které nejsou
efektivni (jejich Gasova je stale exponencialni vzhledem k velikosti vstupu), ale diky
vhodnému ,ofezani* vyhledavani mohou vyfesSit mnohem vétsi vstupy v rozumném
Case nez pfimé reseni, které zkousi moznosti tplné vSechny.

Nékteri chytii lidé vsak o tom premysleli a uvédomili si: v mnoha z téchto
jednotlivych algoritmt provadime velmi podobné vypadajici optimalizace. Mohli
bychom to néjak zobecnit? V leto$nim ro¢niku olympiadé se budeme zabyvat jednou
z kladnych odpovédi na tuto otazku.
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Celociselné linedrni programovdni* je zptisob matematického popisu urcitych
optimaliza¢nich problémt. Jeho vyhodou je, Ze né€kdo jiz za nas odvedl veskerou
opravdu naroc¢nou praci — v soucasné dobé existuje nékolik velmi dobfe optimali-
zovanych resictu, které dokazou najit optimalni feseni tlohy zadané takovym mate-
matickym popisem. Navic diky mnoha optimalizacim tyto TeSi¢e ¢asto funguji efek-
tivnéji, nez kdybychom sami psali a vylepSovali specializovany algoritmus pro nas
konkrétni iikol. To ndm dava novy zpiisob feseni obtiznych problémii: misto imple-
mentace vlastniho feseni mizeme premyslet o tom, zda a jak miZeme tento problém
zapsat jako ILP. Pokud se ndm to podafi, mizeme k feSeni naseho problému pouzit
fesi¢ ILP. A piesné to budete délat pii feSeni soutéznich tloh v leto$nim roc¢niku
olympiadé.

Formalni definice ILP

V dalgim textu bude slovo konstanta oznacovat jakékoli konkrétni (pfipadné i
zdporné) celé ¢&islo a slovo proménnd bude oznacovat nezndmou, kterd mize nabyvat
jakékoli nezdporné celé hodnoty.

Celociselny linedrni program (ve své zdkladni, tzv. kanonické formé) se sklada
z nasledujicich ¢asti:

® Omezeni: Sada linearnich nerovnosti, kazda ve tvaru

i1 T4+ Ty < by,

kde vSechny a; ; a b; jsou konstanty. ReSeni musi v§echna tato omezeni
splnovat.

e (4l: Linearni vyraz ve tvaru
R A R SR

kde ¢; jsou konstanty a x; jsou proménné. Hodnotu tohoto vyrazu chceme
maximalizovat.

Jakékoli prifazeni hodnot proménnym, pro které jsou splnéna vsSechna omezeni, se
nazyva platnym tesenim. Platna feSeni, pro kterd ma cilovy vyraz nejvétsi moznou
hodnotu, se nazyvaji optimding.

Samoziejmé existuji také ILP, které nemaji optimalni feseni. Mtze to mit dvé
priciny: bud jsou nesplnitelné (napf. mame omezeni x; < 7 a —xy < —8, ¢ili z1 >
8) nebo jsou neomezené (napi. nemdme zadnd omezeni a chceme maximalizovat
hodnotu z1 + 2z5).

* Pro tuto techniku jako celek i pro jednotlivé celodiselné linedrni programy bu-
deme v nasledujicim textu pouzivat zkratku ILP, tedy Integer Linear Programming.
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Flexibilnéjsi a praktictéjsi definice ILP
Abych se ndm s formalismem ILP pracovalo piijemnéji, dovolime trochu obec-
néjsi tvar programii:

® Povolime také programy, jejichz cilem je minimalizovat hodnotu konkrét-
niho vyrazu, priemz tento vyraz mize obsahovat také konstantni s¢ita-
nec.

® Povolime také omezeni, ve kterych je znaménko < nahrazeno znaménkem
> nebo =.

® V podminkich mizeme provadét vsechny standardni aritmetické upravy,
napf. vynechat s¢itance ve tvaru 0 - x;, libovoln€ pfesouvat sc¢itance mezi
levou a pravou stranou a pouzivat zavorky podle potieby.

N7 v

Rozmyslete si, ze vSechny tyto zmény slouzi pouze k lepsi ¢itelnosti nasich programu:
napfiklad minimalizace  + 3y + 1000 je to samé jako jako maximalizace —z — 3y,
podminka 2x — 6y > y — 13 je pouze jiny zptisob zapisu podminky —2x 4+ 7y < 13 a
podminka 2z = 5y je stejné jako dvé podminky 2z < 5y a 2z > by.

Priklad: Kufeci nugety

Stanek prodava tii rtizné baleni kufecich nugett: 6 kusi za 2 eura, 9 kust za
2,90 nebo 20 kust za 6,10. Kolik nejvic nugetd muzeme koupit za 32 eur?

Nespravné hladové feseni: KdyZ spocitame, kolik zaplatime za jeden nuget
v kazdém baleni, nejlepsi moznosti je to nejvétsi. Za 32 eur mizeme koupit 5 nejvét-
§ich baleni, coz ndm da 100 nugetd. To vSak neni optimalni feseni — v8§imnéte si, ze
s timto feSenim nadm kromé 100 nugetti zbude 1,50 eur, za které si nemtizeme koupit
nic jiného. Existuje jiny zptsob, jak lépe vyuzit penize, které mame, a ziskat vice
nuget!

Tento tkol nelze obecné fesit hladové. Nas ptiklad s nugety je zvlastnim pii-
padem dobre znamého typu optimaliza¢niho problému, ktery je obecné znamy pod
nazvem problém batohu. Pro malé vstupy miiZeme najit optimalni feSeni pomoci
dynamického programovani, ale obecné je feseni tohoto problému obtizné.

Linearni program: Ozna¢me x; jako pocet malych baleni, x5 jako pocet stied-
nich baleni a x3 jako pocet velkych baleni, které zakoupime. Nasim cilem je maxi-
malizovat celkovy pocet nuget, které zakoupime, tedy hodnotu 6x; + 9z2 + 20x3.
Musime dodrZet omezeni, Ze celkovd kupni cena nesmi pfekrocit nas rozpocet —
to znamend, %e (v centech, aby vSechna éisla byla celd) musi platit nasledujici:
200x1 + 290z + 61023 < 3200.

Praktické feSeni: N4S linedrni program je zapsan v syntaxi, kterou rozumi fesic¢
1lp_solve, takto:

max: 6x_1 + 9x_2 + 20x_3;
200x_1 + 290x_2 + 610x_3 <= 3200;
int x_1, x_2, x_3;
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Kdyz pozdddme 1lp_solve o feSeni tohoto programu, dostaneme nésledujici
vystup:

Value of objective function: 102.00000000

Actual values of the variables:

x_1 1
x_2 4
x_3 3

Zjistili jsme, ze muzeme ziskat az 102 nuget, kdyz koupime 1 malé, 4 stfedni a
3 velka baleni. Celkova cena nakupu je 31,90, takze na konci budeme mit 102 nugeta
a 10 centid nazbyt.
Vybér Fesice

Pro tento studijni text jsme vybrali jeden konkrétni fesi¢: 1p_solve. V feSenich
priklad® pouzivame syntaxi, kterou tento fesi¢ rozumi.

Na adrese [bttps: //ot.sk/apps/ilp ] najdete nékolik riznych navodi, ktery fesic
zvolit a jak jej pouzit k feSeni ILP probléma v zavislosti na vasem preferovaném
operac¢nim systému a programovacim jazyce. Pro domaci kolo si také na internetu
mizete najit libovolny jiny fesi¢ a pouzit ten, pokud se vam nas vybér nelibi.
Priklad: Sudoku

Nékdy misto optimalizace (hledani nejlepsiho feseni z mnoha) nas muze zajimat
pouze nalezeni jakéhokoli platného feSeni nebo rozhodnuti, zda viibec néjaké platné
feSeni existuje. Samozfejmé mizeme i k Feseni takovych problémt pouzit také fesic
ILP: sta¢i mu nedat zddny cil (nebo mu naptiklad dat cil maximalizovat hodnotu
vyrazu ,,04).

Podivejme se na znamy logicky problém: Sudoku. V tomto problému je cilem
vyplnit tabulku 9 x 9 ¢isly od 1 do 9 tak, aby kazdy radek, sloupec a ,,velky“ ¢tverec
3 x 3 obsahoval kazdé ¢islo od 1 do 9 pravé jednou.

V tomto pfikladu ukédzeme, jak muzeme formulovat pravidla sudoku jako ILP.
Zdalo by se, ze bychom potfebovali 81 proménnych: pro kazdy ¢tverec tabulky jednu
proménnou reprezentujici hodnotu, kterd by v ném meéla byt. A ano, to je jeden zpu-
sob, jak formulovat sudoku jako ILP, ale to nechdme na pozdéji. V tomto prikladu
pouzijeme jiny pfistup: pouZijeme 9 x 9 x 9 booleovskych (tj. logickych nebo binar-
nich) proménnych. Proménna x; ; ». bude 1, pokud méa byt hodnota k na soufadnicich
(4,4), nebo 0, pokud tam hodnota k byt nema.

Podivejme se nyni, jak by mohly vypadat vSechny pravidla sudoku, pokud by
byly zapsany jako linearni rovnice a nerovnice.

® V kazdé burce je piesné jedno ¢islo. Pro kazdé ¢ a j tedy plati podminka
Tij1+ Tigo+ -+ x50 =1

e Kazdé ¢islo se v kazdém tadku objevuje presné jednou. Pro kazdé ¢ a k
tedy plati podminka

Ttk +Tiok + -+ Tigr =1
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® Pro kazdy sloupec a kazdy ctverec plati analogické podminky jako pro
Fadky.
Pokud nyni chceme vyfesit konkrétni sudoku pomoci 1p_solve, postupujeme
nasledovné:

® Vygenerujeme (napf. pomoci jednoduchého programu napsaného v béz-
ném programovacim jazyce) vSechny vySe uvedené podminky predstavu-
jici obecna pravidla sudoku.

¢ Pridame informaci, Ze vSechny z; ; ;. jsou booleovské proménné. Toho do-
sdhneme pridanim podminky x; ; » < 1 ke kazdé z nich. Proménné, které
mohou nabyvat pouze hodnot 0 a 1, jsou vSak v modelovani problémi
tak bézné, ze pravdépodobné kazdy resitel bude mit specidlni syntaxi pro
pfimé deklarovani takovych proménnych. Napiiklad v 1p_solve staci de-
klarovat takové proménné jako bin misto int.

® Priddme podminky popisujici konkrétni tkol, ktery se snazime vyftesit.
Naptiklad pokud méme ¢islo 7 jiz specifikované v prvnim fadku a tfetim
sloupci tkolu, pfiddme podminku z; 37 = 1.

Priklad: Sudoku podruhé

Jak by vypadalo modelovani sudoku, kdybychom chtéli pouzit proménnou v; ;
pro kazdou bunku, jejiz hodnota by pfimo odpovidala hodnoté nalezené v piislusné
buiice? Je zfejmé, Ze potfebujeme podminky v;; > 1 a v;; < 9. Kromé téchto
podminek by stacilo pfidat podminky, které stanovi, ze nékteré pary bunék nesmi
mit stejnou hodnotu. Budeme potifebovat pomérné dost takovych podminek: jednu
pro kazdy par bunék ve stejném rfadku, ve stejném sloupci a ve stejném ctverci 3 x 3.
Napiiklad pro dvé pole (i,z) a (i,y) v fadku ¢ potfebujeme podminku v; o # v; .
Zde vsak nardzime na problém: tato podminka nemé zadnou z povolenych forem a
nemuzeme ji primo vyjadrit pomoci povolenych podminek.

Pozadovanou podminku mutzeme zapsat jako logické OR dvou podminek: musi
platit bud v; , < x;,, nebo v; 5 > v; . Jelikoz vSechna v; ; jsou celd ¢isla, mizeme
tyto podminky upravit do povolené formy: musi platit bud v; , < v;, — 1, nebo
Vi,x Z 'Ui,y -+ 1.

To vsak stale neni v poradku: v ILP musi byt vSsechny podminky splnény sou-
¢asné. To odpovida logickému AND, nikoli logickému OR. Co s tim muzeme délat?

MiuZeme pouzit maly trik. Zavedeme novou bindrni proménnou r (spravné
bychom ji méli nazvat napiiklad r; ;; 4, protoze budeme potfebovat jednu novou
proménnou pro kazdou dvojici proménnych, které by nemély byt stejné, pro lepsi
Citelnost ale indexy vynechme). Hodnota r ndm fekne, zda by méla byt mensi prvni
nebo druhd z hodnot v. Zvazme nyni néasledujici dvé podminky:

Uiz — Uiy > 1 — 107
Viy — Vg >1—10(1—r)=10r—9
Pokud r = 0, dostaneme podminky v; , — v;y > 1 & v; 4 — Vs > —9. Prvni z nich

fiké, Ze v; » > v; 4 & druhd je trividlné splnéna pro libovolné v; ;,v; , € {1,2,...,9}
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(konstantu 10 jsme zvolili tak, aby toto platilo, vyuzivame tedy skute¢nosti, Ze zname
rozsah hodnot, kterych mohou v; , a v;, nabyvat).

Naopak, pokud zvolime r = 1, dostaneme jednu trividlné splnénou podminku
a jednu, kterd 1ikd, ze v;, < v;,. Priddnim této nové proménné r a dvou vyse
uvedenych podminek jsme dosdhli toho, co jsme chtéli: pro libovolné v;, # v;,
mizeme splnit obé tyto podminky, zatimco pro v; , = v;, neni mozné splnit obé
najednou.

Priklad: Co ve formalismu ILP nevyjadfime

Maéme letadlo, se kterym chceme letét 1000km z jednoho letisté na druhé.
V ramci povolenych rozsahti odpovidajicich modelu letadla muzeme zvolit letovou
hladinu h (vysku v km, ve které budeme létat, v rozmezi 10 az 13 km) a letovou
rychlost v (v km/h, v rozmezi 600 az 900 km/h). Chtéli bychom minimalizovat
néklady na let, tj. spotfebu paliva.

Toto lze zapsat pomoci vhodnych vzorct jako optimaliza¢ni problém. Ve velmi
zjednodusené podobé by to mohlo vypadat néjak takto: Doba letu bude 1000/v.
Pokud letime ve vysce h, optimalni rychlost vzhledem k odporu vzduchu je vop(h) =
540 + 30h. Vykon motoru je nejlepsi ve vysce h = 11,5km. Odchylka od téchto
parametru zvysuje spotfebu paliva, ale mize nas dostat k cili rychleji. Spotfeba
paliva (v kg/h) lze proto vyjadiit rovnici 2000 + 200(h — 11,5)% + 0,05(v — vept (h))?.
Celkova spotieba paliva je sou¢inem této hodnoty a doby letu.

Ackoli se jedné o piesné matematické vyjadieni optimalizacniho problému, je
zde jeden hacek: omezeni pro h a v jsou linearni, ale funkce, jejiz hodnotu se snazime
optimalizovat, neni linedrni funkci proménnych h a v. Resi¢ ILP nam proto s takto
konkrétné zformulovanym problémem nepomize.

Pro nazornost dodejme, zZe ani mnohem jednodussi vyraz h - v neni linearni,
protoze je to soucin dvou proménnych.
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