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P-III-4 Barevny graf

V nasem feseni budeme postupné prochazet jednotlivé operace a stavét podle
nich vhodny graf. V ném nésledné nalezneme nejkratsi cestu mezi vrcholy u a v.

Stavba grafu

Nabizi se postupné projit jednotlivé operace a néjak na zakladé nich posta-
vit totozny graf, jaky namaloval Jirka. Takovy postup by byl nicméné, nehledé na
implementaci, pro nase ucely prili§ pomaly. Uvazme, Ze i s ignorovanim nasobnych
hran jich mohl Jirka namalovat celkem O(n?).

Proto budeme misto Jirkova grafu postupné stavét jiny graf, takovy, ktery
zachova délku hledané nejkratsi cesty a navic bude podporovat operace barveni a
spojovani v konstantnim c¢ase. Tento graf bude orientovany a vSechny hrany v ném
ziskaji délku bud 0 nebo 1. Déle bude obsahovat vSechny vrcholy ptivodniho Jirkova
grafu, které budou mit pfifazena stejnd cisla a stejné barvy. Nové téz bude mit
kazda barva v grafu svij vlastni vstupni a vystupni vrchol. Pokud budeme chtit
propojit vrcholy vybranych dvou barev, nikdy je nebudeme propojovat pifimo, ale
vzdy s vyuzitim vstupnich a vystupnich vrcholt piislusnych barev. Protoze budou
nékteré barvy v prubéhu stavby grafu své vstupni a vystupni vrcholy ménit, budeme
si pro kazdou barvu udrzovat v poli odkazy na jeji aktualni vstupni a vystupni vrchol.

Pred zacatkem stavby grafu povede ze vstupniho vrcholu barvy ¢ orientovana
hrana délky 0 do vrcholu i. Naopak do vystupniho vrcholu barvy i povede oriento-
vana hrana délky 0 z vrcholu <.

Pojdme rozebrat, jak v takovém grafu provést potfebné operace piebarveni a
spojovani vrcholt, a dokazat, Ze po jejich provedeni odpovidaji délky nejkratsich
cest mezi vSemi dvojicemi vrchold z pivodniho grafu tém skute¢nym.

Zkusme nejprve prebarvit vrcholy barvy ¢ barvou j. Zalozime barvé j novy
vstupni vrchol a vystupni vrchol, ty ptvodni v grafu nicméné ponechame. Z nové-
ho vstupniho vrcholu barvy j natdhneme orientované hrany délky 0 do ptvodniho
vstupniho vrcholu barvy j a vstupniho vrcholu barvy . Stejné tak do nového vystup-
niho vrcholu barvy j natdhneme orientované hrany délky 0 z ptavodniho vystupniho
vrcholu barvy j a vystupniho vrcholu barvy i.

Vsechny ptivodni hrany v grafu ztistaly, takze jsme zachovali vSechny cesty mezi
puvodnimi vrcholy a tedy i mezi vrcholy Jirkova grafu. Zaroven jsme nepropojili
zadné vrcholy z Jirkova grafu, protoze z nové pfidaného vystupniho vrcholu nevede
zadné hrana a do nové pridaného vstupniho vrcholu Zadné hrana nevstupuje.

Piebarveni jsme zvl4dli, pojdme propojit vSechny vrcholy barvy i se vSemi vr-
choly barvy j. To provedeme natdhnutim orientované hrany délky 1 z vystupniho
vrcholu barvy ¢ do vstupniho vrcholu barvy j a orientované hrany délky 1 z vystup-
niho vrcholu barvy j do vstupniho vrcholu barvy 1.
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Tim jsme docilili toho, Ze mezi kazdym vrcholem barvy ¢ a kazdym vrcholem
barvy j existuje v obou smérech orientovana cesta s celkovym souctem délek rovnym
jedné, coz je stejné, jako kdybychom tyto vrcholy propojili hranami. Zaroven plati,
ze jsme nepropojili nic, co byt propojeno nemélo. Natahli jsme sice nové hrany do
vstupnich vrcholti, nicméné z kazdého vstupniho vrcholu se d& dostat jen do vrchold
jeho barvy.

Ukazali jsme, ze tyto operace funguji tak, jak bylo zamysleno. Proto bude délka
nejkratsi cesty v tomto grafu odpovidat té v Jirkové grafu.

Hledani nejkratsi cesty

Zbyva ndm nalézt nejkratsi cestu mezi vrcholy u a v. Protoze maji hrany rizné
délky, nabizi se pouzit Dijkstruv algoritmus. Vyhneme se nicméné prili§ pomalé
binarni haldé a vyuzijeme skutec¢nosti, ze hrany v nasem grafu nabyvaji jen délek 0
nebo 1.

Z toho plyne, ze kdykoliv pomoci aktualné zpracovavaného vrcholu relaxujeme
sousedy, budou vzdélenosti sousedti od vrcholu u nejvyse o 1 vétsi, nez vzdalenost
aktualné zpracovavaného vrcholu. Vrcholy takové vzdalenosti zacneme z haldy od-
stranovat, az kdyz zpracujeme vSechny vrcholy majici stejnou vzdélenost od u jako
aktudlni vrchol. Rozmysleme si, ze celkovy pocet riznych vzdalenosti v haldé je
potom nejvyse 2 a rozdil téchto vzdalenosti je 1.

N

Efektivnéjsi haldu pro tento pfipad mizeme implementovat naptiklad pomoci
obousmeérné fronty. V té budeme uchovavat vrcholy sefazené sestupné podle jejich
vzdéalenosti od vrcholu u. Aktualni minimum se bude nachézet na konci fronty. Po-
piSme, jak do této haldy vlozit novy vrchol. Pokud je vzdalenost vkladaného vrcholu
stejna jako aktualné zpracovavaného vrcholu, je mensi nebo rovna minimu ve fronté
a muzeme proto vrchol bezpecné vlozit na konec fronty. Pokud je naopak vzdélenost
vkladaného vrcholu vyssi nez vzdalenost aktualné zpracovavaného vrcholu, musi byt
diky pozorovani o po¢tu hodnot a jejich rozdilu v haldé jeho vzdalenost vétsi nebo
rovnd vzdalenosti vrcholu na zacatku fronty. MuzZeme jej proto v takovém piipadé
vlozit na zacatek fronty.

Protoze vkladani i odstranéni vrcholu z fronty trva O(1), nalezneme nejkratsi
cestu v grafu v linedrnim c¢ase vzhledem k jeho velikosti.

’ v ’ ve
Casova a pamétova sloZitost

Pojdme rozebrat celkovou ¢asovou i pamétovou slozitost. Na pocdatku zalozime
graf o O(n) vrcholech a hranach a pomocné pole délky O(n). V kazdém z nésle-
dujicich ¢ krokd provedeme O(1) operaci a do grafu pfiddme O(1) hran a vrcholt.
Stavba grafu tak zabere O(n+ ¢) ¢asu a prostoru a vysledny graf bude mit O(n+ q)
hran i vrchold. Nakonec v O(n + ¢) nalezneme nejkratsi cestu s vyuzitim O(n + q)
pameéti.

Nase feSeni mé tedy celkovou ¢asovou i pamétovou slozitost rovnou O(n + ¢).



#include <iostream>
#include <vector>
#include <deque>

using namespace std;

struct Edge {

int node;
int weight;
};
int V, Q;

// Pole reprezentujici graf. Pro kaZdj vrchol obsahuje seznam sousedi
// a ohodnoceni hrany, kterd je spojuje.
vector<vector<Edge>> graph;

// Pole ukladajici pro kazdou barvu aktudlni vstupni a vystupni vrchol
vector<int> in;
vector<int> out;

void connect(int u, int v) {
// Propojime vstupni a vystupni vrcholy hranami délky 1.
graph[out [ul].push_back({ in[v], 1 });
graph[out [v]].push_back({ in[ul, 1 });

}

void paint(int u, int v) {
// P¥idéme novy vstupni vrchol vrcholu v a propojime jej
// s pivodnimi vstupnimi vrcholy u a v.
graph.push_back({ {in[ul, 0}, {in[v], 0} });
in[v] = graph.size() - 1;

// Ptidame novy vystupni vrchol vrcholu v a propojime jej
// s pivodnimi vystupnimi vrcholy u a v.
graph.push_back({});

int s = graph.size() - 1;

graph[out [u]l].push_back({ s, 0 });

graph[out [v]].push_back({ s, 0 });

out[v] = s;

int dijkstra(int source, int destination, vector<vector<Edge>> graph) {
deque<Edge> heap;
vector<int> distances(graph.size(), -1);

heap.push_back({ source, 0 });
while ('heap.empty()) {
int currentNode = heap.front() .node;
int currentDist = heap.front().weight;
// Vezmeme aktuadlni prvek zepfedu fronty.
heap.pop_front();

if (currentNode == destination) {
return currentDist;

}

if (distances[currentNode] != -1) {
continue;

}

distances[currentNode] = currentDist;



for (auto edge : graph[currentNode]) {
int newDist = currentDist + edge.weight;
// Vzdalenost souseda je stejnd jako aktualniho,
// takZe vlozime souseda na pfredek fronty.

if (newDist == currentDist) {
heap.push_front ({ edge.node, newDist });
} else {

// Vzdalenost souseda je v&t3i, takZe vloZime souseda
// na konec fronty.

heap.push_back({ edge.node, newDist });
}

¥
return -1;

}

int main() {
cin >> V >> Q;
// Udéléme si misto na vrcholy, véetné vstupnich a vystupnich.
graph.resize(3 * V);
in.resize(V);
out.resize(V);

int source, destination;
cin >> source >> destination;

// Propojime vrcholy s odpovidajicimi vstupnimi a v§ystupnimi vrcholy.
for (int i = 0; i < V; i++) {

// i+ V= out

// i+ 2V = in

graph[i] .push_back({ i + V, 0 });

out[i]l = i + V;

graph[i + 2 * V].push_back({ i, 0 });

in[i] =1 + 2 * V;

}

// Postavime na z&kladé instrukci zbytek grafu.
for (int i = 0; i < Q; i++) {

char op;

int u, v;

cin >> op >> u >> v;

if (op == ’p’) {
paint(u, v);
} else {
connect(u, v);
}
¥

// Nalezneme nejkrat$i cestu v postaveném grafu.
cout << dijkstra(source, destination, graph) << endl;
return O;



P-III-5 Jednosmérna jednokolejka

Zakladni navrh

Zakladni, nezoptimalizovany navrh algoritmu bude nasledujici: Budeme po-
stupovat od zacatku dne, tedy od minuty 0, a v kazdé minuté pro vSechny stavy
jednokolejky (kdy a kde na ni néco je) a moznosti drzenych vlakt spoéitame, jaké-
ho nejmensiho zpozdéni Ize dosdhnout, kdyz skon¢ime v daném stavu. Na zacatku
mame pouze stav, kdy zadné vlaky necekaji, a jednokolejka je prazdna, s nejlepsi
zpozdénim 0.

Déle v kazdé dalsi minuté n udéladme nasledujici: Uz mame vsechny vysledky
toho, jakého nejmensiho zpozdéni 1ze dosdhnout v minuté n — 1 s danym koneénym
stavem. Ke vSem témto moznostem pricteme zpozdéni drzenych vlakt za ubéhlou
minutu. Pokud v minuté n ptijely vlaky, tak je pfiddme do vsech stavii jako drzené.

Nasledné pro kazdou moznost drzenych vlakt zkusime vypustit néjaké z nich.
Stav jednokolejky urci zpozdéni téchto vlakl, a novy stav jednokolejky. Pokud vy-
sledné zpozdéni pro zbyvajici drzené vlaky bude lepsi, nez doposud nejlepsi, tak si
ho zapamatujeme.

Tento algoritmus projde vSechny moznosti, a tedy je korektni, ale neni efektivni.
Mnoho stavti, které prochazi, nevedou k lepsimu feSeni, a tedy je nemusime zkousSet.

Ofezani stavového prostoru

Nejprve si vsimneme, Ze si nemusime pamatovat cely stav jednokolejky, ale staci
nam védét cas t, kdy z ni odjede posledni vlak. Tento ¢as nam totiz staci, abychom
urcovali zpozdéni nésledujicich vlakti: Reknéme, Ze na jednokolejku pustime vlak.
Pokud tento vlak nebude brzdén jinym vlakem, ktery jiz je na jednokolejce, tak na
predchozich vlacich nezalezi. Pokud nas néjaky vlak bude brzdit, tak jednokolejku
opustime spolu s nim, coz je pravé v cas t.

Déle zlepsime situaci s drzenymi vlaky: Prvnim dilezitym pozorovanim je, ze
nikdy nemusime drzet expresy pred jednokolejkou. Jelikoz expres je vzdy stejné
rychly nebo rychlejsi nez ostatni vlaky, nemiize nikdy zptisobit zpozdéni jinému
vlaku. Jeho zdrzeni by tedy pouze mohlo zptsobit zpozdéni samotnému expresu,
coz se nikdy nevyplati.

Druhym dilezitym pozorovanim je, Ze vlaky se vyplati poustét pouze v ¢asech,
kdyz je né€jaky vlak zrovna pripraven k odjezdu. Pokud v minuté ¢ neni zadny vlak
pripraven k odjezdu, tak bychom mohli vSechny vlaky, co nyni poustime, vypustit
o minutu dfive, ve stejném poiadi, coz muze ¢as odjezdu posledniho vlaku a zpozdéni
pouze zmensit.

Tfetim pozorovanim je, ze pokud vypustime vlak daného typu, tak mtizeme
vypustit vSechny vlaky tohoto typu: Pokud bychom néktery z téchto vlakt vypustili
pozdéji, tak musi také dojet pozdéji, a tedy mit vyssi zpozdéni. Jelikoz vypoustime
alespon jeden vlak tohoto typu, tak dalsi vlaky nezptisobi zadné dalsi zpozdéni.

Ctvrtym pozorovanim, které potfebujeme, je to, Ze pokud v dané minuté vypus-
time néjaky vlak, tak pred nim mizeme vypustit vSechny vlaky, které jsou rychlejsi,
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nez tento vlak. Tyto vlaky nemtizou zptisobit zpozdéni nasemu vlaku, a jelikoZ po-
jedou pred nasim vlakem, tak ani zaddnému dalsimu. Kdybychom je poslali az po
nasem vlaku, tak by dojeli do cile stejné nebo pozdéji, takze neni potfeba s nimi
Cekat.

Tyto pozorovani exponencialné snizi potfebny pocet stavi, které budeme uva-
zovat. Dokonce nam jich bude staéit fadové n?. Staci nAm pouze uvazovat stavy, kde
si pamatujeme, kdy naposled odjely rychliky, a kdy naposledy odjely osobaky. Pod-
le prvniho pozorovani muZzeme vynechat expresy. Navic podle téchto ¢ast odjezdu
muzeme urc¢it, kdy z jednokolejky odjede posledni vlak, coz je posledni ¢ast stavu,
kterou potfebujeme.

Rychly algoritmus

Diky druhému pozorovani nemusime iterovat pfes vSechny Casy t, ale pfes jen
dasy, kdy se pfipravi n&jaky vlak. Tyto asy nazveme p;, ¢islované od 1 do n. Necht
Dir][o] je tabulka velikosti (n+1) x (n+1), kde D[r][0] je nejmensi mozné zpozdéni,
pokud jsme naposledy vypustili rychliky v p,, a osobni vlaky v p,. Pripad r = 0
(resp. 0 = 0) bude znamenat, Ze jsme zadné rychliky (resp. osobni vlaky) jesté
nevypustili.

Za¢neme opét s jednim stavem: D[0][0] = 0. Zbytek nastavime na oo, nebot
nemuzou nastat. Potom postupujeme pfes vSechny c¢asy p;.

Na zacatku zpracovavani Casu p; aktualizujeme tabulku D, aby popisovala
zpozdéni v Gase p; misto p;_1. Ve stavu D[r|[o] kazdy ¢ekajici vlak nabude p; — p;—1
zpozdéni. Jesté potiebujeme zjistit kolik takovych vlakt je, tedy kolik rychlikid se
pripravi mezi ¢asy r a p;, a kolik osobnich vlakt se pfipravi mezi o a p;. Tohle lze
pfedpoditat napfiklad pomoci prefixovych souétt.*

Pokud v ¢ase p; byl k odjezdu ptipraven expres, tak jej ke kazdému stavu D|[r][o]
rovnou piidédme. Jeho ¢as opusténi jednokolejky ziskdme jako maximum z {o+tos, 7+
tr, i + tex}, a zpozdéni je toto ¢islo bez p; + tgx. Pokud piijede jiny vlak, tak je
vzhledem k zptisobu reprezentace stavli drzen pfed jednokolejkou.

Dale budeme poustét rychliky a pak osobni vlaky, diky ¢tvrtému pozorovani.
Pousténi rychlikti znamena, ze se pokusime zlepsit D[i][o], pomoci D|r][o], pro v8ech-
na r a o. Jiné pousténi zkouset nemusime, diky tfetimu pozorovani. Tyto rychliky,
které vypustime, dorazi v ¢ase {0 + tos, p; + tr}, 2z Cehoz ziskdme zpozdéni kazdého
z nich, a jejich pocet ziskdme pomoci prefixovych soucti.

Nakonec pustime osobni vlaky. Diky ¢tvrtému pozorovani je staci vypoustét
ze stavl, kdy uz jsme vypustili vSechny rychliky. Budeme tedy zlepSovat D]i][i]
pomoci DJi][o], pro v8echna o. Osobni vlak nejde zdrzet, takze staci udélat D[i][i] =
min(DJi][i], DIilo])-

Jelikoz prochazime vSechny stavy kromé téch, které jsme odargumentovali jako
suboptimalni, tak je algoritmus korektni.

* Vice najdete na [bitps://ksp.mJl.cuni.cz/encyklopedie/zakladni-algoritmy )
v sekci Prefixové soucty.



https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/zakladni-algoritmy/

Algoritmus potfebuje O(n?) paméti na tabulku D a na zbytek jen O(n). Cel-
kova pamétova sloZitost je tedy O(n?).

Casova slozitost je O(n3): Hlavni ¢asti je iterace pies p;, kterych je n. V kazdé
iteraci déldme koneény pocet operaci pro kazdé policko v tabulce D, tedy O(n?).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
using 11 = long long;
const 11 INF = 1el8;

struct ArrivalTime {
11 time;
11 os_count;
11 r_count;
11 ex_count;

int main() {
11 train_count, os_travel_time, r_travel_time, ex_travel_time;
cin >> train_count >> os_travel_time >> r_travel_time >> ex_travel_time;

vector<ArrivalTime> arrival_times;
arrival_times.push_back({-INF, 0, 0, 0});

for (11 i = 0; i < train_count; i++) {
11 arrival_time; char typel[3];
cin >> arrival_time >> type;

if (arrival_times.back().time < arrival_time) {
auto [_, os_count, r_count, ex_count] = arrival_times.back();
arrival_times.push_back({arrival_time, os_count, r_count, ex_count});

}

if (strcmp(type, "Os"™) == 0) {
arrival_times.back().os_count += 1;

} else if (strcmp(type, "R") == 0) {
arrival_times.back().r_count += 1;

} else if (strcmp(type, "Ex") == 0) {
arrival_times.back().ex_count += 1;

}

}

// dplos][r] - arrival_times[os].time = maximalni ¢as odjezdu posledniho Os,
// arrival_times[r].time = maximalni &as odjezdu posledniho R
vector<vector<1l1l>> dp(arrival_times.size(),

vector<ll>(arrival_times.size(), INF));
dp[0][0] = 0;

for (int i = 1; i < arrival_times.size(); i++) {

// Zpozdéni &ekajicich vlakd
for (int os = 0; os < i; os++) {
for (int r = 0; r < i; r++) {
11 waiting_train_count = arrival_times[i - 1].os_count
- arrival_times[os].os_count;
waiting_train_count += arrival_times[i - 1].r_count
- arrival_times[r].r_count;
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dplos] [r] += waiting_train_count

* (arrival_times[i].time - arrival_times[i - 1].time);
}

}

// zpozdéni Ex
for (int os = 0; os <= i; os++) {
for (int r = 0; r <= i; r++) {
11 last_train_finish_time =
max (arrival_times[os].time + os_travel_time,

arrival_times[r].time + r_travel_time);
11 ex_trains_delay =

max(OLL, last_train_finish_time

- (arrival_times[i].time + ex_travel_time));
dplos][r] +=

(arrival_times[i] .ex_count - arrival_times[i - 1].ex_count)
* ex_trains_delay;

}

// zpozdéni R
for (int os = 0; os <= i; os++) {
for (int r = 0; r < i; r++) {
11 last_train_finish_time =

= max(OLL, arrival_times[os].time + os_travel_time
11 r_trains_delay =
max(OLL, last_train_finish_time

- (arrival_times[i].time + r_travel_time));
11 r_depart_count =

arrival_times[i] .r_count - arrival_times[r].r_count;
dplos][i] =

min(dplos] [i], dplos][r] + r_depart_count * r_trains_delay);
}
}
// zpozdéni 0Os
for (int os = 0; os < i; os++) {
for (int r = 0; r <= i; r++) {

dplil[r] = min(dp[il[r], dplos][rl);
}

}

cout << dplarrival_times.size() - 1][arrival_times.size() - 1] << endl;



P-III-6 Poditame s tridénim

Pfi psani generatoru se hodi si nejprve nadefinovat pomocné funkce na vypi-
sovani instrukci. Nejjednodussi je napsat jednu funkci inst(...), kterd vypise své
argumenty jako instrukci a vrati ¢islo této instrukce. To ndm umozni zapsat vyraz
»jadro s ID 1 vrati své oblibené cislo, ostatni jadra oblibené cislo jadra nalevo“
jako inst("if", inst("=", inst("id"), inst("comnst", 1)), inst("input",
2), inst("left", inst("input", 2))). O néco prehlednéjsi je nadefinovat funk-
ci pro kazdou z instrukeci.

V mnoha jazycich je ale mozné zajit jesté o krok dale a vytvofit tfidu re-
prezentujici vysledek instrukce a na ni nadefinovat operatory, které vypiSou pii-
slusnou instrukci a vrati jeji vysledek. V tomto feseni budeme pro ukézkové ku-
sy kédu pouzivat pravé takovou tfidu napsanou v Pythonu. Ta ndm umozni vyse
uvedeny vyraz zapsat jako (Result.id() == 1).switch(Result.input(2), Re-
sult.input(2).left()). Kdéd této tfidy najdete na konci feseni. Mizete si vSim-
nout, ze:

e Konstanty je mozné psat primo jako konstanty, instrukce const se vypise
automaticky.

® Instrukce id a input vytvari statické metody.

® Instrukce left, right a sort vytvari normalni metody.

® Instrukci if vytvari metoda switch, protoze if je v Pythonu kli¢ové slovo.

Pokud je N malé (N < 27)

Pro ziskani jednoho bodu staci tlohu vyftesit v linearnim case. To lze udélat
napiiklad tak, ze jadra N-krat poslou ulozené oblibené ¢islo a ID doleva. Po kazdém
kroku si jadro toto oblibené ¢islo ulozi, pokud je ptislusné ID rovno ID jejich idolu.

Program (Python 3):

def main(cores: int) -> Result:
idol = Result.input(1)
id = Result.id()
number = Result.input(2)
answer = -1

for _ in range(cores):
answer = (id == idol).switch(number, answer)
number = number.left()
id = id.left()

return answer

Pokud jadra maji stejné idoly (d = S)

V sadé€ testt za dalsi bod miizeme predpokladat, ze vSechna jadra maji stejny
idol. Bude tedy existovat jedno jadro, které je svym vlastnim idolem. Toto jadro
preda své oblibené ¢islo jadru s ID 0, podobné, jako jsme v domacim kole do jadra
s ID 0 ukladali nejmensi ¢islo. Poté toto ¢islo zkopirujeme do vSech jader, podobné
jako jsme v krajském kole do vSech jader kopirovali soucet. Tim ziskame FeSeni
v O(log N).



Program (Python 3):

# Jadro, co je svym vlastnim idolem, pfedd oblibené ¢&islo jadru s ID O.
def find_common_answer() -> Result:

idol = Result.input(1)

number = Result.input(2)

is_correct = idol == Result.id()
is_correct.sort()

return is_correct.switch(number, number.left())

# Z jadra s ID O odpovéd zkopirujeme do vSech jader.
def distribute(answer: Result, cores: int) -> Result:
id = Result.id()
id.sort()

correct_count = 1

while correct_count < cores:
(id % correct_count).sort()
answer = (id < correct_count).switch(answer, answer.left())
correct_count *= 2

return answer

def main(cores: int) -> "Result":
return distribute(find_common_answer(), cores)

Pokud jadra maji ruzné idoly a idoly maji opaénou paritu (d =R,p = P)

V dalsich dvou fesenich budeme pfedpokladat, ze zadné dvé jadra nemaji stejny
idol.

Chtéli bychom jadra seradit tak, aby kazdé jadro bylo vedle svého idolu. To
ale neni snadné — kdyz jadra sefadime podle ID jejich idolu, ale pak tento idol
udéla totéz a presune se jinam. Ve dvou sadach testl nastésti plati ponékud zvlastni
podminka — jadra se sudym ID maji idol s lichym ID, a naopak. To ndm umozZni
tlohu vyftesit nadvakrat. V prvni fazi se oblibené ¢islo svého idolu dozvi jadra se
sudym ID, v druhé jadra s lichym ID.

Jadra si v kazdé fazi rozdélime na ta, co Cislo ,vysilaji“, a na ta, co ho ,pfi-
jimaji“. Jadra nejprve sefadime podle jejich role, napf¥. prijimajici napravo. Poté
jadra sefadime podle vhodné zvoleného klice. Klicem vysilajicich jader bude jejich
ID, klicem ptijimajicich jader bude ID jejich idolu. Tim docilime toho, Ze pf¥ijima-
jici jadra budou hned napravo od jejich idolu. Mohou si tedy snadno precist jeho
oblibené ¢islo. Toto feSeni b&zi v O(1).

Program (Python 3):

def main(cores: int) -> Result:
idol = Result.input(1)
number = Result.input(2)

# Provedeme jedno kolo vysilani.
def transmit(receiver_parity: int, default: Operand) -> Result:
is_receiver = Result.id() ) 2 == receiver_parity
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# Jadra sefadime, aby pfijimajici jadra byla hned napravo od jejich idold.
is_receiver.sort()

key = is_receiver.switch(idol, Result.id())

key.sort ()

return is_receiver.switch(number.left(), default)

# Licha jadra poSlou ¢isla sudjm.
result = transmit(0, -1)

# Sudd jadra poSlou ¢isla lichym.
result = transmit(1l, result)

return result

Pokud jadra maji ruzné idoly, poprvé (d = R)

Pro tuto podulohu zndme dvé pékna feseni, ukdzeme si obé. Obé vychazeji
z predchoziho feSeni.

Predchozi feseni funguje v ptripadé, ze ID jadra a ID jeho idolu maji jiny nejmé-
né vyznamny bit. Jadra, kterd tuto podminku nespliiuji, odpovi $patné (coz umi
poznat), ale ostatni jadra nijak negativné neovlivni. Toto FeSeni miizeme snadno
upravit, aby fungovalo, pokud se ID jadra a ID idolu lisi v i-tém bitu, pro libovolné
i. Spustime ho tedy log N-krat, pro kazdy bit v zapisu identifika¢nich ¢isel jednou.
Tim jsme docilili toho, ze jadro znd spravnou odpovéd, pokud se jeho ID a ID je-
ho idolu lisi v alespon jednom bitu. V opacném pfipadé musi byt svym vlastnim
idolem, tedy muze odpovédét svym vlastnim oblibenym cislem. Tim ziskdme FeSeni
v O(log N).

Program (Python 3):

def main(cores: int) -> Result:
idol = Result.input(1)
number = Result.input(2)

def transmit(bit: int, receiver_parity: int, default: Operand) -> Result:
parity = (Result.id() & 1 << bit) != 0
is_receiver = parity == receiver_parity

is_receiver.sort ()
is_receiver.switch(idol, Result.id()).sort()

return (Result.id().left() == idol).switch(number.left(), default)

# Tato hodnota se pouzije, pokud se ID jadra a jeho idolu neli$i v Zadném bitu.
result = number

for i in range(cores.bit_length()):
# Jadra, co maji v i-tém bitu ID O, pfijmou &isla od téch, co tam maji 1.
result = transmit(i, O, result)
# Jadra, co maji v i-tém bitu ID 1, pfijmou ¢isla od téch, co tam maji O.
result = transmit(i, 1, result)

return result
Pokud jadra maji ruzné idoly, podruhé (d =R)
Predchozi feseni jadra déli na vysilajici a pfijimajici. Problém je v tom, Ze

kazdé jadro musi jak vysilat, tak pfijimat, takze takové rozdéleni neni mozné. Tento
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problém vyfesime pomoci sily pratelstvi. Jadra rozdélime do dvojic — nulté s prvnim,
druhé s tretim, a tak dale. Kamaradi si vyméni ID, oblibena ¢isla a ID idoli. Sudé
jadro ve dvojici bude mit za kol za obé jadra pfijimat, zatimco liché jadro bude
mit za ukol za obé jadra vysilat.

Vysilajici jadra tedy maji za kol vysilat dvé ¢isla, obdobné pfijimajici jadra
maji dveé ¢isla pfijmout. Toho miizeme snadno dosahnout ve ¢tyfech vysilacich fazich.
Nejprve jadra vysilaji a pfijimaji své prvni ¢islo, potom vysilaji druhé a ptijimaji
prvni* a tak déle. Tim ziskdme feSeni v O(1).

Program (Python 3):

def is_receiver() -> Result:
return Result.id() % 2 == 0

def is_sender() -> Result:
return Result.id() % 2 == 1

# Provedeme jedno kolo vysilani.

def transmit(idol: Operand, id: Operand, num: Operand, default: Operand) -> Result:
is_receiver().sort ()
is_receiver() .switch(idol, id).sort()

return (id.left() == idol).switch(num.left(), default)

def main(cores: int) -> Result:
idol = Result.input(1)
number = Result.input(2)
# Pro prijimajici jadra:
idol_1 = idol
idol_2 = idol.right()
# Pro vysilajici jadra:
id_1 = Result.id()
id_2 = id_1 - 1
number_1 = number
number_2 = number.left ()
result_1 = transmit(idol_1, id_1, number_1, -1)
result_1 = transmit(idol_1, id_2, number_2, result_1)
result_2 = transmit(idol_2, id_1, number_1, -1)
result_2 = transmit(idol_2, id_2, number_2, result_2)
Result.id() .sort ()
result = is_sender().switch(result_2.left(), result_1)

return result

Obecné Feseni
Pokud bude mit vice jader stejny idol, tak se predchozi feSeni rozbiji, protoze
v jedné fazi mize napravo od jednoho vysilajictho jadra skoncit vice prijimajicich,

* Tyto dvé faze by bylo mozné sloucit do jedné — vysilajici jadro zastupuje jadra
se sousednimi ID, takze staci jadra sefadit tak, aby pfijimajici jadra se sudym a
lichym idolem skoncila na riznych stranach vysilajiciho jadra.
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a to az N/2. Neni jednoduché zafidit, aby se kazdé z nich dozvédélo éislo pfislusného
vysilajiciho jadra.

z domaéciho kola. Jadra si na zacatku sefadime primérné podle jejich idolu a sekun-
darné podle jejich ID. Z kazdého intervalu jader se stejnym idolem vybereme jedno,
tentokrat to posledni, a nazveme jej zdstupcem. Zastupce bude mit za tkol zjistit ob-
libené ¢islo svého idolu a nakonec ho predat vSem jadriim se stejnym idolem. Pokud
v néjaké fazi néjaké prijimajici jadro neni zastupce, pak se pfesune na jeden z konct
posloupnosti, aby zastupctim ve ¢teni neprekézelo.* Toho miZeme dosdhnout tak,
ze mu ID idola do¢asné zménime na —1.

Poté, co se zastupci dozvi oblibené ¢islo svého idola pomoci jednoho z pred-
chozich algoritmu, tak jadra znovu sefadime nejprve podle jejich ID, pak podle 1D
idola. Zbyva néjak Feseni zkopirovat z kazdého zastupce na vSechna jadra v jejich
intervalu. Nabizi se v rdamci kazdého intervalu pouzit algoritmus na kopirovani ¢i-
sel, ktery jsme pouzili v feSeni druhé sady vstupi. To bohuzel nefunguje — v ramci
intervalu néktera ID jader chybi, s ¢imz algoritmus nepocité. Pouzijeme tedy stejny
trik jako v tloze Poradi z krajského kola a budeme v rekurzivnim kroku odstrarovat
jadra jen tehdy, kdyz opravdu maji druhé jadro do dvojice.** Presnéji:

1. Sefadime jadra podle skutecného ID, pak podle ID idola, pak pfesuneme
vyfazené na konec.

2. Pokud mé jadro co neni zastupce liché ID a jadro nalevo od néj mé o jedna
mensi ID, pak jej vyradime.

3. Vsechna ID pomyslné vydélime dvéma.

4. Rekurzivné vyiesime zbylé jadra.

5. Zmény provedené v 2. a 3. kroku vratime zpatky, jadra sefadime jako v 1.
kroku.

6. Jadra, co jsme pravé ,odvytadili“, si zkopiruji hodnotu od jadra nalevo
od nich.

Téchto rekurzivnich krokt provedeme log N. Pak bude virtualni ID vsech ja-
der 0, a tedy bude v kazdém intervalu jen jedno jadro, a to zastupce, ktery uz feSeni
Zna.

Tim ziskdme FeSeni celé tlohy v O(log N).

Také je mozné obdobnym zpusobem ¢islo zkopirovat v ramci kazdé fazi z vy-
silajiciho jddra na vSechna pfislusna prijimajici. Pokud timto zptisobem upravime
druhé z Feseni pro d = R, ziskdme také algoritmus v O(log N). Pokud takto upravime
prvni feSeni, tak ziskdme algoritmus v (’)(log2 N), coz stadi alespoii na pfedposledni
sadu testi.

*  Mizete si rozmyslet, Ze to neni potieba, pokud pred kazdou fazi jadra sefadime
podle jejich ID.
**  Také bychom mohli pouzit feSeni tlohy Pofadi pfimo a precislovat ID, aby
souvisla byla.
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Program (Python 3):

# Zjistime, kdo je zastupce.

def elect_representatives(idol: Result) -> Result:
Result.id().sort()
idol.sort ()

# Zastupce je prvnim jadrem v intervalu.

# MiZe se stat, Ze maji vS8ichni stejny idol,

# proto bude jadro s ID O vzdy zastupce.

is_representative = (idol.left() != idol) | (Result.id() == 0)
return is_representative

# Zkopirujeme feSeni ze zastupcl do ostatnich jader.
def distribute_result(value: Result, idol: Result, cores: int):
is_representative = elect_representatives(idol)

def inner(id: Result, gone: Operand, bits: int) -> Result:
# Pokud jsme provedli log N krokd, pak zbyl jen zastupce.
if bits ==
return value

def sort():

Result.id() .sort ()

idol.sort()

Result.operand(gone) .sort ()
# Zjistime, jestli se jadro pravé stava vyrazenjym.
sort ()
is_going_away = id // 2 == id.left() // 2
is_going_away &= is_representative ~ 1
is_going_away &= gone ~ 1

# Zbyla jadra se dozvi feSeni rekurzivné.
result = inner(id // 2, gone | is_going_away, bits - 1)

# Vyrazend jadra si zkopiruji vjysledek od jadra nalevo.
sort ()
result = is_going_away.switch(result.left(), result)

return result
bits = cores.bit_length() - 1
return inner(Result.id(), 0, bits)

NO_IDOL = -1

def main(cores: int) -> Result:
idol = Result.input(1)
optional_idol = elect_representatives(idol).switch(idol, NO_IDOL)

Result.id() .sort ()
# Sem je potfeba doplnit jedno z predchozich dvou feSeni.
result = main_for_unique_idols(cores, idol=optional_idol)

return distribute_result(result, idol, cores)
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Pomocna t¥ida (Python 3):

class Result:
last_id = 0

def __init__(self, number: int):
self .number = number

def __str__(self) -> str:
return str(self.number)

@staticmethod

def raw_inst(name: str, *operands: list[int]) -> "Result":
print(name, *operands)
Result.last_id += 1
return Result(Result.last_id)

@staticmethod
def operand(operand: "Operand") -> "Result":
if isinstance(operand, int):
return Result.const(operand)
else:
return operand

@staticmethod
def inst(name: str, *operands: list["Operand"]) -> "Result":
return Result.raw_inst(name, *(Result.operand(v) for v in operands))

@staticmethod
def const(value: int) -> "Result": return Result.raw_inst("const", value)
@staticmethod
def input(index: int) -> "Result": return Result.raw_inst("input", index)
@staticmethod

def id() -> "Result": return Result.raw_inst("id")

def left(self) -> "Result": return Result.inst("left", self)

def right(self) -> "Result": return Result.inst("right", self)

def copy(self) -> "Result": return Result.inst("copy", self)

def sort(self) -> "Result": return Result.inst("sort", self)

def switch(self, true: "Operand", false: "Operand") -> "Result":
return Result.inst("if", self, true, false)

def __add__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("+", self, other)

def __sub__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("-", self, other)
def __mul__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("*", self, other)
def __floordiv__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("/", self, other)
def __mod__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("%", self, other)
def __and__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("&", self, other)

def __or__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("|", self, other)
def __xor__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst(""", self, other)

def __radd__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("+", other, self)
def __rsub__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("-", other, self)
def __rmul__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("*", other, self)
def __rfloordiv__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("/", other, self)
def __rmod__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("),", other, self)
def __rand__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("&", other, self)

def __ror__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("|", other, self)

def __rxor__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst(""", other, self)

def __eq__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("=", self, other)
def __ne__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("!=", self, other)
def __lt__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("<", self, other)
def __gt__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst(">", self, other)
def __le__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst("<=", self, other)
def __ge__(self, other: "Operand") -> "Result": return Result.inst(">=", self, other)
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Operand = Result | int

if __name__ == "__main__":
cores = int(input().split() [0])
main(cores) .copy ()
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