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P-II-1 Nejvétsi ¢tverec

Nejjednodussi zptisob, jak tlohu vyftesit, je prochazet vSechny ¢tvercové sekce
chodniku a pamatovat si doposud nejvétsi takovou, kterd obsahuje £ nebo méné roz-
bitych dlazdic. Naptiklad pro kazdou dlazdici miizeme zkontrolovat vsechny ¢tverce,
jejichZz levym hornim rohem je tato dlazdice a které se vlezou na chodnik. Jejich
velikost mtze byt 1 az O(min(n,m)), takze celkem se jednd o O(nm min(n,m))
Ctverct.

Pokud budeme pocet rozbitych dlazdic v daném cCtverci pocitat po jednom,
dostaneme spravné feseni s ¢asovou slozitosti O(nm[min(n,m)]?), bohuzel piilis po-
malé pro vstupy s n,m > 50.

Na problémy typu ,,pocet/soucet v obdélniku“ existuje mnoho rychlych feseni.
Pro nasSe potieby posta¢i dvourozmérné prefixové soucty. Pro kazdou dlazdici se
soufadnicemi (z,y) pfedpoéitdme, kolik rozbitych dlazdic se nachdzi v obdélniku,
jehoz levy horni roh je samotny levy horni roh chodniku a pravy dolni roh je dlazdice
(z,y). Pak lze spoc¢itat pocet rozbitych dlazdic v libovolném obdélniku v konstantnim
dase.!

Nejdrive musime prefixové souCty spocitat, coz trva imeérné poctu zahrnutych
dlazdic: O(nm). Diky témto prefixovym souc¢ttim jsme nésledné schopni zpracovat
kazdy ¢tverec v konstantnim Case, coz nam déava slozitost imérnou poctu ¢tvercovych
sekci: O(nm min(n, m)). Celkova ¢asova slozitost je tedy O(nm + nmmin(n,m)) =
= O(nmmin(n,m)).

Linearni feSeni

Ctvercovou sekci chodniku nazveme pouzitelnou, pokud obsahuje k nebo méné
rozbitych dlazdic, a je tedy moznym feSenim.

Pro rychlejsi feseni pouzijeme néasledujici princip: Pokud najdeme pouzitelny
Ctverec velikosti a, nema uz cenu zkouset ¢tverce velikosti a nebo mensi, protoze
nemohou nase feSeni dale vylepsit.

Necht a je velikost strany nejvétsiho doposud nalezeného pouzitelného ¢tverce,
na zacatku 0. Opét budeme zkouSet vSechny dlazdice chodniku a hledat co nejvét-
$1 pouzitelnou ¢tvercovou sekci s levym hornim rohem na dané dlazdici a velikosti
strany alespon a + 1: Zjistime, kolik rozbitych dlazdic obsahuje. Pokud neni pouzi-
telnd, nemohou byt pouzitelné ani vétsi, které ji zahrnuji, a mizeme se posunout
na dalsi dlazdici. Pokud naopak je pouzitelnd, mizeme a postupné zvysovat o jedna
a zkoumat sekce se stejnym levym hornim rohem, dokud nenarazime na néjakou
nepouzitelnou nebo na konec chodniku.

1 Presné vysvétleni (i s obrazky) najdete na [biips://Esp.mJl.cuni.cz/kucharky)
kakladni-algoritmy A v sekci Prefixovée soucty.
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Vsimnéme si, ze po kazdém vypoctu rozbitych dlazdic ve ¢tvercové sekci se
bud presuneme k dalsi dlazdici, anebo zvét§ime a o jedna. Moznych levych hornich
rohil je nm a a mize byt maximalné min(n,m), takZe tento vypocet probéhne az
(nm + min(n, m))-kréat.

V kombinaci s dvourozmérnymi prefixovymi soucty, jejichz predpocitani zabere
O(nm) ¢asu a dotazy lze zodpovédét v konstantnim c¢ase O(1), tak lze dosdhnout
¢asové slozitosti O(nm + nm + min(n, m)) = O(nm).

Program (C++):

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

// pslrlls] ... poéet rozbitjch dlazdic ve &tverci od [0, 0] do [r - 1, s - 1]
int ps[1001][1001];
int n, m, k;

int count_broken(int r, int s, int a) {
// Pokud &tverec zasahuje mimo okraje, vratime k+1.
// Tim zajistime, Ze se nepouZije.
if (r+a>n |l s+ a>m) return k + 1;
return ps[r + alls + al - ps[r + al[s] - pslr]lls + al + ps[rl[s];

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
cin.tie(nullptr);

cin >> n >> m >> k;

vector<string> pavement(n);

for (int i = 0; i < n; ++i) {
cin >> pavement[i];

}

// inicializace prefixovjch souétd
for (int r = 0; r < n; ++r) {
for (int s = 0; s < m; ++s) {
pslr + 11[s + 1] = (pavement[r][s] == ’@’) + ps[r]l[s + 1]
+ pslr + 11[s] - pslrl[s];

}

int best_a
int best_r =
int best_s 5
for (int r = 0; r < n; ++r) {
for (int s = 0; s < m; ++s) {
while (count_broken(r, s, best_a + 1) <= k) {
best_a += 1;
best_r = r;
best_s = s;

o
o O O

}
}

cout << best_r + 1 << ? ? << best_s + 1 << ’ ’ << best_a << ’\n’;



P-II-2 Vynaseni odpadku

Jelikoz robot mutze nést jen jeden odpadek, bude stridavé chodit mezi popel-
nicemi a odpadky. Robotova cesta je tedy urcena poradim, ve kterém vyhazuje
odpadky. Pro dané poradi existuje jedina nejkratsi cesta, a to chodit pfimou cestou.
Samotné délka robotovy cesty se ale d4 popsat né¢im jednodussim, nez je poradi
odpadk.

Kazdy odpadek prispéje dvéma tseky cesty — cesta od popelnice k odpadku
a cesta od odpadku k popelnici. Druha cesta je vzdy stejné dlouha bez ohledu na
poradi vynéseni odpadkt. U prvni cesty jsou dvé moznosti jak miize vypadat — bud
jdeme od papirové, nebo od plastové popelnice. Tyto popelnice pro dany odpadek
nazveme startovni a cilové. Diilezitou roli v feSeni budou hrat odpadky, které maji
jinou startovni a cilovou popelnici. Takové odpadky nazveme prechodné. Délka cesty
zéalezi jen na tom, které odpadky jsou prechodné.

Mohli bychom sestavit feSeni jen na zakladé volby prechodnych odpadkt? Za
urcitych podminek ano. V§imnéme si, ze pokud neexistuje zadny plastovy odpadek,
tak nemiize existovat prechodny odpadek a délka cesty nejde zménit. Pokud ale
mame aspon jeden plastovy odpadek, jeden plastovy odpadek bude muset byt pte-
chodny. Pokud mame aspon jeden prechodny odpadek, budou se nam st¥idat tseky,
kdy chodime k papirové a kdy k plastové popelnici. Nepfechodné odpadky mizeme
vyhodit kdykoli, kdy chodime k dané popelnici. Dale musi platit, Ze pfechodnych
plastt je bud stejné nebo pravé o jedna vice, nez pfechodnych papirt. Pokud splni-
me tyto pozadavky, ur¢ité existuje cesta na vyneseni vSech odpadki, ktera ma pravé
zvolené prechodné odpadky.

Jak najit nejkratsi cestu? Urcité chceme za pfechodné odpadky zvolit ty, pro
které je to nejvyhodnéjsi. Pro kazdy odpadek si tedy spocitame, jakou délkou pii-
spé&je, pokud ho navstivime jako pfechodny a jako nepfechodny odpadek (oznac¢ime
po fadé p; a ¢;). Rozdil téchto dvou hodnot bude urcovat, jak moc nidm ,poma-
ze“, kdyz dany odpadek vezmeme jako pfechodny. Oznacime d; = p; — ¢;, toto ¢islo
urcuje o kolik se zméni délka cesty, pokud dany odpadek vezmeme jako prechodny
misto neprechodného. Je zfejmé, Ze pro dany pocet prechodnych odpadki je nejlepsi
vybirat ty, které ndm co nejvice pomizou — tedy maji d; co nejmensi.

Podle d; si tedy sefadime vSechny papiry a vSechny plasty zvlast. Zacneme
s cestou neobsahujici zddné prechodné odpadky. Poté budeme postupné pricitat d;
odpadki od nejmensich po nejvétsi, stiidavé plasty a papiry. Resenim bude nejmensi
délka cesty, kterou takto dostaneme. Tento algoritmus mé ¢asovou slozitost O((m +
n)log(m + n)) — kvili t¥idéni, ndsledny priachod je linedrni.

Poznamka

Existuje i feSeni s ¢asovou slozitosti O(m + n). Pokud bychom pfechodné od-
padky pridavali po dvou, délka postupné ziskdvané délky cesty budou neklesajici —
rozdil mezi dvéma po sobé jdoucimi délkami je d; + d,,+i, kde d; patii papirové-
mu odpadku s i-tou nejmensi hodnotou d a d,,; patfi plastovému odpadku s i-tou
nejmensi hodnotou d. Rozdil nésledujicich dvou délek je d;+1 + dpyit1, & to urcité
neni mensi.



Urcité tedy budeme chtit pfechodné odpadky pridavat, dokud je hodnota d; +
dm+; kladna. Na takovyto kol mtizeme nasadit binarni vyhleddvani. Jedinym pro-
blémem je, Ze nevime, jak spravné pulit interval, jelikoz odpadky nemame sefazené
podle d;. Nastésti ale existuje algoritmus Quickselect, ktery umi vyhledavat k-ty
nejmensi prvek v nesettidéném poli v linedrnim ¢ase. Pomoci tohoto algoritmu mu-
zeme najit pozadované d; a d,,+; a rozdélit odpadky pro binarni vyhledévani. Je-li
n' = min(m, n), pak ¢as strdveny bindrnim vyhleddvanim je n’ +n'/2+n'/4+ ... €
O(n') CO(m +n).

Zbyvé dodat, ze prechodnych odpadk® mutze byt i lichy pocet. Toto oSetfime
tim, Ze binarni vyhledavani spustime dvakrat a podruhé odstranime plast s nejnizsi
hodnotou d; a budeme ho rovnou pocitat jako prechodny. Z dvou délek, co nam
vyjdou, vybereme tu mensi.

Program (C++):
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

double dist(int x1, int y1, int x2, int y2) {
return sqrt((xl - x2) * (x1 - x2) + (y1 - y2) * (y1 - y2));
}

int main() {
int M,N,x1,y1,x2,y2;
cin >> M >> N >> x1 >> y1 >> x2 >> y2;

vector<pair<int, int>> paper(M), plastic(N);
for (int i = 0; i < M; i++) {
cin >> paper[i] .first >> paper[i].second;
¥
for (int i = 0; i < M; i++) {
cin >> plastic[i].first >> plastic[i].second;

}

double total = 0;

vector<double> paperDiff (M), plasticDiff(N);

for (int i = 0; i < M; i++) {
double dl1 = dist(x1l, yl1, paper[i].first, paper[i].second);
double d2 = dist(x2, y2, paper[i].first, paper[i].second);
total += 2 * di;
paperDiff[i] = d2 - di;

for (int i = 0; i < M; i++) {
double dl = dist(x1l, yl1, plastic[i].first, plastic[i].second);
double d2 = dist(x2, y2, plastic[i].first, plastic[i].second);
total += 2 * d2;
plasticDiff[i] = d1 - d42;

¥

sort (paperDiff.begin(), paperDiff.end());
sort (plasticDiff.begin(), plasticDiff.end());

double best = numeric_limits<double>::infinity();
if (N == 0)
best = total;



for (int i = 0; i < N; i++) {
total += plasticDiff[i];
best = min(best, total);
if (4 >= M)
break;
total += paperDiff[i];
best = min(best, total);
¥

cout << fixed << setprecision(10) << best << endl;



P-II-3 Vendeni

Mame zadany strom a chceme najit takovy vrchol, po jehoz odstranéni bu-
de nejdelsi cesta co nejkratsi. P¥imocary postup je zkusit odstranit kazdy vrchol,
spocitat pro néj nejdelsi cestu ve vysledném grafu, a nakonec vybrat ten nejlepsi.

Jak ale tuto délku urcit? Trividlnim feSenim by bylo z kazdého vrcholu spus-
tit prohleddvani do $ifky, a tim zméfit vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholu.
Takto bychom nasli nejvétsi vzdalenost v ¢ase O(N?). JelikoZ ji hleddme pro kazdy
zkouseny vrchol, celkova ¢asova slozitost bude O(N?3), coz nam staci na 2 body.
Rychlejsi algoritmus

Kdyz zkousime odebrat néjaky vrchol ze stromu, graf se ndm rozpadne na né-
kolik podstromi — délku nejdelsi cesty mtuzeme poéitat pro kazdy zvlast. V kontextu
stromu se této délce prezdiva primeér a lze ho urcit i rychleji, dokonce v linedrnim
Case. Zpusob1 je vice, ten nejelegantnéjsi si dokonce vystaci jen se dvéma prohleda-
nimi do sitky'. My si ukdZeme p¥istup z pohledu dynamického programovani (DP),
jelikoZz se nam bude hodit i pro plné feSeni.

Strom si libovolné zakofenime a jeho prumér budeme chtit spocitat z prameérta
jeho podstromt (a ty zase z primért jejich podstromd. .. ). Mizeme k tomu pouzit
prohledavani do hloubky — to nam zaruci, Ze kdykoliv odchézime z néjakého vrcholu,
urcité jsme jiz navstivili vSechny jeho déti. Pocitat budeme pro kazdy podstrom dvé
informace: maximalni hloubku a samotny prameér. Pro listy je oboji trividlné ¢islo 1.
Pro ostatni vrcholy spoc¢itdAme pomoci informaci od déti:

e maximéalni hloubka bude o jedna vyssi nez ta nejvétsi od déti
® pro primér mizeme uvazovat dva mozné piipady a zvolit ten nejvyssi:
o cesta nevede skrz rodi¢e — pouzijeme nejvyssi priumér od déti
o cesta vede skrz rodice — pak ta nejdelsi povede z/do dvou nej-
hlubsich vétvi (ty zndme z maximalnich hloubek)

Timto zptisobem postupné spocitadme priameéry vsSech podstromt, az nakonec
celého stromu. Staci nam na to jedno prohledani do hloubky, které zabere vuci
velikosti stromu linedrné mnoho ¢asu i prostoru. Jelikoz tento algoritmus poustime
dohromady jednou na celém grafu pro kazdy zkouseny vrchol, celkova ¢asova slozitost
bude O(N?), za coz dostaneme 5 bodti.

Optimalizace zkouSenych vrchola
Uzitecné pozorovani je, ze n&jakéd spravnd odpovéd jisté musi byt na nejdelsi
cesté stromu ze zadani. Odstranime-li totiz vrchol mimo takovou cestu, nejdelsi cesta
se nijak nezkrati. Postaci tedy vyzkouset jen vrcholy na néjaké nejdelsi cesté. Najit ji
mizeme tieba tak, Ze si v naSem DP budeme udrzovat i jaké listy primér vymezuji.
Nejdelsi cesta miize byt v nejhorsim piipadé velka jako cely strom. Zamysleme
se vSak nad dodateénym predpokladem podilohy za 7 bodu: pokud by mél zadany

I PYedist si o ném muiZete tieba tady pod nadpisem , Priimér stromu podruhé“:

Fiips:Tksp.ml.cun.cz/viz/29-1-7/resend
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strom primeér vétsi nez 199, tak i kdybychom jeho nejdelsi cestu rozplili, jisté€ bude
existovat cesta o délce alespon 100; tudiz by byl predpoklad porusen. Odtud plyne, Ze
na vsech vstupech této podulohy jsou prumeéry nizké a stihneme vyzkouset odstranit
vsechny vrcholy na cesteé.

Odpovédi podstromi

Abychom vyfesili celou ulohu, vyuZijeme toho, Ze v ramci naseho dynamického
programovani nepoc¢itdme primeér jen celého zakorenéného stromu, ale i vSech jeho
podstromi. Kdyz zkouSime odstranit néjaky vrchol, graf se ndm rozpada na riz-
né podstromy, jejichz priameéry si mizeme pfedpocitat. Konkrétné pokud budeme
zkouset pouze vrcholy na néjaké nejdelsi cesté, postaci nam hodnoty DP spocitat
dvakrat: jednou zakofenime na zacatku této cesty, jednou na jejim konci. Takto bu-
deme znat primeéry jak podstromi ,,vychéazejicich z nejdelsi cesty, tak podstromi
,ha cesté“.

Shrime si tedy findlni feseni. Nejdfive v zadaném stromu najdeme néjakou
nejdelsi cestu. Strom pak zakofenime na zacatku této cesty a vSem podstromim
spocitame prumeér. Poté strom zakofenime i na konci cesty a pripiSeme si pruméry
téchto podstromi. Nasledné projdeme celou cestu a budeme zkouset odstranit jeji
vrcholy: podivime se na primeéry v rozpadeném stromé. Nakonec zvolime takovy
vrchol, jenz minimalizuje nejvétsi primer.

DP pouzijeme trikrat a spotfebujeme na to linedarni mnozstvi ¢asu i prostoru.
Prochazet budeme sousedy vSech vrcholt na nejdelsi cesté; nékteré mohou mit mnoho
sousedi, jiné méné, dohromady vSak fadové nejvys linearné mnoho. Celkova Casova
i prostorova slozitost je tedy O(N).

Program (C++):

#include <iostream>
#include <vector>

#include <utility>
#include <cassert>

using namespace std;

struct OrientovanaHrana {
int soused;

// DP hodnoty pro pfislusnj podstrom

int prumer = -1;
int max_hloubka = -1;
int nejhlubsi_vrchol = -1;

pair<int,int> hranice_prumeru = {-1, -1};

OrientovanaHrana(int _soused): soused(_soused) {}

I
vector<vector<OrientovanaHrana>> graf; // ze vstupu

// vraci orientovanou hranu na sebe

OrientovanaHrana dp_dfs(int vrchol, int rodic = -1) {
OrientovanaHrana vysledek(vrchol);
vysledek.prumer = 1;
vysledek.max_hloubka = 0;



vysledek.nejhlubsi_vrchol = vrchol;
vysledek.hranice_prumeru = {vrchol, vrcholl};

int druha_max_hloubka = -1;
int druhy_nejhlubsi_vrchol = -1;

for (OrientovanaHrana& hrana : graf[vrchol]l) {
int soused = hrana.soused;
if (soused == rodic) continue;
hrana = dp_dfs(soused, vrchol);

// aktualizace dvou nejhlubsich vrchold

if (hrana.max_hloubka >= vysledek.max_hloubka) {
druha_max_hloubka = vysledek.max_hloubka;
druhy_nejhlubsi_vrchol = vysledek.nejhlubsi_vrchol;
vysledek.max_hloubka = hrana.max_hloubka;
vysledek.nejhlubsi_vrchol = hrana.nejhlubsi_vrchol;

} else if (hrana.max_hloubka > druha_max_hloubka) {
druha_max_hloubka = hrana.max_hloubka;
druhy_nejhlubsi_vrchol = hrana.nejhlubsi_vrchol;

}

// uvaZujme cestu neprochézejici vrcholem

if (hrana.prumer > vysledek.prumer) {
vysledek.prumer = hrana.prumer;
vysledek.hranice_prumeru = hrana.hranice_prumeru;

}

// uvaZujme cestu prochadzejici vrcholem
int delka = vysledek.max_hloubka + 1 + druha_max_hloubka;
if (delka > vysledek.prumer) {
vysledek.prumer = delka;
vysledek.hranice_prumeru = {vysledek.nejhlubsi_vrchol,
druhy_nejhlubsi_vrchol};
}

vysledek.max_hloubka++; // zapo&itéame sebe

return vysledek;

}

// uré&i rodi&e pro né&jaké zakoFfenéni
void rodice_dfs(vector<int>& rodice, int vrchol, int rodic = -1)
rodice[vrchol] = rodic;
for (OrientovanaHrana& hrana : graf[vrchol]) {
if (hrana.soused == rodic) continue;
rodice_dfs(rodice, hrana.soused, vrchol);

}

vector<int> cesta_z_hranic(pair<int,int> hranice) {
vector<int> cesta;

// zakofenime na konci cesty
vector<int> rodice(graf.size());
rodice_dfs(rodice, hranice.second);

// nasledujeme rodice od zalatku cesty
int vrchol = hranice.first;



int

}

int

while (vrchol !'= -1) {
cesta.push_back(vrchol) ;
vrchol = rodice[vrchol];

}

return cesta;

reseni() {
int nejlepsi_prumer = graf.size()+1; // nekoneino
int odpoved = -1;

// zakofenime v libovolném vrcholu, abychom na3Zli nejdelSi cestu
pair<int,int> hranice = dp_dfs(0) .hranice_prumeru;
vector<int> nejdelsi_cesta = cesta_z_hranic(hranice);

// spolitame DP se zakofenénim v zacatku a konci
dp_dfs(hranice.first);
dp_dfs(hranice.second) ;

// zkusime odstranit vSechny vrcholy na nejdel3i cesté
for (int vrchol : nejdelsi_cesta) {
int nejvyssi_prumer = 0;
for (OrientovanaHrana& hrana : graf[vrcholl) {
assert(hrana.prumer != -1); // DP by jiZz m&lo byt vypoé&itané
nejvyssi_prumer = max(nejvyssi_prumer, hrana.prumer);

if (nejvyssi_prumer < nejlepsi_prumer) {
nejlepsi_prumer = nejvyssi_prumer;
odpoved = vrchol;

}

return odpoved;

main() {

int n;

cin >> n;
graf.resize(n);

for (int i = 0; i < n-1; i++) {

int u, v;
cin >> u >> v;
u--; v--; // indexujme od nuly

graf [u] .push_back(OrientovanaHrana(v));
graf [v] .push_back(OrientovanaHrana(u)) ;

}

// indexujme zase od jednicky
cout << reseni()+1 << endl;



P-II-4 Pocitame s tFidénim

Pramérnost

Primér tzce souvisi se sou¢tem, takze nejprve spocitadme soucet vSech vstupi.
To jsme se naStésti uz naudili v domécim kole. Pokud si feseni tlohy Soucet z do-
maciho kola nepamatujete, pak vdm doporucujeme si ho pfecist znovu. Tentokrat
ale potfebujeme, aby se soucet dozvédéla vSechna jadra, nejen to s identifika¢nim
Cislem 0.

Hodnotu v jadru 0 tedy musime do ostatnich jader néjak zkopirovat. To udé-
lame presné opac¢né oproti tomu, jak jsme hodnoty scitali. Nejprve odsuneme na
konec posloupnosti vSechna jadra kromé téch s identifika¢nimi éisly 0 a N/2. Jadro
s ¢islem N/2 si pak soucet zkopiruje od jadra s ¢islem 0. Poté mezi né pfidame jadra
s Cisly N/4 a 3N/4, ktera si zkopiruji soudet od jader nalevo od nich, a tak dale.
Vypocet znazornuje tento binarni strom:

JNEEE, L umEE, L usEE, L esss
2 A A -
z T - R
H H H H
0 1 = 2 = 3 = 4
Tennnn® tunms? tuans® tuuus
- - u - -

I B -
0 HE N 4
-Qllll’ -Qllll’ -Qllll’

TS RITITS
- - - -
-l
0 1 = 2 3 = 4
I -Qllll’ I -Qllll’ I
0 1 2 3 4

Strom kopirovdni.

Poté, co se vSechna jadra dozvi soucet ¥, mize kazdé snadno ovérit, jestli
je jeho vstup podprimérny, praimérny nebo nadprimeérny. Spocitat prumeér piimo
nemizeme, protoze nemusi byt celé ¢islo. To nastésti neni potieba, protoze napf.
misto nerovnice a < 3/N mizeme vyhodnotit celo¢iselnou nerovnici aN < X.

Toto Teseni mé slozitost O(log N), stejné jako s¢itani.

Program:

# Zadefinujeme pomocné konstanty
dve: const 2
jadra: const N

## Scitame

# Nastavime ,proménné" na jejich pocateéni hodnotu
id: id

mezisoucet: input 1

Pro vsechna i od 0 do log, N — 1:

# K mezivysledku pficteme mezivysledek jadra napravo
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napravo: right mezisoucet
mezisouCet: + mezisoulet napravo

# Jadra s lichymi ID presuneme na konec
zbytek: % id dvé
sort zbytek

# Pomyslné ID pro dalSi operace vydélime dvéma
id: / id dvé

soucet: copy mezisoucet
## Zkopirujeme soucet

# Obnovime pivodni hodnotu id
id: id
Pro vSechna i od log, N — 1 do 0 (pozpatku):
# Spoc¢itame podil a zbytek po dé&leni ID ¢islem 27i

délitel: const 274
podil: / id dé&litel
zbytek: % id dé&litel

# Seradime jadra dle ID, poté ta nedélitelnd 27i pfesuneme na konec
sort id
sort zbytek

# Nova jadra si zkopiruji soucCet od jejich levého souseda

je_nové: % podil dvé
nalevo: left soucet
soucet: if je_nové nalevo soucet

# Porovname N * vstup se soultem

vstup: input 1

soucin: * vstup jadra
mensi: < soucin soucet
vetsi: > soucin soucet

- vétS8i mensi

Prefixovy soucet

Podobné jako Soucet v doméacim kole tuto tlohu vyfesime metodou rozdél a
panuj. Nejprve si ji ale trochu upravime: Budeme pocitat jen soucet vstupti vsech ja-
der nalevo od daného jadra. Vstup jadra samotného k této hodnoté snadno pfi¢teme
na konci. Budeme se opét snazit najit zpusob, jak N zredukovat na polovinu.

Podobné jako pii séitani sparujeme sousedni sud4 a lichd jadra. (P¥ipominame,
7e prvni jadro ma ID 0, a je tedy sudé.) Sudé jadra si ke svému vstupu na chvili
prictou vstup lichého jadra, lich4d jadra odsuneme na konec posloupnosti a tlohu
rekurzivné vyfesime pro N < N/2. Poté lichd jadra vratime zpatky mezi suda.
Vsimneme si, ze suda jadra v tu chvili uz maji prefixovy soucet spocitany spravné.
Licha jadra si mohou svij prefixovy soucet snadno dopocitat tak, Ze k prefixovému
sou¢tu sudého jadra pFictou jeho (pivodni) vstup.

Tim jsme ziskali TeSeni se slozitosti O(log N). Pribéh vypocétu mizeme opét
nakreslit jako binarni strom, ktery tentokrat projdeme dvakrat, jednou nahoru a
jednou dolu:
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Strom vypoctu. Jdadra magi vstup vlevo, prefizovy soucet vpravo.

Program:

# Zadefinujeme pomocné konstanty
dve: const 2

## Opét scitame

# Nastavime ,proménné" na jejich pocatecni hodnotu
id: id

mezisoucet_0: input 1

Pro vsechna 7 od 0 do log, N — 1:

# K mezivysledku pificteme mezivysledek jadra napravo
napravo: right mezisoucet_1
mezisouCet_i+1: + mezisoulet_< napravo

# Jadra s lichymi ID presuneme na konec
zbytek: % id dve
sort zbytek

# Pomyslné ID pro dalSi operace vydélime dvéma
id: / id dvé

## Spocitame samotné prefixové soucty

# Obnovime pivodni hodnotu id

id: id
# Prefixovy souCet prvniho jadra je O
prefix: const 0O

Pro vSechna i od log, N — 1 do 0 (pozpatku):
# Spoc¢itame podil a zbytek po déleni ID ¢islem 27i

délitel: const 271
podil: / id délitel
zbytek: % id d&litel

# Seradime jadra dle ID, poté ta nedélitelnd 27i pFfesuneme na konec
sort id
sort zbytek

# Nova jadra si spo¢itaji prefixovy soucet
je_nové: % podil dveé
prefix_nalevo: left prefix
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souCet_nalevo: left mezisoucet_%
novy_prefix: + prefix_nalevo souclet_nalevo
prefix: if je_nové novy_prefix prefix

# Nakonec pficteme vstup pro ziskani feSeni

vstup: input 1
+ prefix vstup

Poradi

Stejné jako v predchozich dvou tlohach opét pouzijeme metodu rozdél a panuj.
Tentokrat ale budeme misto N redukovat na polovinu K, jak uz napovida zddana
slozitost O(log K).

Jadra sefadime podle jejich vstupu. Tento vstup budeme chtit vydélit dvéma,
abychom problém zmensili. Pravdépodobné se ale stane, ze dvé jadra skondi se stej-
nym vstupem. To se stane kazdé dvojici sousednich jader, ktera maji vstupy ve tvaru
2i a 2i + 1, pro néjaké i. Kazdou takovou dvojici jader proto slou¢ime do jednoho
jadra. Kazdé takové levé jadro si zapamatuje, ze ve skutecnosti zastupuje dvé jadra
(nebo vice), a pravé jadro odsuneme na konec posloupnosti. Jadra, ktera do takové
dvojice nepatii, nechame byt.

Tim ziskdme problém s polovi¢ni hodnotou K, ktery rekurzivné vytresime. Tuto
pulku algoritmu muzeme opét znizornit stromem:

“anna

Strom vypoctu.
Jadra maji dole (pivodni) vstup, nahote pocet jader, kterd zastupugji.

Miuzeme si vSimnout, ze se tento algoritmus chova podobné jako algoritmus pro
prefixovy soucet, jen néktera jadra chybi. Tato jadra nékdy nepotfebujeme, protoze
by si stejné pamatovala jen samé nuly, jindy je musi zastoupit nejblizsi jadro napravo
od nich. Druha pulka algoritmu bude také témér stejna jako u prefixového souctu.
Odsunuta jadra budeme postupné vracet, kazdé vracené jadro si spocita poradi jako
soucet poradi jadra nalevo od néj a poctu jader, které toto jadro zastupuje.

Program:

# Zadefinujeme pomocné konstanty
jedna: const 1

dveé: const 2

## Jdeme po stromu smérem ke koFeni
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# Nastavime ,proménné" na jejich pocateéni hodnotu

vstup: input 1
je_vyrazené_0: const O
nasobnost_0: const 1

Pro vSechna ¢ od 0 do [logy (K +1)] — 1:

# Seradime jadra dle vstupu, vyrazend dame na konec
sort vstup
sort je_vyrazené_1

# Zjistime, jestli je jadro levé, respektive pravé ve dvojici

je_liché: % vstup dvé

vstup_vlevo: left vstup

oCekavany_vstup: - vstup jedna
ma_vlevo_oclekavany: = vstup_vlevo olekavany_vstup

je_pravé_v_dvojici: & je_liché ma_vlevo_ocekavany
je_levé_v_dvojici: right je_pravé_v_dvojici

# K nasobnosti levjch jader pricteme nasobnost pravyjch

nasobnost_vpravo: right nasobnost_1
soucet_nasobnosti: + néasobnost_< nasobnost_vpravo
nasobnost_i+1: if je_levé_v_dvojici soulet_nasobnosti nasobnost_<

# Prava jadra vyradime a zmenSime vstup
je_vyrazené_i+1: | je_vytazené_< je_pravé_v_dvojici
vstup: / vstup dvé

## Jdeme po stromu zpatky od koFene

# Obnovime vstup

vstup: input 1
# Poradi prvniho jadra je O
poradi: const 0

Pro vSechna i od [log, (K +1)] — 1 do 0 (pozpétku):

# Seradime jadra dle vstupu, vyrazend dame na konec
sort vstup
sort je_vyrazené_1

# Nové pridand jadra si spocitaji poradi

je_nové: = je_vyrazené_i+1

potradi_nalevo: left poradi

nasobnost_nalevo: left nasobnost_%

nové_poradi: + poradi_nalevo nasobnost_nalevo
pofadi: if je_nové nové_potradi poradi
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