74. ro¢nik Matematické olympiady — 2024 /2025

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tiloh mate 4.5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdé tlohy mé obsahovat popis Teseni, to znamend slovni popis principu
zvoleného algoritmu, argumenty zduvodriugict jeho spravnost (pfipadné dikaz sprév-
nosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho feSeni (Casovd a paméfovd slozitost).
Neni mozné odkazovat se na vase feSeni uloh z predchozich kol, opravovatelé je
nemusi mit k dispozici.

Do feseni nemusite psat odpovidajici program, algoritmus staci zapsat ve vhod-
ném pseudokédu nebo dokonce jenom slovné, je-li popis dostatecné podrobny a sro-
zumitelny. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy,
implementaci jednoduchych matematickych vztahti, vyhledavani v poli, tfidéni apod.

Za kazdou tlohu muzete ziskat maximélné 10 bodt. Hodnoti se nejen spréav-
nost feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy
posuzujeme podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoc¢tu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadani
kazdé ulohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na sou¢asném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.



Zaddni naleznete na dalsi strané.



P-III-1 Kresleni

Bentiv oblibeny kreslici software pravé dostal aktualizaci! Kdyz si Ben prochézel
nové funkce, nejvice ho zaujal nastroj ,,Seslat obdélnik®. Ten vytvari oblast pixelt
v horni listé, kterd se nasledné sesype az na spodek obrazku.

Ben chce tento nastroj vyuzit ve svém piistim umeéleckém dile. Jelikoz vSak sy-
paci animaci nelze preskocit, velmi obtiZzné se s touto funkci experimentuje. Pozadal
vas proto, abyste mu vytvorili program, ktery jeho vizualni planovani urychli.
SoutéZni tloha

Obrazek je Siroky IV pixelt a ma neomezenou vysku. Na zacatku je zcela prazd-
ny. Ben pfipravil seznam celkem (@) instrukci, které jsou dvou typi:

® Seslat obdélnik: vysoko nad dosavadnim obrazkem se zjevi obdélnik bar-
vy C. Ma sitku W, vysku H a levou hranu v X-tém sloupci. Kazdy pixel
nasledné spadne pfimo dold az na doposud nejvyssi pixel ve svém sloupci.
® Dotaz: jakou barvu mé aktudlné pixel v X-tém sloupci a Y-tém radku
(zespodu)?
K dispozici vam dal cely tento seznam, na dotazy tedy nemusite odpovidat
okamzité poté, co je nactete.
Format vstupu

Na prvnim Fadku dostanete dvé ¢isla: Sitku obrazku N a pocet instrukci @
(1 < N,Q < 10°). Na dalsich @ fadcich se pak nachézi jednotlivé instrukce. Kazda
zacind pismenem, které urcuje jeji typ, a dale obsahuje ¢isla oddélend mezerami:
® Pokud jde o pismeno S, jedna se o typ ,,Seslat obdélnik®. Nasleduji kladna
cela ¢isla O, X, Wa H (X+W—-1<Nal<C,H < 10°), popisujici
obdélnik barvy C, s levou hranou v X-tém sloupci, a o rozmérech W x H.
® Pokud jde o pismeno D, jedna se o typ ,Dotaz“. Nasleduji kladna cela
¢isla X aY (1< X < Nal<Y <10'*%), uddvajici soufadnice pixelu,
jehoz barvu chceme zjistit.

Formét vystupu

Pro kazdou instrukci typu ,Dotaz“ vypiSte na samostatny radek jedno ¢islo
jako odpovéd, totiz barvu pixelu na souradnicich [X, Y]. Pokud je tento pixel (zatim)
prazdny, vypiste —1. Ackoliv dotazy znate doptfedu, zodpovézte je v takovém poradi,
v jakém jste je dostali na vstupu.



Bodovani
Pro ucely hodnoceni vaSich feSeni pfedpokladame, ze ¢isla N a @Q jsou zhruba
stejné velkd. Nezalezi tedy na tom, na které z téchto proménnych slozitost zavisi.
® Plny pocet bodt miize ziskat feSeni s ¢asovou slozitosti O(Q log @), tedy
efektivni i pro N, Q < 10°.
o A7 9 bodi dostane také feSeni s Casovou slozitosti O(Q log? Q).
o A% 7 bodi dostane také feseni s Casovou slozitosti O(Q log® Q).
e Az 5 bodu ziskd FeSeni s ¢asovou slozitosti O(Q log Q), které navic pied-
poklada, Ze je pouzita pouze jedna barva (C' = 1 pro vSechny obdélniky).
® A7 3 body ziskd Teseni s Casovou slozitosti O(Q?), tedy efektivni pro

N,Q <5000.
Priklady
Vstup: 200
8 -1
100211 -1
200 1 3 2 200
11 300

300 2 2 1000
13
23
33

V tomto prikladu je obrazek siroky 3 pixely. Nejprve je doprostied seslan jediny
pixel barvy 100 a na néj siroky obdélnik barvy 200. Dolni pixel v prvnim sloupci je
zaplnén, ale ve tfetim sloupci jesté nejsou tfi pixely.
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Po seslani vysokého obdélniku je situace ve vysce 3 nasledujici: levy sloupec je prilis
nizky, prostiedni je vyvySeny prvni instrukci a pravy je ted konecné zaplnén.



P-1II-2 Telefony

Blizi se vikend, dle pfedpovédi ani mracek. Alice i Bob se chystaji vyrazit na
vylet, a jelikoz si radi telefonuji, chtéli by si po cesté zavolat z néjaké telefonni budky.
Premysli a planuji, kam se kazdy z nich zajde podivat. .. Zapomenout ovsem nesméji
ani na své domaci tkoly. Potfebovali by tedy védét, jak nejrychleji se mohou oba
dostat do svych destinaci, a pfitom byt nékdy cestou zaroven u ruznych telefonnich
budek.

SoutéZni tloha

Krajina sestava z N kopciu ocislovanych 1 az N, jejichz dvojice jsou propojené
M obousmérnymi stezkami. Piejit po stezce trva vidy 1 minutu a je zaruceno, ze
z kazdého kopce 1ze dojit na libovolny jiny po néjaké posloupnosti stezek. Alice bydli
na kopci 1, Bob bydli na kopci 2. Na T kopcich raznych od 1 a 2 se nachazi telefonni
budka.

O vikendu planuji vyrazit oba zaroven ze svych domovt na vylet: Alice na
néjaky kopec A, Bob na kopec B. Mohou nezévisle chodit po stezkidch ¢i stat na
misté. Alesporni jednou se vSak musi ve stejny ¢as nachézet u ruzngch telefonnich
budek, aby si mohli zavolat. Jejich plan je realizovatelny za cas ¢, jestlize navic
plati, Ze se mohou po celkem ¢ minutach oba nachazet na svych cilovych kopcich.
Délku jejich hovoru zanedbejme.

Cilem je zodpovédét celkem () dotazu: Za jaky nejkratsi Cas je jejich plan
realizovatelny pro dané cilové kopce A a B? Toto je interaktivni iloha: Alice s Bobem
jsou nerozhodni, takze jejich dotazy nejsou zndmy dopredu — novy dotaz dostanete
azZ poté, co zodpovite ten predchozi.

Format vstupu
Na prvnim fddku dostanete éisla N (pocet kopcti), M (pocet stezek), T' (pocet
telefonnich budek) a @ (pocet dotazil). Na druhém fadku se nachézi T ritznych
¢isel v rozsahu od 3 do N véetné, udavajicich kopce s telefonni budkou. Na dalsich
M tadcich jsou dvojice ruznych ¢isel popisujici, mezi kterymi kopci vede stezka.
Nésleduje @ dotazi, totiz Fadkt s ¢isly A a B (cilovymi kopci Alice a Boba).

Format vystupu

Pro kazdy dotaz vypiste na samostatny radek jediné cislo: nejkratsi ¢as v mi-
nutach, za ktery je prislusny plan realizovatelny. Interaktivitu tlohy nemusite pii
Cteni vstupu a vypisovani vystupu nijak specidlné osSetiovat; staci, kdyz je z popisu
vaSeho FeSeni zfejmé, Ze odpovéd na aktudlni dotaz miizete vypsat diive, nez nactete
ten nasledujici.



Bodovani
Pro kazdy vstup plati 4 < N, M <30000 a2 <T < N — 2.
e A7 10 bodt ziska Feseni s ¢asovou slozitosti O(T'Q+T M) nebo obdobnou,
tedy efektivni i pro 7' < 1000, @ < 40000.
o Az 9 bodua dostane také feseni s logaritmem navic.
o Az 8 bodu dostane také Feseni se dvéma logaritmy navic.
e A7 5 bodii obdr# feseni s ¢asovou slozitosti O(T?Q+T M) nebo obdobnou,
tedy efektivni pro 7' < 20, @ < 40000.
e A7 2 body obdrzi feSeni s dodate¢nym predpokladem, ze T' = 2, a ¢asovou
slozitosti O(QM), tedy efektivni pro @ < 1000.

Priklady
Vstup: Vystup:
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V tomto prikladu jsou kopce propojené v fadé za sebou. Alice vyrazi piimo za svym
kopcem, Bob mize tieba pockat 3 minuty doma a pak také vyrazit. Ve 4. minuté
se oba nachazi u riznych telefonnich budek, takze si mohou zavolat. Nejpozdéji na
sviij kopec dorazi Alice, a to po 6 minutach. Difve to ziejmé neni mozné, odpovéd
je tedy 6.



P-III-3 TézZba na asteroidech

Jirka je astronaut ve firmé Kutani Strategickych Prvka™, ktera se zaméfuje na
tézbu asteroidi. Jirka vzdy pfistane na asteroidu se svym vérnym vrtdkem a snazi
se vytézit co nejcennéjsi suroviny. To ale musi stihnout drive, nez asteroid opusti
Slunecni soustavu, jinak by se nevratil domi. Pomozte mu uréit, kolik nejvice muze
na vytézenych surovinach vydélat.

SoutéZni tloha

Vrtak se po asteroidu pohybuje po kolejnici, na které se miize zastavit na jedné
Z M pozic; tyto pozice jsou ocislovany od 1 do n v poradi podél kolejnice. Pfesun
na sousedni pozici (s o jedna vétsim ¢i mensim ¢islem) zabere pravé jednu sekundu.
Nelze se samoziejmé presunout z pozice ¢islo 1 na pozici s nizsim ¢islem ¢i z pozice
¢islo n na pozici s vysSim cislem.

Na aktualni pozici mizeme vrtak pustit a tim za jednu sekundu vytézit suroviny
z nejvyssi dosud nevytézené vrstvy. Tedy kdyz vrtak na dané pozici pustime poprvé,
vytézi tam vSechny suroviny ve vrstvé ¢islo 1 seshora, podruhé vytézi suroviny ve
vrstve ¢islo 2 atd.

Na tézbu mame k dispozici od pfistani ¢as pravé ¢t sekund. Z predchoziho
asteroidologického prizkumu zname pfesnou cenu surovin v kazdé vrstvé na kazdé
pozici (vrstvy ¢+ 1 a hlubsi pro nas samoziejmé nejsou zajimavé). Jirka pfistane na
zadané pozici s, pak ale mtze vrtdk po kolejnici libovolné pfesouvat ¢i ho poustét.
Urcete nejvyssi moznou celkovou cenu surovin, které muze za cas t vytézit.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete tii pfirozend Cisla n, t a s: pocet pozic, ¢as na
tézeni a startovni pozici. Nasleduje t fadkt popisujicich ceny surovin v jednotlivych
vrstvach: Na i-tém z nich dostanete n nezdpornych celych ¢isel g; 1, gi2, -5 Gin,
kde g; ; udava cenu surovin na pozici j ve vrstvé ¢islo ¢ seshora.
Format vystupu

Na vystup vypiste jediné nezaporné celé ¢islo — nejvyssi moznou celkovou cenu
surovin, které Jirka dokaze vytézit za cas t.



Bodovani

® A% 10 bodt miizou ziskat feSeni s ¢asovou slozitosti O(nt?), tedy efektivni
pro n,t < 500.

e A7 8 bodu obdrzi feSeni efektivni pro n,t < 500, které navic pfedpoklada,
ze s = 1. Chcete-li tento predpoklad vyuzit ve svém Tfeseni, dirazné to do
néj napiste.

® Nejvys 6 bodi ziskaji Feseni efektivni pro n, ¢ < 100.

e A7 2 body muze ziskat libovolné spravné feseni.

Priklady

Vstup: Vystup:
342 13
132
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Nejlepsi je vytézit lozisko s hodnotou 3 na pozici 2, potom se pohnout doleva na
pozici 1 a dvakrat tézit loziska v celkové hodnoté 10.

Vstup: Vystup:
46 2 30
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V tomto vstupu nejdiiv vytézime g1 » = 10, poté se pohneme doprava na pozici 3 a
vytézime g3 = 10 a nakonec dvakrat doleva na pozici 1 a vytézime g;,; = 10.



