73. ro¢nik Matematické olympiady — 2023 /2024
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Petra lyzuje

Pro kazdou branku jsou dvé moZnosti: bud ji Petra projde ¢ist&, nebo tam udé-
14 chybu. Dohromady proto existuje 2 mozngch prijezdi trati. Ulohu tedy umime
vyfesit hrubou silou tak, ze postupné vygenerujeme vSechny mozné prijezdy a pro
kazdy si spocitame, kolik dohromady Petra ztrati (soucet s; za branky, kde udélala
chybu) a s jakou pravdépodobnosti takovy prijezd nastane (souéin pravdépodob-
nosti zvoleného typu priijezdu brankou). Celkovou pravdépodobnosti vyhry je pak
soucet pravdépodobnosti téch prujezdu trati, pfi kterych ztrati dostatecné malo.

Reseni za 5 bodii: nanejvys dvé libovolné chyby
Pokud vime, ze Petra ma naskok 25 setin a kazdou chybou z néj ztrati 10, je

zjevné, ze si muze na trati dovolit nanejvys dvé chyby — a to na libovolnych brankach.
Potfebujeme tedy spocitat celkovou pravdépodobnost takovych prijezdu trati.

Pravdépodobnost ¢ ¢istého priijezdu umime vypocitat jako soucin py - ps - - - pn.
Kdyz uz zndme hodnotu ¢, umime z ni vyjadtit pravdépodobnosti prijjezdi s jednou
i dvéma chybami.

Me¢jme napriklad konkrétni branku j. Pravdépodobnost toho, ze Petra celou
traf prejede Cisté, az na branku j, kde udéla chybu, udava vzorec p1 - pa---p;j_1 -
(1 —pj) - pjt1 - Pn. Tento soucin vsak nemusime cely pocitat znovu: jeho hodnotu
umime vyjadfit z pravdépodobnosti ¢ tak, Ze ji vydé€lime p; a ndsledné vyndsobime
1-— pj'

Obdobné mizeme v konstantnim case pro kazdé (k,¢) vypocitat pravdépo-
dobnost toho, Ze Petra pokazi pravé branky k a f. Sectenim vSech O(n?) takto
vygenerovanych pravdépodobnosti dostdvame odpovéd.

Zlepseni Casové slozitosti

Vyse popsané feseni mélo z pochopitelnych divodid kvadratickou ¢asovou slo-
zitost. Hledanou odpovéd vSak umime vypocitat i v linedrnim ¢ase pomoci o trochu
chytiejsi matematiky.

Oznaéme z; = (1 — p;)/p;. Pak zjevné plati, ze ¢ - z; je pravdépodobnost
prijezdu s chybou prévé na brance z; a c -z} - x¢ je pravdépodobnost prijezdu
s chybami pravé na brankach k a ¢. Celkova pravdépodobnost prijezdu s jednou
chybou je tedy cxy +cxo+- -+ cx, = ¢(x1+ - - +2,) a se dvéma chybami obdobné
c(x1xo + 123 + -+ Tp_12y).

OznaCme sinyni u =x1 + -+, a v = 122 + T123 + -+ - + T,,_12T,. Pokud
bychom védéli hodnoty u a v, mame vyhrano: celkova pravdépodobnost, ze Petra
vyhraje, je ¢ + cu + cv.

Hodnotu u snadno spocitame v linearnim case, ale na pfimy vypocet v bychom
potiebovali kvadraticky ¢as. Jak to udélat rychleji? Kdy# si roznasobime u? = (a1 +
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-+ +2,)?, uvidime, Ze vysledek se dost podobé 2v. Navic jsou tam pouze ¢leny tvaru
z2. Hodnotu w = 2% + 2% +- - - + 22 umime ale také spocitat v linedrnim case, a kdy#
od u? odeéteme w, ziistane ndm 2v a vyhrali jsme.

Zkuste se zamyslet, jak by se toto Teseni dalo zobecnit pro tfi, ¢tyfi, nebo
dokonce obecné mnoho chyb. Jak bude ¢asova slozitost zaviset na poctu chyb?

Reseni pro z libovolngch chyb

K osmibodovému feseni vede i leh¢i cesta nez ta z predchozi ¢asti.

Pokud vime, ze vsechny s; jsou stejné, vime, ze Petra vyhraje pravé tehdy,
pokud na trati udéla nanejvys z = |¢/s1 | chyb. Potfebujeme tedy spocitat celkovou
pravdépodobnost toho, Ze se toto stane. Namisto toho, abychom si ru¢né odvozovali
vzorce, nechame pocita¢ udélat vétsinu prace za nés.

Kdyz jesté Petra stoji na startu, vime, ze s pravdépodobnosti 1 neudélala zad-
nou chybu. Po prvni brance jsou dvé moznosti: s pravdépodobnosti p; ma stale nula
chyb, s pravdépodobnosti 1 — p; mé prvni chybu. Toto si mizeme predstavit jako
dva nezavislé svéty: s pravdépodobnosti p; se nachazi v prvnim z nich, s pravdépo-
dobnosti 1 — p; ve druhém.

V kazdém z téchto svétt Petra nasledné projde druhou branou. S pravdépo-
dobnosti ps ji pfejde Cisté, s pravdépodobnosti 1 —p, tam udéld chybu. Kazdy mozny
svét se ndm tim opét rozdélil na dva nové.

Po dvou brankach jsou tedy c¢tyfi mozné svéty: s pravdépodobnosti pips je
Petra ve svété, ve kterém obé branky prosla ¢isté, s pravdépodobnosti p; (1 — p3) ve
svété, kde méla chybu na druhé brance, s pravdépodobnosti (1 — p1)p2 je ve svété,
kde méla chybu na prvni brance, a s pravdépodobnosti (1 — p1)(1 — p2) je ve svété,
kde pokazila obé branky.

Pokud bychom takto pokracovali dal, skoncili bychom s 2" svéty a v podstaté
bychom tedy udélali tutéz praci jako pri feSeni hrubou silou. Tady ale ptijde klicové
pozorovani: druhy a tfeti svét jsou rovnocenné. V obou totiz Petra udélala pravé
jednu chybu, a tudiz je v presné stejné situaci: pokud v obou svétech udéla stejny
zbytek jizdy, dostane v cili stejny vysledek.

MiuzZeme si tedy nase pozorovani preformulovat do nasledujici mnohem uzitec-
ngjsi podoby. Po dvou brankach je Petra v jednom z t¥i moznych svéti, a to:

e S pravdépodobnosti p1ps je ve svété, kde jesté neudélala chybu.
e S pravdépodobnosti p; (1 — pa) + (1 — p1)p2 je ve svété, kde udélala prave
jednu chybu.
e S pravdépodobnosti (1 — p1)(1 — p2) je ve svété, kde udélala pravé dvé
chyby.
Pokracovanim této Gvahy dostaneme mnohem efektivnéjsi feSeni nez hrubou silou —
Casova slozitost bude polynomialni v po¢tu branek.



Poradnéjsi formulace feSeni pro z chyb

Oznacme si jako ¢; ; pravdépodobnost toho, zZe pii pritjezdu prvnimi ¢ brankami
Petra udéla presné j chyb. Na zacatku vime, Ze goo = 1 a pro vSechny ostatni j
plati o ; = 0.

Pokud nyni zndme vSechny hodnoty g¢; . pro néjaké ¢, snadno z nich urcime
v8echny hodnoty g;+1 . Sta¢i zopakovat vyse popsanou tvahu pro kazdy z moznjch
svétl. Z té dostaneme, Ze pro kazdé j plati

Qit1,j = Gi,jDi+1 + Gij—1(1 — Dit1)-

Do stavu ,,po i+ 1 brankdch mam j chyb“ se totiz Petra umi dostat dvéma raznymi
zpusoby: bud méla po ¢ brankach j chyb (coz nastane s pravdépodobnosti ¢; ;, kterou
jiz znédme) a nasledné projede branku i + 1 ¢isté, nebo méla po i brankéch j — 1 chyb
a v nasledujici udélala dalsi, tedy j-tou chybu.

Vyse popsanym vzorcem kazdou z hodnot ¢; ; uréime v konstantnim case. Kdyz
uz je vSechny zname, celkovou pravdépodobnost toho, Zze Petra vyhraje, umime
vyjadiit jako gn.o+ Gn1+ -+ qn,.. Celkova casova slozitost tohoto feseni je O(n?),
pokud ur¢ime vSechny nenulové prvky pole g. Sta¢i vSak pocitat hodnoty pro pocet
chyb nepfesahujici z, ¢imz ¢asovou slozitost mirné zlepsime na O(nz).

Zcela obecné FeSeni

Namisto po¢tu chyb miizeme pracovat ptimo s Petfinym naskokem v setinach.
Budeme si tedy (velmi podobnym zptisobem jako vyse) pocitat pravdépodobnosti
toho, ze po @ brankiach ma Petra jesté j setin naskoku.

[ int()) for

> a, 0

or n in range(N):
tokens = input().split()
P.append( float(tokens[0]) / 100 )
S.append( int(tokens[1]) )

in input().split() ]

N, T
P, S
£

first_row = [ 0. for
first_row[T] = 1.
Q = [ first_row ]
for i in range(N):
next_row = [ 0. for _ in range(T+1) ]
for t in range(T+1):
next_row[t] += Q[i][t] * P[i]
if t >= S[il:
next_row[t-S[il] += Q[il[t] * (1-P[il)
Q.append( next_row )

in range(T+1) ]

print( 100. * sum( Q[N] ) )

Tento program mé zjevné ¢asovou slozitost O(nt), jelikoz jeho ¢asové nejna-
ro¢néjsi ¢asti jsou dva vnorené cykly, vnéjsi s n iteracemi a vnitini s ¢ + 1 iteracemi.
Pamétova slozitost je také O(nt), ale d& se snadno zlepsit na O(n+t), kdyZ si vSim-
neme, ze po dopocitani hodnot ¢;41 . pro dané ¢ mizeme hodnoty ¢; , zapomenout.
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Jina formulace obdobného feSeni je pfedstavit si rekurzivni funkci, kterd na
vstupu dostane parametry ¢ a j a na vystupu vrati odpovéd na otézku, s jakou
pravdépodobnosti Petra vyhraje, pokud jiz projela i branek a m4 jesté j setin naskok.
Kazdou takovou otazku umime zodpovédét pomoci rekurze: pokud jesté nejsme na
konci, vyzkousime obé moznosti pro nasledujici branku a v kazdé z nich se nasledné
rekurzivné zavolame, abychom zjistili odpovéd pro situaci, do které jsme se pravé
dostali.

Opét plati, ze kdybychom takovou rekurzivni funkci implementovali a spus-
tili, dostali bychom exponencialni ¢asovou slozitost — rekurzivni funkce postupné
backtrackingem vyzkousi vSechny mozné prujezdy trati.

Klicové je ale pozorovani, ze tento program sice déla exponencidlné mnoho vo-
lani funkce, ty ale nejsou vSechny navzajem riazné — naopak casto se opakuji a pak
zbytecné znovu a znovu pocitame totéz. Ruznych relevantnich volani nasi funkce je
jen O(nt): branek je n a Petfin aktualni naskok nikdy nebude vétsi nez t. A jelikoz
vystup nasi funkce je vzdy jednoznac¢né urcen jejimi vstupy, mizeme pouZit memoi-
zaci: jakmile néjakou hodnotu spocitame, zapamatujeme si ji v tabulce, a vzdy, kdyz
ji pozdéji znovu potfebujeme, misto nového pracného vypoctu jen rovnou pouzijeme
zapamatovanou hodnotu.

from functools import cache

N, T = [ int(_) for

P, s=11, 1

for n in range(N):
tokens = input().split()
P.append( float(tokens[0]) / 100 )
S.append( int(tokens[1]) )

in input().split() ]

Q@cache
def vypocitej(i, j):

nnn

Vrati pravdépodobnost toho, Ze Petra vyhraje, jestliZe po i brankach ma

J setin naskoku. Dekorator Q@cache za nas dé€la memoizaci.
nun

if j < 0: return O. # Uz nemlZe vyhrat
if i == N: return 1. # Uz vyhrala
return P[i] * vypocitej(i+1l, j) + (1-P[i]) * vypocitej(i+1, j-S[il)

print( 100. * vypocitej(0, T) )

Tento program ma také celkovou ¢asovou slozitost O(nt), protoze jediné, co dé-
14, je priubézné pocita a zapisuje si odpovédi na otazky vyse popsaného typu. Otazek
je O(nt) a odpovéd na kazdou z nich (bez zapo¢itani ¢asu straveného rekurzivnimi
volanimi) zjistime v konstantnim ¢ase. Pamétova slozitost je O(nt) a oproti prvnimu
programu ji nejde snadno vylepsit.



P-II-2 Jedno obraceni

Existuje O(n?) moznosti, jak zvolit tisek, ktery obratime. Vyzkousime-li viech-
ny, muzeme si byt jisti, Ze najdeme spravné feSeni. Pokud budeme zkouSet kazdy
usek zvlast, budeme potiebovat ¢as O(n) na kazdou kontrolu, a tak dostaneme feSeni
s celkovou ¢asovou slozitosti O(n?).

Lepsi feseni dostaneme, kdyz si uvédomime, ze mizeme dohromady zpracova-
vat vSechny useky se stejnym stfedem. Napiiklad obraceni iiseku od 8 do 20 je skoro
totéz jako obréaceni tiseku od 9 do 19, jen jesté navic vyménime jeho konce, tedy
prvky na indexech 8 a 20.

Projdeme tedy postupné pfes vSechny mozné stiedy tseku. Pro kazdy stied
zacneme od nejkratsiho tiseku a postupné zvétsujeme délku a priibézné si pocitame,
kolik prvku je momentalné na svych mistech. Moznych stiedi aseki je 2n — 1: iseky
liché délky maji svij stfed na policku, zatimco pro tseky sudé délky se jejich stied
nachézi mezi dvéma sousednimi policky. Takové feseni ma ¢asovou slozitost O(n?),
nebot na kazdy mozny tsek pole se podivame pravé jednou a kdyz se tak stane,
zpracujeme ho v konstantnim case.

Myslenky vedouci k lepsimu FeSeni

Chceme-li lepsi nez kvadratickou ¢asovou slozitost, nemuzeme si uz dovolit
projit vSechny mozné tseky. Budeme tedy muset néjak chytieji vybrat tiseky, které
mé smysl zkouSet. Za¢néme tim, Ze si prvky v poli A rozdélime na dva typy: ty,
které momentdlné na spravném misté jsou (,,dobré“), a ty, které nejsou (,Spatné®).

Dobré prvky si mtzeme jen pokazit: pokud obratime usek, vSechny dobré prvky
v ném prestanou byt dobré, a to s jednou vyjimkou: pokud obratime tsek liché délky
a prvek v jeho stfedu byl dobry, zistane dobry.

Spatné prvky vétsinou zfistanou $patné, vétsina obraceni Spatny prvek totiz
pfesune na jiné nespravné misto. Podivejme se na konkrétni Spatny prvek a zamys-
leme se nad tim, jak z né€j udélat dobry. Méjme naptiklad hodnotu 4 na indexu 17.
Ktera obraceni zafunguji pro tuto hodnotu? Zjevné pravé ty, které vymeéni policko
4 s polickem 17. A co maji vSechna tato obraceni spoleéného? Zjevné maji tentyz
stied: je uprostfed mezi policky 4 a 17.

Pro kazdy Spatny prvek tedy zjevné existuje pravé jeden stied obraceni, pfi
kterém (pokud uvazujeme usek dostateéné délky) se z tohoto Spatného prvku stane
dobry. U vsech ostatnich obraceni tento prvek zarucené zistane Spatny.

Zpracovani dobrych prvku

Uvazujme pole B, ve kterém B[i| = 1 pokud A[i] =i a B[i] = 0 jinak. Chceme-
li zjistit, kolik dobrych prvka obsahuje konkrétni tisek pole A, staci zjistit soucet
odpovidajiciho tseku pole B.

Abychom toto uméli délat rychle, pfedpocitame si prefixové soucty pole B (viz
naprt. [ottps://ksp.mj}.cuni. cz/kucharky/zakladni-algoritmy))). Diky nim pak umime
pro libovolny tsek pole A v konstantnim case Fici, kolik z ptvodné dobrych prvka
zastane dobrych i po jeho obraceni.



https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/zakladni-algoritmy/

Nalezeni zajimavych obraceni

Pro kazdy Spatny prvek jsme si uz nasli jeho jediny spravny stied obraceného
tseku. Nyni se na tatadz data podivejme z opacné strany. Vezméme si konkrétni stfed
obraceni. Pro néj jsme praveé zjistili, které Spatné prvky umi zménit na dobré. Tyto
prvky od ted nazyvejme ,nad&né“. Kazdému nadéjnému prvku odpovida néjaks
miniméalni délka obraceného tseku, od které bude presunut na spravné misto.

Predstavme si nyni, Ze mame pevny stied a postupné zvétsujeme délku obrace-
ného tseku. Jak se méni uklizenost vysledného pole? Obcas klesne a obcas stoupne.
Klesnout mutze jen tehdy, kdyz do obraceného tiseku pribude néjaky ptvodné dobry
prvek. A podobné stoupnout muzZe jen tehdy, kdyz do néj pfibude néjaky nadéjny
prvek. Pokud tedy chceme najit nejlepsi obraceni s timto stfedem, zjevné se staci
divat pravé na ty délky, pro které do obraceného tiseku pravé piibyl novy nadéjny
prvek. Zadn4 jina délka ndm nemtize dat lepsi FeSeni.

Toto ndm dava témér tplny navod, jak zpracovat konkrétni stied: Uspoirddame
si jeho nadéjné prvky vzestupné podle jejich minimalni délky obraceného tseku.
V tomto poradi pak projdeme vSechny tyto zajimavé délky. Pro kazdou délku umime
v konstantnim case Fici, kolik nadéjnych prvkt da obraceni tiseku této délky na
spravné misto (podle indexu, na kterém jsme v uspofddaném poli délek) a také
v konstantnim ¢ase umime fict, kolik dobrych prvki dé toto obraceni ze spravného
mista pry¢ (pomoci diive pfedpoctenych prefixovych souéti).

Jelikoz kazdy Spatny prvek je nadéjny jen pro jeden stfed, dohromady toto
feSeni zpracuje kazdy Spatny prvek jen jednou. Celkova Casova slozitost je tedy line-
arni, az na jeden detail: logaritmus navic kvili potfebé poradat seznamy nadéjnych
prvki. Mame tedy feSeni v ¢ase O(nlogn).

Rychlejsi t¥idéni

Logaritmu se zbavime tak, Ze si uvédomime, Ze prvky, které radime dle velikosti
(délky tsekll) jsou celd ¢isla z rozsahu od 1 do n. Mizeme tedy ke t¥idéni pouzit
prihradkové t¥idéni.

Je ale nutné jesté doresit technické detaily. Nemtzeme si dovolit délat pro kazdy
stied zv1ast jedno piihrddkové t¥idéni, nebot u kazdého z nich bychom stravili O(n)
Casu vyprazdnénim piihradek. Namisto toho to udélame nasledovné:

Na zacatku projdeme celé pole A a pro kazdy Spatny prvek si najdeme mi-
nimalni délku tseku, jehoZz obracenim se dostane na spravné misto. Nyni jednim
prihradkovym tfidénim usporddame vSechny Spatné prvky najednou podle této dél-
ky. Kdyz uz je méame takto usporadané, tak je jesté jednou projdeme a pierozdélime
k jednotliviym stfedim. U kazdého stfedu tak dostaneme spravné uspotradany se-
znam jeho nadéjnych prvki. Na toto prerozdéleni se pripadné mizeme divat jako na
druhé kolo ptrihradkového t¥idéni, pfi kterém nyni vSechny Spatné prvky preuspora-
dame podle soutadnice jejich stfedu obraceni, pficemz v pripadé rovnosti zachovame
aktualni poradi.

Méme-li pro néjaky stied dva nadéjné prvky se stejnou délkou (pii obréceni si
vyméni mista a oba budou dobré), neni tfeba to nijak specidlné oSetfovat. V nize

6



uvedeném programu piislusnou délku obraceni prosté zpracujeme postupné dvakrat,
jednou pro kazdy prvek. P¥i druhém zpracovani dostaneme spravnou hodnotu ukli-
zenosti pro toto obréaceni; pfi prvnim o jedna mensi, coz viubec nevadi.

Casové i pamétova slozitost vysledného feseni je O(n).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N; cin >> N;
vector<int> A(N); for (int &a : A) cin >> a;

// Pfedpo&itéme B a jeho prefixové soudty.
vector<int> B(N);

for (int n=0; n<N; ++n) B[n] = int( A[n] ==n );
vector<int> SB(1, 0);

for (int b : B) SB.push_back( SB.back()+b );

// Uspotfadame Spatné prvky dle stfedu a v ramci stfedu dle minimdlni délky
// useku, jehoZz obracenim se dostanou na spravné misto.
vector<vector<int>> podle_delky(N);
for (int n=0; n<N; ++n)
if (A[n] !'= n)
podle_delky[ abs(A[n]-n) ].push_back(n);
vector<vector<int>> podle_stredu(2*N-1);
for (auto row : podle_delky)
for (int x : row)
podle_stredul x+A[x] ].push_back(x);

// Projdeme v3echny kandidaty na nejlep3i feSeni.
int bestupr = SB[N], bestzac = 0, bestkon = 0;
for (int stred=0; stred < 2*N-1; ++stred) {
for (int i=0; i < int(podle_stredulstred].size()); ++i) {
int x = podle_stredulstred] [i];
int delka = abs( Alx] - x );
int zac = (stred-delka)/2, kon = (stred+delka)/2;
// Zpracovavame usek od zac do kon.
int upr = SB[N]; // Tolik byla uklizenost pfed obracenim.
upr += (i+1); // Tolik nadé&jnych prvkid se zm&ni na dobré.
upr -= SB[kon+1] - SB[zac]; // Tolik dobrjch prvkd jsme zkazili,
// ale dobryj prvek uprost¥ed obraceného useku zlistava dobry.
if (stredi2 == 0 && Al[stred/2] == stred/2)
++upr;
if (upr > bestupr) {
// Nasli jsme nové optimum.
bestupr = upr; bestzac = zac; bestkon = kon;

}
}

cout << bestzac << " " << bestkon << endl;



P-II-3 TéZkotonazni skokobot

Kvuli lepsi citelnosti budeme pfi odhadech ¢asové slozitosti predpokladat, ze
bludisté je ¢tvercového tvaru o rozmérech n x n. VSechny algoritmy ovSem samoziej-
mé funguji i pro obdélnikové vstupy a ¢tenar si jisté snadno doplni piesnéjsi odhady,
bude-li je potiebovat.

Cesta po akcich

Pokud vime, jakou akci robot udélal jako posledni, umime jednoznacné fict,
jaké akce miize délat nyni. Pokud byl posledni akci krok, mtizeme kracet nebo skakat
libovolnym smérem, pokud ji ale byl skok, mizeme kracet i skakat jen tymz smérem.

Kazdou akci muzeme popsat naptiklad polickem, kde za¢ina a druhym polickem
(ve stejném Fadku nebo sloupci), kde konéi. Jiny, ekvivalentni popis akce sestava
z policka kde zac¢ind, sméru kterym vede a délky pohybu. Dohromady zjevné existuje
O(n?) moznych akei.

Pfedstavme si nyni graf, jehoZz vrcholy jsou vSechny mozné akce a jehoz (orien-
tované) hrany fikaji, Ze bezprostfedné po akci x miizeme udélat akci y. Pro kazdou
konkrétni akci existuje jen O(n) moZnosti jak vypada nasledujici: zac¢étecni policko
je pevné, zvolit si mizeme jen délku a mozna smér. Dohromady ma proto tento graf
O(n*) hran.

Pomoci prohledavani do Sifky miZeme v tomto grafu najit nejkratsi cestu za-
¢inajici libovolnou akei vedouci z levého horniho rohu a konéici krokem do pravého
dolniho rohu. Tato nejkratsi cesta grafem zjevné piimo odpovida nejkratsi mozné
posloupnosti akci fesici nasi tlohu.

Méme tedy prvni korektni feseni. Jeho ¢asova slozitost je O(n?).

Sikovnéji skaceme

Lepsi feSeni zacneme tim, ze si uvédomime, Ze se nam nikdy nevyplati udélat
dva skoky po sobé. Kazda posloupnost po sobé jdoucich skokt musi celd vést jednim
smérem a koncit krokem stejnym smérem. V optimélnim feSeni se zjevné nikdy
nevyplati délat po sobé vice skokii, nebof vSechny po sobé jdouci skoky stejnym

smérem miizeme nahradit jednim velkym skokem. Napfiklad misto dvou po sobé
jdoucich skoki délek 7 a 3 sta¢i udélat jeden skok délky 10 a usetfit tak akci.

Nase tloha je tedy ekvivalentni s nésledujici: robotovi umime zadat libovol-
nou posloupnost piikazt ,udélej krok* (1 akce) a ,sko¢ a pak udélej krok stejnym
smérem* (2 akce). Uvazujme nyni graf, jehoz vrcholy jsou prazdné policka pivodni
mapy. Z kazdého vrcholu vedou < 4 hrany délky 1 odpovidajici platnym kroktm a
O(n) hran délky 2 odpovidajici platnym kombinacim skok-+krok. I v tomto grafu
plati, Ze nejkratsi cesta (tentokrat pifimo z policka vlevo nahofe na policko vpravo
dole) odpovidé nejkratsi posloupnosti akci, kterou hleddme.

Také v tomto grafu umime nejkratsi cestu najit prohledavanim do $itky. Bud ho
upravime tak, aby umélo pracovat i s hranami délky 2, nebo si jesté pfed spusténim
prohledavani na kazdou hranu délky 2 pridame do stiedu novy vrchol, ktery ji rozdéli
na dvé hrany délky 1. Casova slozitost tohoto feseni je O(n?).
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Sikovnéji zpracovavame skoky

Predchozi TeSeni jesté déla spoustu prace zbytecné dvakrat. Pokud jsme jiz
vyzkousSeli vSechny moznosti, jak skoéit doprava z policka (4,7), a pak pozdéji zpra-
covavame jeho pravého souseda, tj. policko (4, 8), ni¢eho nového uz skdkanim doprava
nedosdhneme. Jak ale zabranit prohlizeni téhoz dvakrat?

.....

e Jeden vrchol pro kazdy stav ,stojim na policku (z,y)“.

e Jeden vrchol pro kazdy stav , jsem ve vzduchu nad polickem (z,y) a skdcu
smérem d*“.

Stavii prvniho typu je nanejvys n?, stavii druhého typu je nanejvys 4n?, do-
hromady tedy ma néas graf O(n?) vrcholii. Hrany budou opét orientované a budou
vést do stavii, které mohou bezprostfedné nasledovat. Hrany tedy budou vypadat
nasledovné:

® 7 kazdého stavu, ve kterém stojime, budeme mit nanejvys ¢tyri hrany
odpovidajici krokiim a déle nanejvys ¢tyfi hrany odpovidajici zacatku
skoku kazdym moznym smérem.

® 7 kazdého stavu, ve kterém letime vzduchem, budeme mit hranu odpovi-
dajici letu o policko dal.

® Pokud jsme ve vzduchu a nase policko i to bezprostredné nésledujici nasim
smérem jsou volné, budeme mit hranu do stavu, ve kterém stojime na tom
nasledujicim policku.

Hrany odpovidajici tomu, ze déle letime vzduchem, budou mit délku 0. Ostatni
hrany budou mit délku 1. Snadno ovéfime, Ze libovolny krok odpovidé pfechodu po
hrané délky 1 a pro libovolny skok-+krok piejedeme hranami o délkéach 1, 0, O, ...,
0, 1, a tedy dohromady néjakou cestu délky 2. Vzdalenosti mezi stavy, ve kterych
nékde stojime, tedy vzdy odpovidaji poctu akci, které robot na pfislusnou zménu
stavu potiebuje.

Z kazdého vrcholu vede jen konstantné mnoho hran (nanejvys 8), dohromady
m4 tedy nas graf nejen O(n?) vrcholii, ale i O(n?) hran. Nejkratsi cestu opét umime
najit algoritmem prohledévani do Sirky, tentokrat ho ale potfebujeme upravit tak,
aby umeél pracovat is hranami délky 0.

Prohledavani do $ifky s hranami délek 0 a 1

V klasickém prohledavani do sitky graf postupné zpracovavame po vrstvach:
nejdrive zacatek, pak vrcholy ve vzdalenosti 1, pak ty ve vzdalenosti 2, a tak dale.
K tomu pouzivame frontu, ve které ¢ekaji vrcholy na zpracovani. V kazdém okamziku
plati, Ze frontu umime rozdélit na dvé (moznéd prazdné) ¢asti. V prvni jsou jesté
nezpracované vrcholy z aktualné zpracovavané vrstvy. Necht d je vzdéalenost, kterou
maji vSechny tyto vrcholy od startu. Ve druhé ¢asti fronty pak na zpracovani cekaji
jiz objevené vrcholy z nasledujici vrstvy. Tyto maji vSechny od startu vzdalenost
d+1.



Maéme-li v grafu i hrany délky 0 a néjakou takovou hranou objevime novy vrchol
v, vime, ze mé stejnou vzdalenost d jako ten vrchol, ktery pravé zpracovavame, a tedy
patii jesté do aktualni vrstvy. Jak zajistit, abychom v zpracovali jeSté s ostatnimi
vrcholy v aktudlni vrstvé? Snadno: staci, kdyz ho zafadime na zacatek fronty, ne
na jeji konec.

Nékteré implementace fronty sice nepodporuji vkladani na zac¢atku (pouze vy-
bér na zacatku a vkladani na konci), ale existuje nékolik obecnéjsich datovych struk-
tur, které tuto moznost maji. D4 se napt. vhodné pouzit spojovy seznam, ale i v poli
umime Sikovné implementovat tzv. obousmérnou frontu (deque), u které umime na
obou koncich i vkladat i vybirat prvky. Detailni popis deque naleznete napf. ve
vzorovych FeSenich ulohy OI39-B-1-2 (viz Fiips://ot.sk/archiv/2023)).

Obecné se nam pfi této varianté prohledavani do sitky muze stat, ze konkrétni
vrchol v zafadime do fronty ke zpracovani az dvakrat. Toto nastane tehdy, pokud
jej béhem zpracovani vrstvy ve vzdélenosti d nejprve objevime hranou délky 1,
takze mu dame vzdalenost d + 1 a zafadime jej na konec fronty, ale nasledné do
néj pozdéji prijedeme z téze vrstvy i hranou délky 0. Tehdy mu jednoduse snizime
vzdalenost na d a zaradime jej i na zacatek fronty. Nic Spatného se nestane, kdyz
ho pozdéji postupné zpracujeme dvakrat — druhé zpracovani uz nic nového neobjevi
a asymptotickou c¢asovou slozitost ndm to nezkazi. Jinou moznosti je pamatovat si
explicitné o kazdém vrcholu, zda jiz byl zpracovan, a kazdy vrchol zpracovat jen
jednou.

Toto feseni m4 optimaln{ ¢asovou i pamétovou slozitost O(n?), resp. O(rs) pro
obdélnikové vstupy.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef vector<int> poleld;
typedef vector<poleld> pole2d;
typedef vector<pole2d> pole3d;
struct stav { int r, s, d; };

// smér O oznaluje, Ze stojime, sméry 1-4 jsou svétové strany
const int DR[] = {0, -1, 0, 1, 0};
const int DS[] = {0, 0, 1, 0, -1};

pole3d vzdalenost;
deque<stav> fronta;

void zarad_do_fronty(int stara_vzd, int hrana, int nr, int ns, int nd) {
int nova_vzd = stara_vzd + hrana;
if (vzdalenost[nr] [ns] [nd] <= nova_vzd)
return; // nic nového jsme nenasli
vzdalenost [nr] [ns] [nd] = nova_vzd;
if (hrana == 0)
fronta.push_front( {nr,ns,nd} );
else
fronta.push_back( {nr,ns,nd} );
}

int main() {
int R, S;
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cin >> R >> S;
vector<string> plan(R);
for (int r=0; r<R; ++r) cin >> plan[r];

vzdalenost.resize(R, pole2d(S, poleld(5, 987654321)));
vzdalenost [0] [0] [0] = O;
fronta.push_back( {0,0,0} );

while (!fronta.empty()) {
stav akt = fronta.front();
fronta.pop_front();
int akt_vzd = vzdalenost[ akt.r ][ akt.s ][ akt.d ];
if (akt.d == 0) {
// jsme na zemi, miZeme ud&lat krok nebo zalit skok libovolnym smérem
for (int nd=1; nd<=4; ++nd) {
int nr = akt.r + DR[nd], ns = akt.s + DS[nd];
// dostali bychom se mimo mapu?
if (1(0 <= nr & nr < R && 0 <= ns &% ns < S))

continue;
// pokud je poli&ko volné, miZeme udélat krok
if (plan[nr][ns] == ’.?)

zarad_do_fronty(akt_vzd, 1, nr, ns, 0);
zarad_do_fronty(akt_vzd, 1, nr, ns, nd); // vzdy miZeme zalit skok
}
} else {
// jsme ve vzduchu, miZeme let&t dal nebo pfistat
int nr = akt.r + DR[akt.d], ns = akt.s + DS[akt.d];
// vyleté&li bychom mimo mapu?
if (0 <= nr & nr < R && 0 <= ns && ns < S) {
zarad_do_fronty(akt_vzd, O, nr, ns, akt.d); // vZdy miZeme letét dal
// je-1li pod i pfed nami volno, miZeme pFistat
if (plan[akt.r][akt.s] == ’.’ && plan[nr][ns] == ’>.?)
zarad_do_fronty(akt_vzd, 1, nr, ns, 0);

}
}
int odpoved = vzdalenost[R-1][S-1][0];
cout << (odpoved == 987654321 ? -1 : odpoved) << endl;
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P-II-4 O Vekslakbotovi a Pokladnicéce

Poduloha A: pfebarveni na maximum

Prvni instrukce vezme t¥i Zetony navzdjem riiznych barev (¢erveny, modry a
zeleny) a nahradi je tfemi bilymi. Kdyz uZz se tato instrukce neda pouzit, vime, Ze
nam zustaly pravé dvé barvy (protoZe pocty Zetond na za¢atku byly rizné).

Dale si tedy pfidame instrukce ,pfebarvujici“ libovolné dva rtizné zetony na
bilé. V kazdé situaci se bude dat opakované pouzit pravé jedna z téchto instrukci.

KdyzZ uz to neumime udélat, vime, ze nadm ztstala pravé jedna barva: ta, které
bylo na zacatku nejvic. Na tu pfebarvime vSechny bilé Zetony.

1. Cervend, zelena, modra — 3bila

. Cervena, zelena — 2bila
. Cervena, modra — 2bila
zelend, modra — 2bila

. Cervena, bila — 2¢ervend

SIS BNV

. zelena, bila — 2zelena
7. modra, bilda — 2modra
Dodame jesté, ze je zjevné, ze v situaci, kdy jsou vSechny Zetony téze barvy,
jiz zaddnou instrukci tohoto programu neumime pouzit, a tedy se program zastavi.

Poduloha B: pfebarveni na minimum

Stejné jako v poduloze A zacneme tim, Zze dokud mame vSechny tii barvy,
vezmeme po jednom Zetonu z kazdé a nahradime je tfemi bilymi.

Jakmile ndm ztistanou jen dvé barvy, vime, které bylo nejméné — té, kterou uz
nemame. Pokud ndm napf. jesté zlstaly cervené a zelené Zetony, vime, Ze na konci
chceme mit vSechno modré. Pf¥idame si proto pro modrou barvu instrukci ,,Cervena,
zelend — 2 tmavémodra“ a dvé obdobné pro ostatni barvy.

Jakmile mame néjaké tmavé Zetony, mizeme vse ostatni pfebarvit na pfislus-
nou tmavou barvu. A jakmile médme vSechny Zetony jedné tmavé barvy, miZeme ji
prebarvit na ptivodni svétlou a skondit.

1. ¢erven4, zelena, modra — 3bila

. zelend, modra — 2tmavocervena
. Cervend, modra — 2tmavozelend

. Cervend, zelend — 2tmavomodra

tmavocervena, zelend — 2tmavocervena
tmavocervend, modra — 2tmavocervena

tmavocervena, bild — 2tmavocervena

. tmavozelena, modra — 2tmavozelena
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. tmavozelend, ervend — 2tmavozelend
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10. tmavozelena, bilda — 2tmavozelenad

11. tmavomodra, zelend — 2tmavomodra
12. tmavomodra, ¢ervend — 2tmavomodra
13. tmavomodra, bilda — 2tmavomodra

14. tmavocervena — Cervena
15. tmavozelend — zelena
16. tmavomodra — modra

Podiloha C: mocnina t¥i

Vyrobime si jeden modry Zeton, tedy 3° modrych Zetonti. Potom postupné
c-krat ztrojnasobime pocet modrych zetont. Presnéji, v kazdé iteraci tohoto cyklu
odstranime jeden Cerveny zeton, poté zménime kazdy modry na tii fialové a poté
kazdy fialovy zpét na modry. Kdyz nam cervené zetony dojdou, vime, ze mame 3°
modrych Zetont. Na zavér uz jen ty pfeménime na cervené a skoncéime.

Jak ale zajistime, aby se ndm nepomichalo, které instrukce kdy pouzit? Ob-
zv14st ne tehdy, kdyZ na konci opét vzniknou Cervené Zetony? K tomu pouZijeme
zetony ruznych dalSich barev, které budou predstavovat ruzné faze, ve kterych se
pravé nas program nachazi. Do programu pridame omezeni fikajici, Ze ze vSech
téchto barev dohromady nikdy nesmi najednou existovat vice nez jeden Zeton.

Omezent: kontroluj + nasob + uklizej + skond¢i < 1
. — kontroluj, modra

. kontroluj, ¢ervend — nasob
. kontroluj — skon¢i

. nasob, modra — nasob, 3fialova

. uklizej, fialova — uklizej, modra

1
2
3
4
5. nasob — uklizej
6
7. uklizej — kontroluj
8

. skon¢i, modra — skonci, ervena
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