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Resent ailoh ustiedniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-III-4 Stavba dalnic

Dva body lze ziskat snadno — pro kazdy tsek si zapamatujeme, jestli je jiz
rozestavény. S novym dokumentem piepiSeme hodnoty u pfislusnych tsek a po-
tom vSechny tseky projdeme a spocitame pocet rozestavénych intervald. Pro kazdy
dokument tak projdeme vSechny useky, takze slozitost bude O(ng).

ReSeni za 6 bodu

Na vice bodu je zapotiebi jit na tlohu jinak. Budeme si udrzovat vSechny
aktudlni intervaly rozestavénych tseki a pokazdé, kdyz nam pfijde dokument [a;, b;],
rozdélime ho na dokumenty [a;, a;], [a; + 1,a; + 1],...[b;,b;] a ty postupné budeme
pridavat a spojovat s aktudlnimi intervaly.

Prochézet viechny intervaly a najit ty spravné by trvalo O(n?), ale kdyz si je
budeme udrzovat sefazené v binarnim vyhledédvacim stromu, tak budeme schopni
rychle hledat, kam interval ptfidat a s ¢im ho spojit.

N&s algoritmus bude vypadat nasledovné: Udrzujeme si aktualni intervaly ve
vyhledavacim stromu sefazené vzestupné. Pokazdé, kdyz nam prijde dokument, roz-
délime jej na jednotkové intervaly. Kazdy z nich potom vlozime do vyhledavaciho
stromu, a pokud sousedi s vedlej$imi intervaly, tak je spojime. (Pokud by lezel uvnitf
néjakého intervalu, tak ho tam vkladat ani nebudeme.) Poté, co vlozime vSechny jed-
notkové dokumenty, vypiSeme pocet interval ve vyhledavacim stromu.

Jakou ma toto feSeni slozitost? Oznacime-li jako m aktualni pocet intervali
ve vyhleddvacim stromu, pro kazdy jednotkovy interval provedeme dotaz v cCase
O(log m), podivame se na sousedni prvky v éase O(logm) a piipadné je odstranime
a spojime do jednoho v ¢ase O(logm). V§imnéme si, Ze ve stromu bude nejvyse O(q)
intervali, protoze jednotkové intervaly z jednoho dokumentu se spoji. Celkem tedy
slozitost bude O(gflog q), kde ¢ je délka nejdelsiho intervalu.

Zrychlujeme

Pomaléa ¢ast na nasem fesenti je to, ze rozdélujeme kazdy interval na jednotkové.
Co kdybychom vkladali intervaly do stromu celé? Budeme udrZovat invariant, Ze
ve stromu jsou po kazdém kroku ulozené intervaly sefazené podle jejich pocatk,
které se navzajem nepiekryvaji (tj. mezi pravym koncem kazdého intervalu a levym
koncem nésledujiciho intervalu je alespoii jeden nerozestavény tsek dalnice).

Pokud nyni prijde dokument, zZe se rozestavél novy interval, potfebujeme strom
updatovat: Novy interval vlozime, a dokud bude s intervalem nalevo od néj mit
pfesah nebo budou koncit hned vedle sebe, spojime je a opakujeme tuto kontrolu.
Jakmile uz je nebudeme moct spojit, tak budeme stejné opakovat spojovani pro
intervaly vpravo.



Muze se zdat, ze pri opakovaném spojovani udéldme mnoho operaci, ale kdyz
opakované spojujeme, tak spojené intervaly maZzeme. A protoze kazdy interval jed-
nou pfiddme a nejvyse jednou odebereme, vysledna slozitost bude O(qlogq).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <utility>

using namespace std;

int main() {
int n, m;
cin >> n >> m;
set<pair<int, int>> intervals;
intervals.insert({-2, -2}); // hack na krajni prvky
intervals.insert ({n+2, n+2}); // ve vyhledavacim stromu
for (int i = 0; i < m; i++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
vector<pair<int, int>> to_delete;

bool skip = false;
if (intervals.size()) {
auto p=intervals.lower_bound({a, b});
auto g=intervals.lower_bound({a, b}); q--;
while (true) {
if ((p->first <= a && b <= p->second)
|| (gq->first <= a && b <= g->second)) {
skip = true;
break;
} else if (p != intervals.end() && b >= p->first - 1) {
b = max(b, p->second);
to_delete.push_back({p->first, p->second});
p++;
} else if (a <= g->second + 1) {
a = min(a, g->first);
to_delete.push_back({q->first, gq->second});
if (q == intervals.begin()) break;
q--;
} else {
break;
}
}
for (auto x: to_delete)
intervals.erase(x);

}

if (!skip)
intervals.insert({a, b});
cout << intervals.size() - 2 << endl;



P-III-5 Maly princ

Méme zadany cyklus délky n (v zadéani tlohy je slibeno, ze n = 10°) a v kazdém
vrcholu je napsané celé ¢islo t; takové, ze t;41 = t; + 1 nebo t;11 = t; — 1, pficemz
indexujeme cyklicky, takze t,; = t;. Chceme najit i takové, Ze t; = t;;,,/2, anebo
rozhodnout, Ze takové i neexistuje.

Definujme d; = t; — t;4y/2. VSimnéte si, ze d; = 0 pravé tehdy, kdyz t; =
tiyn/2- TakZe tloha ekvivalentné chce, abychom nalezli vrchol i takovy, Ze d; = 0.
Jednoduchym rozborem p¥ipadii miizeme dokazat, ze pro kazdé i plati d; 11 € {d; —
2,d;,d; + 2}. Z toho specidlné plyne, Ze vSechna d; maji stejnou paritu (zbytek po
déleni dvéma). TakZze pokud zjistime, Ze néjaké d; je liché, mizeme odpovédét, Ze
zadné dva protéjsi vrcholy nemaji stejnou teplotu. Muzete si rozmyslet, Zze tohle
nastane pravé tehdy, kdyz n/2 je liché ¢islo, takze v nasem pfipadé bude vzdy fesSeni
existovat. Dale budeme predpokladat, Ze vSechna d; jsou suda.

Ziejmé plati, ze d; = t; — tiyn/2 = —(tignse —ti) = —(tizn/2 = tivn/24n/2) =
—d;i1n 2, tedy protéjsi vrcholy maji opacné hodnoty d;. Posledni pozorovani je, Ze d;
spliluje variantu diskrétni spojitosti: Pro i < j a pro kazdé x takové, Ze min(d;, d;) <
x < max(d;,d;) a £ mé stejnou paritu jako d;, existuje k takové, ze i < k < j a
dr = x. Lidsky feceno, funkce d na libovolném intervalu nabyva vSech hodnot, které
lezi mezi hodnotami v krajnich bodech intervalu a maji stejnou paritu.

Takze jsou dvé moznosti: Bud dy = 0 a potom jsme nasli vyhovujici vrchol,
anebo dg # 0. Potom d,, /» = —dp, a tudiz nékde na cesté mezi vrcholem 0 a vrcholem
n/2 musi lezet vrchol k takovy, ze dj, = 0. Pomoci bindrniho vyhledavani* umime
potom za [log,(n/2)] = [logyn| — 1 kroka nalézt k takové, Ze d = 0. V kazdém
kroku pottebujeme zjistit d,, pro m lezici zhruba v poloviné aktualniho intervalu,
a na zjisténi d,, se potfebujeme Malého prince zeptat na t,, a t,,,,/2, coZ jsou dva
dotazy. Dalsi dva dotazy jsme potifebovali na zjisténi hodnoty dy, tedy celkové jsme
potfebovali 2[log, n] dotazi. To staéilo na zisk deviti bodd, jelikoz 2[log, n] = 34.

Posledni bod se dal ziskat za pozorovani, ze binadrni vyhleddvani mtizeme ve
skuteénosti ukonéit o krok diive: Pokud vime, Ze pro néjaké i méme b(i) < 0 a
b(i + 2) > 0 (nebo opaé¢né), pak musi platit, ze b(i + 1) = 0, a tudiz teplotu ve
vrcholech ¢ +1 a ¢ + 1 4+ n/2 neni nutné méfit.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int n = 100000;

int get_b(int i) {
assert(i < n/2);

int t1, t2;
cout << "0 " << i << endl << flush;
cin >> t1;

cout << "0 " << i + n/2 << endl << flush;

* Bindrni vyhleddvani je vysvétlené napiiklad v kucharce KSP Binérni vyhled4-
véani na[iitps:/ksp.mj}.cuni. cz/kucharky/binarni-vyhledavani }



https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/binarni-vyhledavani/

cin >> t2;
return tl1 - t2;
}

bool same_sgn(int x, int y) {
return (x < 0 && y < 0) || (x>0 && y > 0);
}

int main() {
int 1 =0, r = n/2;
int b0 = get_b(1l);
if (b0 == 0) {
cout << "1 " << 0 << endl << flush;
return O;

}

while (r - 1> 2) {
int m = (x+l) / 2;
int b = get_b(m);

if (b == 0) {
cout << "1 " << m << endl << flush;

return O;
}
if (same_sgn(b, b0)) {
1l = m;
b0 = b;
} else {
r = m;
}

}

// Binarni vyhledavéni kon&ime o krok d¥ive.
// Pokud jsme doted nenasli vhodné feSeni, musi platit b(1+1) = 0.
cout << "1 " << 1+1 << endl;

P-I11-6 Bonbdénovnik

V prvni poduloze sta¢i pro kazdy vrchol vyzkouset vSechny moznosti, jak vy-
brat bonbény na odneseni, a z nich vybrat tu nejlepsi. Jen je potfeba ovérit, zda
vybrané vrcholy tvofi (souvisly) podstrom. Zkouseni vSech moznosti mtZzeme ele-
gantné naprogramovat pomoci bitmasek — budeme posloupné prochézet ¢isla od 0
do 2" — 1 a -ty vrchol bude pro nas vybrany, pravé kdyz bude 1 na i-té pozici
binarniho zapisu daného d¢isla.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NMAX = 11234567;

struct Nd

{
vector<int> e;
int val;

} nd[NMAX];



int unmark_component (int mask, int i)

{
if ((mask>>i) & 1) {
mask &= ~(1<<i);
for (int it : nd[i].e)
mask = unmark_component (mask, it);
}
return mask;
}
int main(int argc, char ** argv)
{
int n;
scanf ("%d", &n);
for (int i=0; i<n; i++) {
char c;
scanf (" %c", &c);
nd[i].val = ¢c=="L> 7 1 : -1;
}
for (int i=0; i<n-1; i++) {
int x,y;
scanf ("}d%d", &x, &y);
nd[x] .e.push_back(y);
nd[y] .e.push_back(x);
}
for (int i=0; i<n; i++) {
int opt = -n; // Hor3i to byt nemize
for (int mask=0; mask<(1<<n); mask++) if ((mask>>i) & 1) {
if (unmark_component (mask, i) == 0) {
int val = 0;
for (int j=0; j<n; j++) if ((mask>>j) & 1)
val += nd[j].val;
opt = max(opt, val);
}
}
printf ("%d\n", opt);
}
return O;
}

Piedchozi feseni je opravdu pomalé. Pojdme ho zrychlit. Predstavme si, Ze
strom je zakofenény ve vrcholu, kde je cenovka. Pro kazdy podstrom si miZzeme
spocitat, jaky nejlepsi rozdil z néj zvladneme dostat za predpokladu, ze vybereme
jeho kofen. Podstromy mtzeme reprezentovat vrcholem, ktery je jeho kofenem.

U listt je to jednoduché. List je vybrany a zadny dalsi vrchol v podstromu
neni, takze optimalni rozdil bude prosté 1 v pfipadé, ze je v daném vrcholu lékorka,
a —1, kdyz je tam bonpari. U ostatnich vrcholt stejnym zpiisobem spoc¢teme hodnotu
kotfene. Pak jesté ovSsem musime uvazit ostatni vrcholy. Zde vyuzijeme toho, ze si
nejprve spoc¢itame optiméalni rozdily pro vSechny vrcholy podstromu. Kdyz vybereme
néjakého potomka, tak se ndm ocividné vyplati z jeho podstromu ziskat nejlepsi
mozny rozdil. Tuto hodnotu jiz ale mame spocitanou. Zbyva tedy rozhodnout, které
potomky vybrat a které ne. Jelikoz podstromy potomki nejsou nijak propojené,
vybér jednoho potomka nijak neovlivni vybér ostatnich. U kazdého potomka tedy
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staci uvazit, jestli se nam vyplati nebo ne. Ovsem vyplati se pravé tehdy, kdyz jeho
optimalni rozdil je kladny.

Pocitani optiméalnich rozdilti je vlastné prohledavani do hloubky na stromu
s tim, Ze optimalni rozdil vrcholu spoc¢teme az poté, co se vratime z podstromd.
Toto muzeme snadno implementovat pomoci rekurzivni funkce.

Tento algoritmus mizeme provést pro kazdy vrchol grafu. Vysledna casova
slozitost tedy bude O(n?).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NMAX = 11234567;

struct Nd

{
vector<Nd *> e;
int val;
int calc(Nd *from)
{

int opt = val;
for (Nd * it : e) if (it!=from) {
opt += max(0, it->calc(this));
}
return opt;
}
} nd[NMAX];

int main(int argc, char ** argv)
{
int n;
scanf ("%d", &n);
for (int i=0; i<n; i++) {
char c;
scanf (" %c", &c);
nd[i].val = c=="L° ? 1 : -1;
}
for (int i=0; i<n-1; i++) {
int x, y;
scanf ("%d%d", &x, &y);
nd[x] .e.push_back(nd+y) ;
nd[y] .e.push_back(nd+x);
}
for (int i=0; i<n; i++)
printf ("%d\n", nd[i].calc(NULL));
return O;

Predchozi algoritmus nam kromé optimélniho rozdilu pro vrchol s cenovkou
téméf spocte i optimalni rozdily ostatnich vrchold v jejich podstromech az na to,
Ze nemuzeme vybrat zadnou ¢ast stromu smérem ,nahoru®. Pojdme tedy pro kazdy
vrchol dopocitat, kolik miizeme ziskat tim, Ze dovolime vybrat i ¢ast stromu nad
nim.

Aktudlni vrchol ozna¢me jako X a vrchol nad nim (pokud existuje) jako Y. Pro
kofen se nic neméni, nad nim uz nic neni. Pro ostatni vrcholy se mizeme rozhodnout,
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jestli vybereme vrchol nad nim. Pokud ano, pak také mizeme jednak vybirat i ¢ast
od Y déle smérem ke kofeni (pokud Y jiz neni kofen) a také miizeme pokracovat
do ostatnich potomki vrcholu Y (rizngych od X). Optimalni rozdily podstromi
ostatnich potomk jiz ale mame spocitané. Pokud si tedy nejprve spocteme optimélni
Cast smérem ke koreni, tak jiz mizeme vSe snadno spocitat. Podle toho, jaky bonbdén
je ve vrcholu nad Y, zatneme s 1 nebo —1. K tomu pfi¢teme optimalni rozdil od néj
smérem nahoru a vSechny kladné optimalni rozdily podstromii ostatnich potomki.
Pokud vyjde zaporné cislo, tak fekneme, Ze optimum smérem nahoru je 0, tedy
vyplati se nevzit v daném sméru nic.

Vyise popsany algoritmus je zase prohledavani do hloubky, jen ted jiz musi-
me pocitat optimélni rozdil smérem ke koteni pred tim, nez piijdeme zpracovavat
potomky.

Popsany algoritmus pro kazdy vrchol prochazi vSechny potomky vrcholu nad
nim. Jeho slozitost tedy mizeme odhadnout jako O(nd), kde d je maximalni stupen
vrcholu. V pfipadé, ze graf je jen kofen, pod kterym jsou pfimo povésené ostatni
vrcholy, tak skuteéné bude slozitost algoritmu ©(nd) = ©(n?).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NMAX = 11234567;

struct Nd

{
vector<Nd *> e;
int val;
int opt, opt_up;

int calc_up(Nd *from)

{
opt = val;
for (Nd * it : e) if (it != from) {
opt += max(0, it->calc_up(this));
}
opt_up = opt;
return opt;
}
void calc_down(Nd * from, int from_up)
{
for (Nd * it : e) if (it != from) {
int from_me = val + max(0, from_up);
for (Nd * jt : e) if (jt != from) if (jt != it) {
from_me += max(0, jt->opt_up);
}
it->calc_down(this, from_me);
}
opt += max(0, from_up);
}
} nd[NMAX];

int main()
{

int n;



scanf ("%d", &n);
for (int i=0; i<n; i++) {
char c;
scanf (" %c", &c);
nd[i].val = ¢c=="L> 7 1 : -1;

}
for (int i=0; i<n-1; i++) {
int x, y;
scanf ("}d%d", &x, &y);
nd [x] .e.push_back(nd+y) ;
nd[y] .e.push_back(nd+x) ;
}

nd->calc_up(NULL) ;
nd->calc_down (NULL, 0);
for (int i=0; i<n; i++)
printf ("%d\n", nd[i].opt);
return O;

Od predeslého feseni je uz jen krucek k optimalnimu feSeni. VSimneme si, Ze
kdyZ k optimalnimu rozdilu smérem nahoru z X do Y (pfed omezeni na kladné hod-
noty) pfi¢teme optimum od X dold (pokud je kladné), ziskdme optimélni rozdil pro
cely strom s cenovkou v Y. Toto mtizeme vyuzit v opa¢ném sméru — vhodnym ode-
¢tenim od optima pro Y snadno spoc¢teme optimum od X nahoru a tim dopoc¢teme
optimum pro X.

Takovyto algoritmus jiz bude mit ¢asovou slozitost O(n), protoze pro kazdy
vrchol jiz bude stacit udélat konstantné mnoho operaci.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NMAX = 11234567;

struct Nd

{
vector<Nd *> e;
int val;
int opt, opt_up;

int calc_up(Nd *from)

{
opt = val;
for (Nd *it : e) if (it != from) {
opt += max(0, it->calc_up(this));
}
opt_up = opt;
return opt;
}
void calc_down(Nd *from, int from_up)
{

opt += max(0, from_up);
for (Nd *it : e) if (it != from) {

it->calc_down(this, opt - max(0, it->opt_up));
}



}

} nd[NMAX];

int main()

{

int n;
scanf ("%d", &n);
for (int i=0; i<n; i++) {
char c;
scanf (" Y%c", &c);
nd[i].val = ¢c=="L> 7 1 : -1;
}
for (int i=0; i<n-1; i++) {
int x, y;
scanf ("}d%d", &x, &y);
nd[x] .e.push_back(nd+y) ;
nd[y] .e.push_back(nd+x) ;
}
nd->calc_up(NULL) ;
nd->calc_down(NULL, 0);
for (int i=0; i<n; i++)
printf ("%d\n", nd[i].opt);
return O;



