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P-III-1 Raut

Nejprve vyfesme jednodussi tlohu — co kdyby si Vasek s sebou na prednasku
nemohl vzit zadny zakusek? To je zndma tloha, takzvany problém batohu.

Tu mizeme fesit pomoci dynamického programovani. Poridime si tabulku DP
o rozmérech (n + 1) - (T + 1), kde (7, j) ndm ¥k maximélni celkovou miiamdéznost
zakusk, které jsme schopni snist za j vtefin s pouzitim zakuskt 1 az . Tuto tabulku
budeme pocitat po fadcich. Nulty fadek je jednoduchy — jsou to samé nuly. Pro -
ty fddek mame pro kazdé j dvé moZnosti — budto snime i-ty zdkusek, nebo ne.
Pochopitelné vezmeme vzdy lepsi variantu z téchto dvou. Tedy DPJi, j| = min(m; +
DP[i—1,j —t;], DP[i — 1, j]). Pomoci této rekurence jsme schopni fesit jednodussi
ulohu v O(nT') — vysledek totiz najdeme v DP[n,T].

Jak nam toto pomuze na ptivodni ilohu? MiZeme vyzkouset vSechny moznosti,
jak vybrat zdkusek na pfednésku — téch je n. Pro zbylé mizeme napocitat batoh
predchozim algoritmem a vratit celkové optimum. Tim umime hledat hodnotu op-
tima v ¢ase O(n2T), coz nadm staci na vyteseni tilohy pro n < 100.

To, jak zaroven spocitat, ktera volba zakusk® dava optimum, vyfesime az tplné
nakonec — pro vSechny algoritmy je myslenka stejné.

Co kdyz jsou zakusky stejné dobré, jak dlouho je trva snist?

Nyni travime hodné ¢asu vybérem zakusku, ktery si vzit na prednasku, protoze
pro kazdy musime napocitat batoh. Ukdzeme, Ze kdyz zdkusky jsou tak mnamodzni,
jak dlouho je trva snist, pak si nikdy nepohorsime, kdyz vezmeme ten nejmnamoz-
néjsi zakusek na prednasku.

Uvazujme néjaké FeSeni, které nebere nejmramoznéjsi zakusek na prednasku.
Nahlédnéme pro oba mozné ptipady, ze existuje FeSeni, které vezme nejmnamaoznéjsi
zakusek a je alespon tak dobré.

e Nejmnaméznéjsi zakusek jsme nikdy nesnédli. Pak je vzdy vyhodnéjsi
zékusek, ktery bereme, nyni vyménit za ten nejmnamaéznéjsi, ¢imz si po-
lepsime.

® Nejmnamoznéjsi zékusek jsme snédli o prestavce. Pak si nepohorSime,
kdyz jej vyménime za ten, ktery si bereme na prednasku. Celkovd mna-
moznost totiz zlistane stejnd, a pokud stihneme snist ten nejmnaméznéjsi
zékusek béhem prestavky, tak zvladneme i néjaky méné mnamodzni.

Nyni je jednoduché tlohu za téchto podminek dofesit — vybereme nejmnamoz-
néjsi zékusek na pfedndsSku a pro zbytek dopoéitdme batoh (stejné zakusky jsou
nerozliSitelné, takze je-li nejmnaméznéjsich zakuskt vice, mtzeme vybrat kteryko-
liv). To ndm zabere jen O(nT).



Vzorové reSeni

Pro jednoduchost nyni predpokladejme, ze zakusky jsou vzestupné sefazeny dle
doby, jak dlouho je jime. Jinak je mtizeme v ¢ase O(nlogn) sefadit.

Pro vyfteseni tlohy na plny pocet bodid je tfeba si uvédomit, Ze argumenty
z predchozi ¢asti jsou ve skutec¢nosti mnohem obecnéjsi.

Prvni pozorovani nam totiz tika, ze vzdy, kdyz vybereme néjakou mnozinu zé-
kuskl, kterou snime o piestavce, je nejvyhodnéjsi vzit si na prednésku ten nejmna-
moznéjsi zbyvajicl zakusek.

Druhé nam fikéa, ze vybereme-li, které zakusky snime, pak nic nepokazime tim,
7e na prednasku si z nich vybereme ten, ktery ndm potrva snist co nejdéle.

Spojenim téchto dvou pozorovani dostavame, ze je-li ¢ nejvyssi index takovy,
ze jsme snédli i-ty zakusek o prestavce, pak jedné-li se o optimum pro néjakou volbu
zakusku na prednéasku, pak se jedna o optimum, i pokud si na prednasku vezmeme
nejmnamoznéjsi ze zakuski ¢ + 1 az n.

Jenze néjaky index i, ve kterém nastavd optimum, musi existovat. A pro ten
nejlepsi volba zékuski s indexy nejvyse ¢ na prestavku je problém batohu. Jenze
pocitat batoh pro vSechna i je opét moc pomalé. Staci si vSak uvédomit, ze to vibec
neni potieba a Ze pfi pocitani batohu pro i = n jej napocitame pro vSechna i.

Optimalni feseni je tedy max; (DP[i, T]+max;<j<, m;). Hodnoty max; <, m;
si mtizeme v O(n) predpoditat. Dostdvame tak algoritmus s ¢asovou slozitosti O(n -
(T + logn)), kde logaritmus je kvuli t¥idéni. Pamétova slozitost je O(nT'), protoze
si pamatujeme celou tabulku.

Nyni zbyva rozmyslet, jak hledat nejen hodnotu optima, ale i jaké zakusky
snist, aniz by nam to pokazilo slozitosti.

Zjistit, pro jaka ¢ a j nabyva pfedchozi vyraz maxima, neni tézké — jen si vzdy
tato nejlepsi ¢ a j updatujeme. Zbyva tak domyslet, jak se znalosti ¢ ziskat i jaké
zékusky snist o prestavce.

Kdyz provadime dynamické programovani, mizeme si vzdy ulozit, v jakém
pfipadé (snédeni / nesnédeni zdkusku) jsme snédli mnamdznéjsi zakusky. S touto
informaci jiz mtizeme zac¢it v bodé DPJi, T| a vzdy se posouvat odpovidajicim zpi-
sobem zpét, tedy bud do DP[i — 1,T], nebo do DP[i — 1,T —t;]. V druhém p¥ipadé
je tfeba aktualizovat, jaké zakusky jsme snédli — tedy pridat i-ty zakusek.

To staci na plny pocet bodt. Pokud by se ndm vsSak nelibil logaritmus ve
vysledné ¢asové slozitosti, mizeme se jej zbavit. Stac¢i si rozmyslet, Ze pro spravnou
funkénost algoritmu nam staci sefadit pouze vSechny prvky, které jsou mensi nebo
rovny T'. Ostatni prvky pak muZzeme nechat na konci seznamu v libovolném poradi
— stejné zadny z nich nebudeme moci snist o prestavce. Ty relevantni prvky tak
umime set¥idit v O(T") pomoci pfihrddkového t¥idéni. Tedy dostaneme obé sloZitosti
algoritmu O(nT).



#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n, T;
cin >> n >> T;

vector<vector<int>> dp(n + 1, vector<int> (T + 1));
vector<pair<int,pair<int, int>>> cakes(n);
vector<int> ms(n);
for (int i = 0; i < nj; ++i) cin >> ms[i];
for (int i = 0; i < nj; ++i) {

int x; cin >> x;

cakes[i] = {x, pair<int,int>(ms[i], i + 1)};

}
sort(cakes.begin(), cakes.end());

// Dynamika.
for (int i = 0; i < nj; ++i) {
for (int j = 0; j <= T; ++j) {
dpli+11[j] = dp[il[j];
int prev = j - cakes[i].first;
if (prev >= 0) dpli + 1]1[j] = max(dp[i + 11[jI],
dp[i] [prev] + cakes[i].second.first);

}

// Predpocitani suffixovjch maxim.
vector<int> maxima(n, cakes[n-1].second.first);
vector<int> maxvals(n, cakes[n-1].second.second);
for (int i = n - 2; i >=0; --i) {
if (cakes[i].second.first > maximal[i+1])
maxvals[i] = cakes[i].second.second;
else
maxvals[i] = maxvals[i + 1];
maxima[i] = max(maximal[i+1], cakes[i].second.first);

}

// Nalezeni optima.
int best = -1;
int p = -1;
for (int i = 0; i < nj; ++i) {
int curr = dp[i] [T] + maximal[il;
if (curr > best) {
best = curr;

p =i
}

// Nalezeni, které zakusky je t¥eba snist.
int row = p;
int time = T;
vector<int> eaten;
while (row) {
if (dplrow] [time] != dplrow - 1][time]) {
time -= cakes[row-1].first;
eaten.push_back(cakes [row-1] .second.second) ;



}
--row;

}

for (int index = 0; index < (int)eaten.size(); ++index) {
if (index) cout << " ";
cout << eaten[index];

}

cout << "\n" << maxvals[p] << "\n";

P-II1-2 Lezeni

Na vstupu mame zadanych n dvojic (b1,41),..., (bn,¥n) a chceme najit n ne-
zapornych realnych ¢isel t1,...,t, takovych, ze

itibi > B, iti@ > L
i=1 i—1

a hodnota ) ., ¢; je nejmensi mozna. To si predstavime jako ulohu o vektorech
v roviné: Mame zadanych n vektori (které vSechny lezi neostfe v prvnim, tj. ,pravém
hornim“ kvadrantu) a chceme je sefist s nezapornymi koeficienty tak, aby vysledny
vektor byl po slozkdch alesponl tak velky jako (B, L). VSimnéte si, Ze pokud A je
néjaka konstanta, pak A Y7 t;b; = Y.~ (At;)b; a analogicky pro ¢;. Tato vlastnost
se oznacuje jako linearita.

Predpokladejme, ze mame néjaké optimalni feseni ¢, ..., t,. Postupné o tako-
vém TeSeni dokazeme nékolik pozorovani, kterda nam nakonec umozni vymyslet feseni
tlohy. Prvni pozorovani je, ze nemuze najednou platit, ze

=1 =1

Kdyby totiz platilo oboji najednou, mizeme zvolit A < 1 takové, ze

i=1 1=1

Z linearity potom plyne, ze A1, ..., At, je také feSeni ulohy, a protoze \t1+- - -+ At,, <
ty + -+ -+ t,, dostavame spor s tim, ze t1,...,t, bylo optimalni feseni.

Dvé stény

Pozorovani z predchoziho odstavce sta¢i na vyreseni vstupt, kdy jsou v Praze
jen dvé stény, a tedy na zisk dvou bodt. Reknéme, ze Ondra stravi ¢; hodin na prvni
sténé a to hodin na druhé sténé. Potfebujeme minimalizovat ¢; + t2 za podminek
t1,t9 > 0, t1b1 +t2be > B a t141+1tals > L. Nejprve vyzkousime varianty, kdy ¢1 = 0
nebo t3 = 0. V takovou chvili je jednoduché spocitat, kolik hodin musi Ondra stravit
na dané sténé. Déle mtzeme predpokladat, ze t; > 0 a t3 > 0.
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7 predchoziho odstavce vime, Ze alespon v jedné z nerovnosti t1b1 + tabs > B
a t1f1 + tals > L nastane rovnost. Pokud nastane v prvni, mizeme vyjadrit to =
(B — t1b1)/be, dosadit to do druhé nerovnosti a dostaneme

i1y + %§4i:jg}1££2 > L.
be

To je linedrni nerovnost o jedné neznamé, takze ji mizeme jednodusSe vyfesit a
ziskat tak feseni tq,ts. Rovnost ale miize nastat i ve druhé nerovnosti. V takovém
pfipadé udéldme analogické kroky a dostaneme (potenciélné jiné) feseni ¢}, t5. Tim
méme celkem ¢tyti kandidaty (dva, v nichz Ondra navstivi pouze jedno sténu, a dva
z tohoto odstavce) a z nich vybereme toho s nejmensim celkovym ¢asem stravenym
na sténach.

Nékteri z vas si mozna vSimli malych chyb v predchozim odstavci: Jednak nam
miuze vyjit, ze Ondra ma na nékteré ze stén stravit zaporné mnozstvi ¢asu. My
ale pfedpokladali, ze t1,t2 > 0, takze v takovém pfipadé mtizeme dané potencialni
feSeni ignorovat. Kromé toho tam méame jesté jednu nepiesnost: Kdyby existovalo
realné ¢islo a takové, ze by = aby a {1 = afs, pak po dosazeni dostaneme nerovnost
Bt% > L, kterd neobsahuje z4dné neznamé. Je to proto, ze vektory (b1, ¢1) a (ba, l2)
jsou linedrné zdavisleé. Kazdopadné v tomto piipadé je zfejmé, zZe je-li o > 1, muze
Ondra vSechen Cas stravit na prvni sténé, jinak vSechen ¢as stravi na druhé sténe,
takze pouzijeme feSeni pro jednu sténu.

Dvé stény vidy staci

Dalsi pozorovani je, Ze existuje optimalni feSeni, v némz jsou nejvyse dvé
hodnoty z ti,...,t, nenulové. Pro spor predpokladejme, Ze to neni pravda a Ze
t1,...,t, je optimalni feseni, které ma nejmensi pocet nenulovych hodnot, ale exis-
tuji 1 <4 < j < k < n takovd, Ze t;,t;,t; > 0. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme
predpokladat, ze vektory (b1,41),..., (bn,?n) jsou sefazené podle thlu, ktery sviraji
s kladnou poloosou z. Tedy vektor (b;,¢;) je mezi vektory (b;, ;) a (by,£)). Podi-
vejme se nyni na tsecku spojujici body (b;, 4;) a (bg, fx) a na piimku spojujici body
(0,0) a (bj,4;). Ozna¢me si jako (z,y) bod, kde se tahle usecka a pfimka protnou.

(b, I)




JelikoZ (x, y) lezi na tsedéce spojujici body (b;, ¢;) a (b, £x), existuje realné éislo
0 <A <1 takové, ze x = Ab; + (1 — A)bp a y = A; + (1 — N)4;.

Rozebereme nyni dvé moznosti. Pokud (0,0) a (bj,¢;) lezi na (neostfe) stejné
strané usecky (b;, 4;), (bx, £x), potom je bod (z,y) ,dale“ od po¢atku nez bod (b, £;),
a kdyby existovala sténa s parametry (z,y), mohl by Ondra stravit na této hypote-
tické sténé ¢t; hodin misto j-té stény a nepohorsil by si. Protoze ale x = Ab;+(1— )by,
ay = A; + (1 — A\)¢;, miZeme tuto hypotetickou sténu (z,y) nasimulovat pomoci
i-té a k-té stény tak, Ze na i-té sténé strdvime o At; vice hodin a na k-té sténé
stravime o (1 — A)t; vice hodin. Formalné zapséano, t;b; < At;b; + (1 — \)t;by a totéz
pro £;. Muzeme tedy vytvoiit nové fefeni ti,...,t;, takové, ze t; = 0, t; = t; + \t;,

. =tk + (1 —A)t; at) =ty pro viechny ostatni stény. Toto je jisté vyhovujici FeSeni
anavic plati -, t, = >_,_, t¢, takZe je to optimalni FeSeni. Zaroven m4 ale o jednu
nenulovou hodnotu méné nez ty,...,t,, coz je spor.

Pokud (0,0) a (bj,¢;) lezi na opa¢nych stranach usecky (b;, £;), (bx, lx), je sténa
(bj,¢;) ostie lepsi nez hypoteticka sténa (x,y). V pfedchozim odstavci jsme si roz-
mysleli, ze pokud Ondra na i-té sténé stravi A hodin a na k-té sténé stravi (1 — \)
hodin, je to totéz, jako by na sténé (z,y) stravil 1 hodinu. A kdyby tu hodinu strivil
misto toho na j-té sténé, tak by si pomohl. Oznac¢me 7 = min(%, (1%\)), potom
muze Ondra stravit navic 7 hodin na j-té sténé, z ¢asu na i-té sténé ubrat A7 hodin
a z Casu na k-té sténé ubrat (1 — A)7 hodin. Stejné jako v pfedchozim odstavci se
toho Ondra takto nauci alespon tolik jako v pavodnim feSeni, zabere mu to stejné
dasu, ale bud na i-tou, anebo na k-tou sténu viibec nebude muset, tedy jsme nasli
feSeni s mensim poc¢tem nenulovych hodnot, coz je spor.

Toto pozorovani nam dava kvadratické feseni a staci na zisk péti bodu: Pro
kazdou dvojici stén spocitame jako v feseni za dva body optimalni casy, kdyby
mél Ondra k dispozici jen tyto dvé stény. Dvojic stén je fadové n?, takze v case
O(n?) spocitdme nejlepsi moznosti pro viechny dvojice a z nich nakonec vybereme
optimalni FeSeni.

Neékteré stény jsou lepsi nez jiné

Tteti pozorovani je jednoduché: Pokud existuji dvé stény (b;,4;) a (b;,¥¢;) ta-
kové, ze b; > b; a ¢; > {;, potom miizeme na j-tou sténu zapomenout, protoze
vSechen ¢as, ktery Ondra stravi na j-té sténé, muze misto toho stravit na i-té sténé
a nepohorsi si.

Toto vede k TeSeni za sedm bodi. Nejprve si vSechny stény sefadime priméarné
sestupné podle b; a sekundarné sestupné podle ¢;. Potom tuto sefazenou posloupnost
od zacatku projdeme a nechame si pouze ty stény, které maji vétsi ¢; nez dosud
nejvyssi hodnota £;, ¢imz se zbavime pravé vSech stén, které jsou horsi nez néjaka
jina sténa. Vsimnéte si, ze pro kazdé x nam zistane nejvyse jedna sténa s b; = z, tedy
celkem ndm zistane nejvyse max(b;) stén. Na né potom mtizeme spustit kvadratické
feSeni a dostaneme celkovou slozitost O(nlogn + max(b;)?).



Konvexni obal

KdyzZ jsme dokazovali, ze vzdy staci jit na nejvyse dveé stény, pouzili jsme Gvahu,
ze kdyz mame dvé stény, tak pomoci nich umime simulovat libovolnou ,virtualni®
sténu s parametry lezicimi na tsecce spojujici parametry danych dvou stén. Na
hodnoté dva pfitom neni nic specidlniho: Pokud si obecné vezmeme libovolnych &
stén sindexy 1 < i1, ...,%4; < n alibovolnych k nezdpornych redlnych ¢isel A1, ..., g
takovych, ze \; + -+ + Ay = 1, potom pomoci stén ¢islo i1, ..., i, umime simulovat
virtudlni sténu s parametry (Z?Zl Ajbi; s Z?Zl Ajli;). A takové virtualni stény jsou
presné ty, které lezi v konvexnim obalu® parametrti danjych k stén.

7 toho plyne, ze nam staci uvazovat pouze ty stény, které lezi na konvexnim
obalu, respektive presnéji feceno na jeho horni poloviné. Lze dokézat, Ze v nasem
piipadé bude konvexni obal obsahovat nejvyse O(max(b;)%/?) bodi, a tedy ziskavame
feseni se slozitosti O(nlogn + max(b;)*/?). Dokazat to di ovsem néjakou praci a
my si misto toho ukézeme jesté jedno pozorovani, které ndm umozni ziskat plny
pocet bodi. Ve zbytku vzorového feseni budeme predpokladat, ze stény lezi na horni
poloviné konvexniho obalu a Ze pro kazdé dvé stény i # j plati, Ze b; < b; a £; > {;
nebo naopak. V ¢ase O(nlogn) si to umime na za¢dtku programu zafidit.

Optimalni stény jsou sousedni

Vsimnéte si, ze v predchozim odstavci jsme zafidili, ze stény budou zaroven
leZzet na konvexnim obalu a zaroven zadna nebude lepsi nez néjaké jina. Tyto dva
pozadavky jsou nezévislé (na konvexnim obalu mohou leZet dvé stény takové, Ze
jedna je lepsi nez jina, a zaroven existuji trojice stén takové, ze zZadna neni lepsi nez
jina, ale jen dvé z nich lezi na horni poloving konvexniho obalu). Klicem k feSeni je
tato dvé pozorovani zkombinovat:

Reknéme, Ze v optimalnim feSeni plati, Ze ¢; a t; jsou jediné dvé potencidlné
nenulové hodnoty (tj. jedna z nich také muZe byt nulové, coZ odpovida tomu, Ze
Ondra ptijde pouze na jednu sténu). Definujme si A = tjﬁ ot Kdyby existovala sténa
s parametry (Ab;+(1—A)bj, Al;+(1—A){;), mohl by na ni Ondra stravit ¢;+¢; hodin,
nejit na zadnou jinou sténu, a skoncil by s Uplné stejnymi schopnostmi lezeni na
obtiznost a boulderingu za Gplné stejny cas jako v uvazovaném feSeni. To znamena,
ze kdybychom si vytvorili vSechny mozné virtualni stény lezici na tiseckach tvorenych
opravdovymi sténami, stacilo by nam zkouset fesSeni, kterd vyuzivaji jen jednu sténu.

Virtualnich stén je samoziejmé nekoneéné mnoho, takze takové feseni by zrovna
moc bodu neziskalo. Ale pfedstavme si, Ze jsme si vSechny takové virtualni stény
vytvorili a pak jsme zahodili vSechny stény, které jsou horsi nez néjaka jina sténa.
Potom nam zbude pouze horni hranice konvexniho obalu, ktera je tvorena tiseCkami
spojujici stény, jez na konvexnim obalu lezi vedle sebe. To znamend, Ze ndm staci
uvazovat pouze ty virtualni stény, které lezi na tisecce mezi dvéma sousednimi body
konvexniho obalu. Jinak feceno, jediné dvojice stén, které nam staci uvazovat, jsou

* Pro definici konvexniho obalu a algoritmus na jeho nalezeni v ¢ase O(nlogn) si
miiZete predist tfeba kuchaiku KSP Geometrie na[bttps://ksp.mfl.cuni. cz/kucharky)

Ve zbytku feseni budeme takové znalosti pfedpokladat.

7



https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/geometrie/
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/geometrie/

ty, které lezi na konvexnim obalu a sousedi spolu. Takovych dvojic je jisté O(n) a
dostédvame tim FeSeni, které bézi v ¢ase O(nlogn) a stadi na zisk plného poétu bodu.
Poznamky

Vsimnéte si, ze pokud jako b oznac¢ime nejvétsi hodnotu b; na vstupu, jako /¢
oznac¢ime nejvétsi hodnotu ¢; na vstupu a pridadme si stény (b,0) a (0, £), tak horni
polovina konvexniho obalu bude tvorit klesajici posloupnost, a tedy specialné nebude
obsahovat zadné dveé stény takové, ze by jedna byla lepsi nez druhd, a nemusime tedy
takové stény fesit zvlast. Kdyby optimalni feSeni jednu z téchto dvou stén pouzilo,
tak misto ni posleme Ondru na sténu, kterd nabyva daného maxima b resp. [.

Vratme se k pozorovani z druhého odstavce, Ze v jedné z nerovnosti

i=1 i=1

v kazdém optimalnim feseni nastane rovnost. Pokud v optimalnim feSeni ptjde
Ondra pouze na jednu sténu, tak nic lepsiho dokazat nemizeme. Pokud ale pijde
na dvé, pak ve skutecnosti nastane rovnost v obou nerovnostech:

Predpokladejme pro spor, ze mame néjaké optimalni feseni, kde Ondra pijde
na stény ¢ < j (a na zadné jiné) a plati t;b; + t;b; = B a t;{; +t;{; = L + € pro
néjaké € > 0 (kdyby rovnost nastala ve druhé nerovnici, tak je ivaha symetrickd).
Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze b; > b; a ¢; < £;. Potom Ondra
miize na j-té sténé stravit o malinko méné casu tak, aby pfisel o nejvice € schopnosti
lezeni na lané a misto toho muize na jesté o trochu kratsi ¢as zajit na i-tou sténu tak,
aby tam ziskal tolik schopnosti boulderingu, o kolik pfisel tim, Ze byl na j-té sténé
o chvilinku méné. Formélné ozna¢me 7 = fj aT = %ZT, pri¢emz zfejmé 7 > 7' > 0,
a definujme t; = t; + 7" a t’; = t; — 7. Hodnoty jsme zvolili tak, aby t;b; + t;b; = B
a til; +t;0; > L, tedy je to vyhovujici Teseni, ale mame ¢; +t; < t; +t;, coz je spor
s tim, Ze feSeni ¢;,; bylo optimalni.

To mé geometrickou interpretaci: Optiméalni virtualni sténa lezi pfesné v prise-
¢iku tsecky mezi i-tou a j-tou sténou s pfimkou, ktera spojuje body (0,0) a (B, L).
Tim se da dloha prevést na hledani pruseciku primky s horni hranici konvexniho
obalu.

#include <bits/stdc++.h>
#define INF 99999999999.0

using namespace std;
typedef long long 11;
typedef pair<ll, 11> pll;

int n;
double B, L;
vector<pll> steny;

double jedna_stena (pll x) {
return max(B / x.first, L / x.second);

}



// Pfedpokladéme, Ze x i y lezi na horni &asti konvexniho obalu,
// a tedy nemusime FeSit specidlni pfipady a v optimalnim FeSeni
// nastane rovnost v obou nerovnostech
double dve_steny (pll x, pll y) {
double t2 = (L*x.first - B*x.second) / (x.first*y.second - x.second*y.first);
double t1 = (B - t2*b2) / bi;
if (£t2 >= 0 && t1 >= 0) return t1 + t2;
else return INF;

}

int main() {

cin >> n >> B >> L;

11 b, 1;

11 maxb = -1, maxl = -1

for (int i = 0; i < n; ++i) {
cin >> b >> 1;
steny.push_back({ b, 1 });
maxb = max(maxb, b);
maxl = max(maxl, 1);

}

steny.push_back({ maxb, 0 });

steny.push_back({ 0, maxl });

// Funkce upper_convex_hull nalezne horni polovinu konvexniho obalu
// a vrati body setfidéné podle jejich polohy

// na konvexnim obalu. Speci&lné prvni a posledni bod

// budou naSe falSené stény { maxb, 0 } a { 0, maxl }

vector<pll> obal = upper_convex_hull(steny);

int m = obal.size();

// Prvni &i posledni sté&na na konvexnim obalu nabjvaji hodnot
// maxb resp. maxl a miZe se stat, Ze se vyplati jit jen na jednu
// z nich. V ostatnich pfipadech staii ptat se na dvojice sousednich stén.
double result = min(jedna_stena(obal[1]), jedna_stena(oballm - 2]));
for (int i = 1; i < m-2; ++i)
result = min(result, dve_steny(oball[il, oball[i+1]));

return result;

P-II1-3 Hvézdni véstci

Podiloha a)

Zjevné staci nechat véstce uhodnout systém dalnic a ovérit, ze splituje podmin-
ky (tvofi strom a z kazdého systému vychézi nejvyse tii dalnice). Pfi ovéfeni, zda
systém délnic tvofi strom, vyuZijeme FeSeni tlohy b) krajského kola.

Reseni tedy bude nasledujici: Pokud existuje plan dalnic spliiujici podminky ze
zadani, pro kazdy systém v ném existuje jednoznacné cesta po dalnicich do systému
¢islo 0 (budeme ji fikat cesta do kofene). V kazdém hvézdném systému (kromé
toho s ¢islem 0) vyvéstime délku d jeho cesty do kofene a jeho souseda s na této
cesté. VSem svym sousedim posleme d a zda jsou nasim sousedem s. Poté ovérime
nasledujici podminky:



(i) Soused s ma cestu do korene délky d — 1. V systému ¢islo 0 misto toho
ovéfime, ze d = 0.

(ii) Nejvyse dva (¢i nejvyse t¥i pro systém ¢islo 0) hvézdné systémy tvrdi, ze
jsme jejich sousedé na cesté do kofene.

Jestlize program odpovi ANO, délnice postavime pravé mezi systémy u a v
takovymi, Ze u tvrdi, Ze v je jeho soused na cesté do kofene (nebo naopak). Za kazdy
systém kromeé toho s ¢islem 0 je tak postavena jedna dalnice, celkovy pocet dalnic
je tedy N — 1. Tento pocet je nejmensi mozny, jinak by jisté nebylo mozné se po
délnicich dostat mezi néjakymi dvéma systémy.

Podminka (i) zarucuje, Ze se po délnici z kazdého systému dostaneme do jiného
systému s hodnotou d o jedna mensi, a postupné tedy az do systému s hodnotou d
rovnou 0, coz muze byt jedin€ systém cislo 0. Odevsad se proto da dostat do systému
¢islo 0, a tedy i kamkoliv jinam. Dle podminky (ii) pak z kazdého systému vedou
nejvyse tri dalnice.

Jak d tak s jsou ¢isla mensi nez N, potfebujeme tedy vyvestit K = 2[log, N
bitt. V pseudokédu:

struct {
unsigned(ceil(log(N))) d;
unsigned(ceil(log(N))) s;
} R;

struct {
unsigned(ceil (log(N)))
bool na_ceste;

} send[D], receive[D];

o

if (A == 0 && R.d > 0)
return NE;

if (A '= 0 && (R.d==0 || R.s >= D))
return NE;
for (i =0, ..., D-1) {
send[i].d = R.d;
send[i] .na_ceste = (A !'= 0 && i == R.s);
}

if (A != 0 &% receive[R.s].d != R.d - 1)
return NE;

pocet_na_ceste = 0;
for i =0, ..., D-1)
if (receivel[i] .na_ceste)
pocet_na_ceste++;
mez = (A==073: 2);
if (pocet_na_ceste > mez)
return NE;

return ANO;
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Podiloha b)

Jako stupern systému si ozna¢me pocet sousednich systémt, tedy jeho hodno-
tu D. Nasim cilem bude secist stupné vSech systémi; tim je kazdé dvojice systémi
zapocitand dvakrat, staci tedy vysledek porovnat s 2M. Dale vyuzijeme ideu podob-
nou té z feSeni dlohy a) z krajského kola — kazdy systém uhodne néjaky Castecny
soucet a overi, ze je konzistentni s CasteCnymi soucty jeho sousedt. V tloze z kraj-
ského kola jsme to délali v pfipadé, ze Hvézdné impérium tvori cestu, a pfimocara
adaptace toho Feseni by tedy byla pokusit se uhodnout cestu prochézejici vSemi sys-
témy. Takova cesta ale samoziejmé nemusi existovat. Misto toho si tedy nechame
vyvestit strom 7' obsahujici vSechny systémy zakofenény naptiklad v systému ¢islo 0.
Budeme fikat, ze systém u je potomkem systému v, jestlize cesta v T z u do kofene
prochézi pres v, a jeho ditétem, jestlize navic u sousedi s v v T. V kazdém systému
si pak sta¢i nechat vyvéstit soucet stupnti jeho potomkt a ovéfit, ze je konzistentni,
tedy roven souc¢tu hodnot vyvésténych v jeho détech plus D. V kofeni pak ovéfime,
zda soucet je nejvyse 2M.

Strom 7" bychom mohli vyvéstit podobné jako v ¢asti a), tedy tim, Ze pro kazdy
systém vyvéstime jeho souseda s na cesté do kofene a délku d této cesty, na coz je
potieba 2[log, N biti. Toto FeSeni muZeme jesté trochu vylepsit tim, Ze nechédme
vyvéstit takovy strom T', pro ktery je soucet délek cest ze vsech systémut do kofene
nejvétsi mozny. Strom 7' pak ma nasledujici vlastnost: Kazdy systém v rizny od
kofene ma v Hvézdném impériu pravé jednoho souseda, jehoz cesta do kofene mé
délku d — 1 (timto sousedem je pravé s). Kdyby mél totiz jesté néjakého jiného
takového souseda w, pak uvazme strom, kde by si w jako svého souseda na cesté do
kofene misto svého stavajiciho vybral v. Tim by se o 2 prodlouzila cesta do kofene
pro w a vSechny jeho potomky, coz je ve sporu s volbou T'.

Pro reprezentaci stromu 7' s touto vlastnosti tedy pro kazdy systém staci vy-
véstit délku cesty d do korene; jeho soused na cesté do kofene je pak jeho jediny
soused s cestou do kofene délky d — 1 a jeho déti jsou jeho sousedi s cestou do ko-
fene délky d + 1. V tomto FeSeni tedy potfebujeme [log, N bitii na reprezentaci
d a [logy N%| < 2[log, N bitii na reprezentaci ¢asteéného soucétu, dostdvame tedy
K = 3[log, N1.

V pseudokédu to vypada nasledovné:

struct {
unsigned(ceil(log(N))) d;
unsigned(2 * ceil(log(N))) soucet;
} R;
struct {
unsigned(ceil(log(N))) d;
unsigned(2 * ceil(log(N))) soucet;
} send[D], receivel[D];

if (A == 0 & (R.d > 0 || R.soucet > 2 * M))
return NE;

if (A != 0 && R.d == 0)
return NE;
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for i =0, ..., D-1) {
send[i].d = R.d;
send[i] .soucet = R.soucet;

}

pocet_minusl = 0;
suma_deti = 0;
for (i =0, ..., D-1) {
if (receivel[il.d + 1 == R.d)
pocet_minusi++;
if (receive[i]l.d == R.d + 1)
suma_deti += receivel[i].soucet;

}

if (R.soucet != suma_deti + D)
return NE;

if (A !'= 0 &% pocet_minusl != 1)
return NE;

return ANO;
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