72. ro¢nik Matematické olympiady — 2022/2023
Resent aloh krajského kola kategorie P

P-II-1 Investiéni guru

Pro libovolnou posloupnost a, ..., a, ozna¢ime jako jeji podposloupnost jakou-
koliv posloupnost a;,, ..., a;, ,kdel <i; <--- < iy < n.Jinak feCeno, podposloup-
nost musi zachovat poradi ¢lent, ale mize nékteré z nich preskocit. V tlloze mame
za kol rozdélit posloupnost na co nejmensi pocet rostoucich podposloupnosti.

Zkusme nejprve vytesit jednodussi dlohu: Na vstupu dostaneme posloupnost
ai,...,a, a Cislo k a chceme posloupnost rozdélit na nejvyse k rostoucich podpo-
sloupnosti. Efektivni feseni této tlohy lze potom vyuzit pro zisk 6 bodu: Postupné
jej zavolame s k = 1,2,...,5 a vybereme nejmensi k, pro které bude odpovéd ano.

Hladovy algoritmus

Tuto tlohu vyfesime hladovym algoritmem. Budeme postupné prochazet po-
sloupnost a1, ..., a, a pritom konstruovat k rostoucich podposloupnosti. Na zacatku
si vytvorime k prazdnych posloupnosti. V kroku 7 potom pfidame a; na konec tako-
vé posloupnosti, kterd zatim konc¢i na néjaké ¢islo mensi nez a;. Pokud je takovych
vice, vybereme tu z nich, ktera konc¢i nejvétsim c¢islem. Pokud zaddna takova neni a
mame jesté néjaké prazdné posloupnosti k dispozici, pfiddme a; do nékteré z nich,
jinak skonc¢ime a vypiSeme, Ze posloupnost na k rostoucich podposloupnosti rozdélit
nesla.

Nejprve dokdzeme, Ze tento algoritmus tlohu vytesi spravné. Pokud dobéhne az
do konce, tak ziejmeé kazd4 z k vytvarenych podposloupnosti bude rostouci, protoze
prvek a; pridavame vzdy bud do prazdné posloupnosti, anebo na konec néjaké, jejiz
predchozi posledni prvek byl mensi nez a;. Zaroven kazdy ¢len ptivodni posloupnosti
bude v nékteré z podposloupnosti, a tedy skuteéné najdeme zpusob, jak ptivodni
posloupnost rozdélit na k rostoucich podposloupnosti.

Pokud algoritmus v néjakém kroku selze a fekne, ze tiloha nema feseni, po-
tfebujeme dokézat, ze tiloha skutecné nemd feSeni. Pro spor predpokladejme, ze
existuje lepsi rozdéleni posloupnosti ai,...,a, na k rostoucich podposloupnosti,
a ze vSech moznych vyberme to, které se nejdéle shoduje s rozdélenim, které se
snazi konstruovat nas algoritmus. Oznacéme jej (b1,1,...,b1.n,), (b2,1,---,b2.ns)s -+,
(bk,la SR bk‘,nk)~

Necht 7 je prvni krok, kdy se néa$ algoritmus odliSuje od hypotetického lepsiho
rozdéleni. To znamend, ze nas algoritmus chce umistit a; do jiné podposloupnosti
nez hypotetické lepsi feSeni. Nemtze se stat, ze by se nas algoritmus pokusil dat
a; na zacatek prazdné posloupnosti, nebo by skonéil, jelikoz to udéla jen tehdy,
kdyz vSechny ostatni posloupnosti kon¢i na ¢isla vétsi nez a;, a tehdy by i lepsi
rozdéleni muselo zalozit novou posloupnost, protoze se s hladovym algoritmem doted
shodovalo.

Méme tedy ¢isla 1 < f,g < kaindexy 1 <u <nyal < v < ng takové, ze a; =
bf.u+1, ale nas algoritmus umisti a; do g-té podposloupnosti za prvek by .. Z toho
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plyne, ze a; > by, > by : Obé€ Cisla by, a by, jsou ziejmé mensi nez a; a zaroven
nas algoritmus ze vSech takovych vybral to nejvetsi, totiz by . Tudiz miZeme misto
téchto dvou posloupnosti uvazovat posloupnosti (bf1,...,05u,0g041,---,0gm,) @
(bg,1s---sbgu,a;i = bpur1,0fuy2,...,bpn,). Ty jsou také rostouci, protoze by, <
bgv < bgut1 a by < a;, takze dostdvame rozdéleni na k rostoucich posloupnosti,
které se s nasim algoritmem shoduje jesté o krok déle. To je spor, protoze jsme
predpokladali, Ze vybrané feSeni se s naSim shoduje co mozna nejdéle. Tim jsme
dokazali spravnost naseho algoritmu.

Pro implementaci algoritmu je potfeba vyfesit jen jeden detail, totiz jak nalézt
podposloupnost, kterd konéi na nejvétsi mensi prvek nez a;. Jedna moznost je udr-
zovat si podposloupnosti v néjakém binarnim vyhledavacim stromu sefazené podle
posledniho prvku. Ve skutecnosti si ale v§imnéme, Ze budeme-li udrzovat podpo-
sloupnosti v poli v potradi, v jakém jsme do nich pfidali prvni prvek, bude toto pole
vzdy sefazené sestupné podle velikosti posledniho prvku: Pokud pfidavame a; do no-
vé posloupnosti, tak vime, Ze vSechny jiz existujici posloupnosti konéi na prvky vétsi
nez a;. Pokud pfiddvame a; na konec nékteré posloupnosti, vime, Ze a; je vétsi nez
jeji posledni prvek (a tedy i nez posledni prvky vSech néasledujicich posloupnosti),
ale zaroven jsou posledni prvky vsech predchozich posloupnosti vétsi nez a,. Jinak
feCeno nam vzdy staci pouzit obycejné binarni vyhledavani. Tim za pridani jednoho
prvku zaplatime O(log k) Casu, a tedy cely algoritmus pobézi v éase O(nlogk).

Binarni vyhledavani odpovédi

Predpokladejme, ze mame néjakou tlohu s néjakym parametrem k a k ni algo-
ritmus, jenz umi rozhodnout, zda existuje feSeni této tlohy. Déle predpokladejme,
7e existuje-li feSeni pro hodnotu parametru k, pak existuje i pro vSechny hodnoty
£ > k. A nakonec si jesté pro zjednoduseni slibme, Ze vime, Ze parametr bude vzdy
celé ¢islo v intervalu [a, b], pfiGemz pro a FeSeni nikdy neexistuje a pro b vzdy existuje.
Potom miizeme pomoci bindrniho vyhleddvani na intervalu [a, b] nalézt nejmensi k,
pro které algoritmus odpovi ano. Jestlize algoritmus trva O(T') ¢asu, potom jej spus-
time O(log(b— a)) krat, a tedy celkova slozitost bude O(T log(b— a)). Této technice
se obvykle anglicky tik& binary search by the answer.

Nase tloha vsechny tyto predpoklady jisté spliiuje: Rozdéleni na k posloupnosti
je samo o sobé i rozdéleni na libovolnych ¢ > k posloupnosti: mizeme si predstavit,
ze ty zbylé posloupnosti jsou prazdné. Také nikdy nedokézeme najit rozdéleni na
0 rostoucich posloupnosti a vzdy dokadzeme posloupnost rozdélit na n rostoucich
posloupnosti (napiiklad kazdy prvek bude ve vlastni posloupnosti). To znamena, Ze
ziskévame Feseni, které bézi v case O(n(logn)?), kde jeden logaritmus je za binarni
vyhledavani odpovédi a druhy za binarni vyhledévani uvnitf algoritmu.

Vzorové feSeni

Piestoze je binarni vyhleddvéni odpovédi uzitecné technika (a obecné je casto
dobry napad se u optimalizacni tlohy nejdiive zamyslet, zda umite vyfesit rozho-
dovaci variantu s pevnym parametrem), platime za néj logaritmem. Nékdy ovSem
existuje i resSeni, které ten logaritmus usetii.

2



Pokud spustime hladovy algoritmus s parametrem k = n, tak vime, ze v Case
O(nlogn) vidy vrati néjaké rozdéleni na n podposloupnosti, pficemz nékteré z nich
mohou byt prazdné. Necht &’ je pocet neprazdnych podposloupnosti v tomto rozdé-
leni. V&imnéte si, ze jediné misto, kde ve hladovém algoritmu hraje roli parametr, je
ve chvili, kdy chceme umistit prvek do nové (prazdné) posloupnosti a zjistujeme, zda
jesté néjakou takovou méame k dispozici. To znamené, ze hladovy algoritmus vrati
to samé rozdéleni pro libovolnou hodnotu parametru vétsi nebo rovnu k’.

Zaroven pro hodnoty parametru mensi nez &’ hladovy algoritmus odpovi, Ze
feSeni neexistuje, a vyse jsme dokazali, ze v takovou chvili opravdu neexistuje. To
znamend, ze k' je nejmensi pocet rostoucich podposloupnosti, na néz zadana po-
sloupnost 1ze rozdélit. Tim jsme tlohu vytesili v ¢ase O(nlogn) a ziskali tak plny
pocet bodl. Pamétova slozitost je O(n).

Poznamka

P1i lepsi implementaci hladového algoritmu mu vibec nemusime zadavat pa-
rametr k a misto toho ho nechat vzdy, kdyz potfebuje, vytvorit novou prazdnou
posloupnost a vlozit do ni aktudlni prvek. Diky tomu potom bindrné vyhledavame
pouze Vv jiz vytvorenych posloupnostech, kterych je vidy nejvyse k', a tedy sloZitost
zlepsime na O(nlogk’). Toto v8ak nebylo pro zisk plného poc¢tu bodu nutné.

Dilworthova véta

Tato tiloha blizce souvisi s takzvanou Dilworthovou vétou o ¢astecnych uspora-
déanich. Cdstecné uspordddni je zobecnéni linedrniho usporadéni, kde nevyzadujeme,
aby kazdd dvojice prvki byla porovnatelna (ale stale plati, ze pokud a < b a b < a,
potom a = b, a také tranzitivita, tj. je-lia < bab < ¢, pakia < ¢). Pokud je (P, <)
Castecné uspotradani, a X C P, potom je X retézec, pokud kazdé dva prvky X jsou
navzajem porovnatelné, a X je antiretézec, pokud zadné dva prvky X nejsou porov-
natelné. Dilworthova véta ¥ika, ze velikost nejvétsiho antifetézce v (P, <) je rovna
nejmensimu poc¢tu Fetézcll, na néz lze (P, <) rozdélit.

Mame-li posloupnost raznych ¢isel aq,...,a, ze zadani, miZeme na mnoziné
P ={a,...,a,} definovat ¢astecné usporadani < tak, ze a; < a; pravé tehdy, kdyz
a; < a; a zéroven ¢ < j, tj. porovnatelné zlistanou pravé rostouci dvojice. Uloha po
nas potom chce presné rozklad tohoto nového uspofaddani na fetézce. Dilworthova
véta Fika, ze nejmensi mozny pocet takovych fetézct bude rovna velikosti nejvétsiho
antifetézce. Oviem antifetézce presné odpovidaji klesajicim podposloupnostem. Re-
¢eno v puvodnim jazyce tlohy, nejmensi pocet rostoucich podposloupnosti, na néz
1ze zadana posloupnost rozdélit, je roven délce nejdelsi klesajici podposloupnosti. Po-
kud znate algoritmus na jeji hledani (ktery je z urcitého pohledu podobny nasemu
hladovému algoritmu) a Dilworthovu vétu, mohli jste ziskat 8 bodii.

#include <vector>
#include <iostream>

using namespace std;

int main() {
int n;
vector<int> a;



cin >> n;
a.resize(n);
for (int i = 0; i < n; ++i) cin >> al[il;

// Podposloupnosti budou vZdy sefazené sestupné podle posledniho prvku
vector<vector<int>> podposloupnosti;

// Umistime prvni prvek.
podposloupnosti.push_back({a[0]});

for (int i = 1; i < n; ++i) {
// Binarné& vyhledame vhodnou posloupnost
int 1 = 0, r = podposloupnosti.size();
while (r - 1> 1) {
int m = (r + 1)/2;
if (podposloupnostil[m].back() < a[il) r = m;
else 1 = m;

// Na konci je v 1 index posledni posloupnosti,

// jejiz posledni prvek je vét3i nez ali],

// anebo 1 = 0 a a[i] je vét3i nez vSechny prvky,

// které jsme doted vidéli

if (1 == 0 && podposloupnostil[l].back() < al[il) --1;

if (1 + 1 == podposloupnosti.size()) {
// Musime zaloZit novou posloupnost
podposloupnosti.push_back({al[il});
} else {
podposloupnosti[1+1].push_back(alil);
}
}

cout << podposloupnosti.size() << endl;

for (auto &% p : podposloupnosti) {
for (auto && x : p) cout << x << " ";
cout << endl;

}

return O;

P-II-2 Developersky projekt

Na vstupu mame strom 7', jehoz vrcholy jsou stanice a hrany odpovidaji sou-
sednosti na nékteré z linek. Uloha se nas pta na pocet dvojic vrcholtl, které jsou od
sebe vzdélené k + 1 (nejkratsi cesta mezi nimi obsahuje & + 1 hran).

Ty mtzeme nalézt standardnimi algoritmy na hledanim nejkratsich cest v gra-
fech — mezi kazdymi vrcholy vede pravé jedna cesta, a délku této cesty nam tyto
algoritmy naleznou. Vzdalenosti vSech dvojic vrcholt muZeme nalézt bud Floyd-
ovym—Warshallovym algoritmem (viz kuchaika KSP o dynamickém programovani
Rt 7Esp.mi].cuni. cz/viz/kucharky/dynamikd) v ¢ase O(n?), nebo spusténim pro-
hleddvani do sitky z kazdého vrcholu s celkovou slozitosti O(n?). Jakmile méme
vzdalenosti vSech dvojic vrchol, staci jen spocitat pocet dvojic, které maji vzdale-
nost presné k+1. Celkové tedy bude nase feSeni kubické nebo kvadratické v zavislosti
na pouzitém algoritmu a ziskd 3 nebo 5 bodi.
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Rychlejsi FeSeni

Pokud ale chceme ziskat vice bodil, nemtizeme si dovolit pocitat vzdalenosti
mezi vSemi dvojicemi — téch je kvadraticky mnoho. Misto toho pouzijeme techniku,
které se tika dynamické programovani na stromech.

Zakotenme si strom v libovolném vrcholu. V kazdé cesté v T potom muizeme
najit jeji jednozna¢né uréeny nejoyssi vrchol (tj. vrchol nejblize ke kofeni). V nasem
algoritmu pak kazdou cestu délky k+ 1 zapocitdme pravé v jejim nejvyssim vrcholu.

Predstavme si nyni, Ze jsme ve vrcholu v, ozna¢me jeho potomky wy, ..., w,
a podstromy v nich zakofenéné jako 71, ...,7T,. Kazda cesta, jejimz je v nejvyssim
vrcholem, zacina v néjakém vrcholu z v néjakém podstromu 7;, potom vys$plhd do
vrcholu v a tam bud skon¢i, anebo sestoupi do vrcholu y v néjakém jiném podstromu
T; pro j # i. Délka této cesty je potom soucet vzdalenosti x od w;, vzdalenosti w;
od v (coz je 1), a pokud cesta ve v nekonéi, tak jesté musime p¥i¢ist 1 za hranu z v
do w; a potom vzdalenost y od w;.

Pro libovolny vrchol v a ¢islo 4 ozna¢me jako p(v, i) pocet vrcholti v podstromu
zakolenéném ve v, které maji od v vzdalenost i.

Cesty, které maji délku k¥ + 1 a maji nejvyssi vrchol v (kazdé takova cesta
odpovida pozadované dvojici vrcholit) miizeme rozdélit do dvou typu: ty, které maji
v jako koncovy vrchol, a ty, které nikoliv. Prvni typ zapocteme snadno: od kazdého
syna vime, kolik vrcholi v daném podstromu je ve vzdalenosti k£ + 1 od v. Ty staci
jen secist, coz zvlddneme v c¢ase linedrnim s poc¢tem synii.

Trochu slozitéjsi to bude s cestami druhého typu. To jsou vSechny cesty mezi
néjakymi dvéma vrcholy a a b takovymi, Ze jsou v jiném podstromu a navic je-li
vzdalenost z a do v néjaké i, pak vzdalenost z b do v musi byt k + 1 — 4.

To muzeme primocare udélat tak, ze vyzkousime vsechny dvojice podstromu a
seCteme pro kazdé ¢ od 0 do k + 1 pocet vrcholi z prvniho podstromu, které maji
vzdalenost do v 7, krat pocet vrchold z druhého, které maji vzdalenost k + 1 — 3.
Tim v kazdém vrcholu stravime O(d2k), kde d,, je pocet sousedtt sousedtt daného
vrcholu.

Zbyva ndm spocitat hodnoty p(v, ). Z¥ejmé ndm to staci pro 0 < i < k, cesty
délky k 4 1 mtzeme rovnou zapocitat a nemusime si je dal pamatovat. Je-li v list,
pak p(v,0) =1 a p(v,i) = 0 pro vSechna ¢ > 0. Jinak v neni list. Pfedpokladejme,
Ze jiz mame spocitané p(w,i) pro kazdého potomka w vrcholu v. Potom seGteme
hodnoty, které jsme dostali ze syni v, a pfidame novou cestu o délce 0.

V jednom vrcholu v tedy bude vypocet probihat nasledovneé:

odpoved = 0

for (x : potomek(v))
odpoved += p(x, k)

for (x : potomek(v)) for(y : potomek(v))
if (x < y) // Kazdou dvojici chceme zapo&itat jen jednou
for (int i = 0; i <=k - 1; ++1i)
odpoved += p(x, i) * p(y, k - 1 - i)



p(v, i) =0
for (x : potomek(v))
for (int i = 0; i < k; ++i)
p(v, i + 1) += p(x, i)
p(v, 0) =1

Cely tento vypocet implementujeme pomoci jednoho prohledédni do hloubky
z kofene. Vzdy nejprve navstivime a zpracujeme vSechny potomky aktualniho vr-
cholu, potom s pomoci jejich hodnot p spocitame pocet cest délky k + 1, jejichz je
aktualni vrchol nejvyssim vrcholem, a nakonec tyto hodnoty vyuzijeme i k vypoctu
hodnot p pro aktualni vrchol.

V kazdém vrcholu stravime ¢as O(d2k), tedy celkem O(d2, . nk). Takové feseni
stadilo pro zisk 8 bodi. (Ve skuteénosti 1ze odhad udélat lépe a dostat O(dmaxnk),
ale z hlediska zisku bodii to nepomiize.)

Velké stupné

Pokud budou stupné velké, predchozi feseni neni o nic rychlejsi nez opakované
prohledavani do sitky. Zaméfme se proto na ¢ast, kterd trva nejdéle — pocitani cest,
které jdou mezi riiznymi podstromy. Ideadlné bychom chtéli tento pocet ziskat jednim
prichodem, nikoliv prochazenim vsech dvojic podstromi.

Vsimnéme si toho, ze kdyz s¢itdme cesty danych délek pro jednotlivé podstromy
pfi vypocétu p(v,i), tak pied tim neZ zapocteme podstrom j-tého syna, zndme pro
kazdé i soucet poctu cest délky i nachazejicich se v podstromech vsech syni az do
(j —1)-ho. Mtizeme tedy snadno spoéitat pocet cest délky k+ 1 mezi vrcholy z j-tého
podstromu a vrcholy z podstromy pfed nim. KdyZ toto sec¢teme pro vSechna j,
zapoCteme tak kazdou cestu pravé jednou, ¢imz slozitost tohoto kroku sniZzime na
O(dyk). (Zbavit se kvadratické slozitosti na po¢tu synit se dalo i jinymi zptsoby.
Napriklad, ze spocteme pocet vSech cest v podstromu urcéeném vrcholem v, tedy i
téch zdegenerovanych, a nasledné od tohoto poctu odecteme pocet cest, které jsou
uvnitt néjakého z podstromi.)

for (int i = 0; i <= k; ++i)
p(v, i) =0
plv, 0) =1
for (x : potomek(v))
for (int i = 0; i <= k; ++i)
odpoved += p(v, i) * p(x, k - i)
for (int i = 0; i < k; ++i)
p(v, i + 1) += p(x, 1)

Ve vrcholu v udélame O(d, k) prace, tedy pokud opét pouZijeme prohleddvani
do hloubky, udélame celkem O(k)", d,) = O(nk) prace. Zde vyuzivame, ze soucet
stupnit je dvojnasobek poctu hran, coz je v naSem pripadé 2n — 2. Tedy cCasova
slozitost je O(nk), stejné tak pamétovd, coz jiz sta¢i na plny pocet bodi.



#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<vector<int>> al;
int k_plus_1;
long long answer = 0;

vector<int> dfs (int index, int parent) {
vector<int> ret(k_plus_1 + 1);
for (int son : al[index]) if (son != parent) {
auto got = dfs(son, index);
answer += got[k_plus_1];
for (int i = 0; i < k_plus_1 + 1; ++i) {
answer += got[i] * ret[k_plus_1 - i];
ret[i] += got[il;

}

// Posuneme hodnoty o jednu pozici.

for(int i = k_plus_1 - 1; i >= 0; --i) {
ret[i + 1] = ret[il;

}

// P¥idame aktualni stanici.
ret[1]++;
return ret;

}

int main() {

ios_base::sync_with_stdio(0);

// Pfe&teme vstup.

int n, k; cin >> n >> k;

k_plus_1 =k + 1;

al = vector<vector<int>>(n);

for (int i = 0; i < n-1; ++i) {
int x, y; cin >> x >> y;
== ¥y
al[x].push_back(y);
ally] .push_back(x);

}

dfs(0, -1);

cout << answer << endl;

return O;

Jiné feSeni

Uloha la také vyiesit v ase O(nlogn) (bez zavislosti na k) pomoci takzvané
centroidové dekompozice (viz napiiklad vzorové feSeni tlohy 33-2-X1 z KSP, které
najdete na [ittps: //ksp.miJ.cuni.cz/viz/33-2-X1/resend). Centroid stromu je tako-
vy vrchol, ze po jeho odebrani se strom rozpadne na komponenty, kazda z nichz
mé nejvySe n/2 vrcholi. Méme-li n&jaky centroid, mizeme v ném strom zakofe-
nit, v kazdém podstromu daném jeho potomkem pomoci prohledavani do Sitky ¢i
hloubky spocitat pocty vrcholi ve vSech vzdalenostech od centroidu a potom stej-
nym zpusobem jako v naSem FeSeni pomoci téchto poétti v ¢ase O(n) spocitat pocet
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cest délky k + 1, které prochézeji vybranym centroidem. Pocty cest, které celé lezi
v jednotlivych podstromech, mtizeme spocitat rekurzivnim volanim. Tim v kazdé
hladiné rekurze udélame O(n) prace, a protoze se v kazdé hladiné velikost problému
zmens$i minimalné na polovinu, po O(log n) rekurzivnich volanich dostaneme nejvyse
jednoprvkové stromy, v nichz tlohu umime vyfesit trivialné.

P-II-3 Brusinkova ¢okolada

Nejprve se pojdme zamyslet nad variantou, kdy nemusime optimalizovat veli-
kost dilku pro Dana. Tedy staci rozdélit ¢okoladu na obdélniky tak, aby v kazdém
byl pfesné jeden brusinkovy dilek.

Zacneme tim, zZe ¢okoladu rozldmeme na C¢asti tak, aby v kazdé casti byl jen
jeden sloupec obsahujici néjaké brusinky. To mizeme naptiklad zafidit tak, ze c¢oko-
ladu rozlomime pred kazdym sloupcem s brusinkami az na prvni.

Kazdou z téchto ¢asti jiz budeme resit samostatné. Podobnym algoritmem ji
rozdélime na obdélniky, kde kazdy bude obsahovat jeden fadek s brusinkami. OvSem
jelikoz také kazdy obdélnik bude obsahovat pouze jeden sloupec s brusinkami, musi
v ném byt pravé jeden brusinkovy dilek. I toto zafidime jednoduse. Zase nam staci
rozlomit ¢okolddu pred kazdym Fddkem s brusinkou (v dané ¢dsti) az na prvni.

Jiz tedy vime, Ze TeSeni vzdy existuje, a nikdy tedy nebude potifeba vypsat
NELZE. Jesté pojdme dorozmyslet implementacni detaily, tedy jak vypsat vysledné
obdélniky. Nejprve si setfidime brusinky podle sloupce a rozdélime je do skupin.
Podle okolnich skupin jiz vime, kde bude levy a pravy okraj obdélnikd brusinek
ve skupiné. Kazdou skupinu pak setfidime podle fadku a pro kazdou brusinku jiz
snadno dopoc¢teme i horni a dolni okraj podle okolnich brusinek.

Casova slozitost takového feseni je O(nlogn). Pomoci ptihrddkového ti{dént
ji lze zménit na O(rs). Paméfova slozitost je O(n) resp. O(n + r + s) v piipadé
prihradkového t¥idéni.

Nyni se pojdme zamyslet nad plnou verz{ tlohy: Na chvili si pfedstavme, Ze jiz
si Dan vybral svij nejvétsi obdélnik. Zvladneme rozdélit zbytek? Mtzeme oddélit
vSechny sloupce nalevo a napravo od Danova dilku. Ze zbytku pak oddélime jesté
vSechny tadky nad a pod Danovym obdélnikem. Mize se stat, ze v nékterém sméru
bude Danuv dil az po okraj. Pak nic neodlomime. Pokud ale néco odlomime, tak
vime, Ze v odlomené ¢asti bude brusinkovy dilek. Kdyby tam totiz zadny nebyl, tak
by si Dan sviij dilek mohl rozsifit az po okraj a tim by ziskal vic ¢okolady. To se
v8ak stat nemuize, protoze mi predpokladame, ze si Dan vybral nejvétsi dilek.
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Kazdou z odlomenych ¢asti tedy mutizeme vytesit jako samostatnou tabulku
pomoci predeslého algoritmu. Vime, Ze pokud obsahuje alesponn jeden brusinkovy
dilek, tak vzdy zvladneme najit feseni.

Zbyva tedy posledni véc: najit Danovi nejlepsi kousek cokolady. Pro zisk ale-
spoti néjakych bodt stacilo vyzkouset véech O(r2s?) moznosti Danova dilku a pro
kazdy dilek zjistit, zdali obsahuje pouze nejvétsi brusinku. Z takovych pak vybrat
ten nejvétsi. Celkovd casova sloZitost feseni je O(r2s%n), protoze pro kazdy Gtverec
zjistujeme, co je uvnitt, v éase O(n).

Pojdme zrychlit zjistovani, zdali je v obdélniku i jiny brusinkovy dilek. Miizeme
vyuzit dvojrozmérnych prefixovych souétii (viz kuchaika KSP Zékladni algoritmy
Fitps:/Esp.m]].cunt.cz/viz/kucharky /zakladni-algoritmy}). Prosté spoéitiame pocet
brusinkovych dilk uvniti a kdyz je to 1, tak si dany obdélnik mtize Dan nechat.

Pojdme se podivat jaky je nejvétsi mozny obdélnik pro néjaky zafixovany levy
a pravy okraj. Pokud na fadku s nejvétsi brusinkou je mezi ni a okraji jesté jina bru-
sinka, tak zadny takovy obdélnik neexistuje. V opa¢ném piipadné muzeme zkusit
obdélnik zvysSovat nahoru, dokud nenarazime na néjakou brusinku. Stejnym zpuso-
bem pak muazeme rozsifit smérem dold. V kazdém sloupci si mizeme tedy spocitat,
jaké je vzdalenost do nejblizsi prekazky (brusinky nebo okraje) smérem nahoru a
dolu. Ze vSech sloupctt mezi okraji pak staci v obou smérech vzit minimum a tim
mame uréeny nejveétsi obdélnik pro dany levy a pravy okraj.

Pro kazdy sloupec si tedy miizeme nejprve prepocitat volny prostor v obou
smeérech. Pak jen vyzkouSime vSechny mozné dvojice levych a pravych okraju. Ovsem
misto po¢itdnim minim pro kazdy zvI4st na to pijdeme chytieji. VSimneme si, Ze
kdyz obdélnik rozsifime o jeden sloupec doprava, tak sta¢i dosavadni minima v obou
smérech jednoduse aktualizovat. Pro kazdy levy okraj tedy snadno a rychle spo¢teme
vSechny pravé okraje. Celkova ¢asova slozitost tedy je O(rs + s?), coz uz staci na
plny podet bodt. Pamétova slozitost je pfi vhodné implementaci O(r + s + n).

#include <vector>
#include <algorithm>
#include <iostream>

using namespace std;

void obdelnik(int x_min, int y_min, int x_max, int y_max)
{
// Vytiskne pozadovanyj obdélnik
cout << x_min << " " << y_min << " " << x_max << " " << y_max << "\n";


https://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy/

void vyres_sloupec(vector<pair<int, int>> brusinky,

{

}

int x_min, int y_min, int x_max, int y_max)

// Funkce pfedpoklada, Ze vSechny brusinky na vstupu leZi v jednom sloupci
sort (brusinky.begin(), brusinky.end());

// Set¥idime brusinky podle x-ové soufadnice
brusinky.push_back({x_max+1, 0});

// Na konec je3té& pfidame jednu virtualni brusinku,

// ktera nam spravné vyfeSi konec posledniho obdélniku
obdelnik(x_min, y_min, brusinky[1].first-1, y_max);
for (int i = 1; i < brusinky.size()-1; i++)

obdelnik(brusinky[i] .first, y_min, brusinky[i+1].first-1, y_max);

void vyres_bez_dana(vector<pair<int, int>> brusinky,

{

}

int x_min, int y_min, int x_max, int y_max)

if (x_min > x_max || y_min > y_max) return;

// Kdyz je obdélnik plochjy, neni co délat
vector<vector<pair<int, int>>> brusinky_ve_sloupci(y_max - y_min + 1);
for (auto it: brusinky)

if (x_min <= it.first && it.first <= x_max &&
y_min <= it.second && it.second <= y_max)

// (odfiltrovali jsme brusinky mimo danj obdélni&ek)

brusinky_ve_sloupcilit.second-y_min].push_back(it);
int zacatek_dilku = y_min;
int y = y_min;
while (brusinky_ve_sloupcily-y_min].size() == 0) y++;
while (y <= y_max)

{
int dalsi_sloupec = y+1; // y_max+1 pokud dal$i jiZ neni
while (dalsi_sloupec <= y_max
&% 'brusinky_ve_sloupcildalsi_sloupec-y_min].size())
dalsi_sloupec++;
vyres_sloupec(brusinky_ve_sloupcil[y-y_min],
x_min, zacatek_dilku, x_max, dalsi_sloupec-1);
zacatek_dilku = dalsi_sloupec;
y = dalsi_sloupec;

void vyres(vector<pair<int, int>> brusinky,

{

int x_min, int y_min, int x_max, int y_max)

int dan_x = brusinky[0].first;
int dan_y = brusinky[0].second;

vector<int> prostor_nahoru(y_max - y_min + 1, dan_x - x_min + 1);
vector<int> prostor_dolu(y_max - y_min + 1, x_max - dan_x + 1);
// 1 zna&i, kdyZ miZe byt obdélnik alespoii na fadku s brusinkou
// 0 znaii, Ze tady jiZ obdélnik byt nemiZe

for (auto it: brusinky)

{
if (it == brusinky[0])
continue;
int index = it.second - y_min;
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}

if (it.first <= dan_x)
prostor_nahorulindex] =
min(prostor_nahorul[index], dan_x - it.first);
if (it.first >= dan_x)
prostor_dolu[index] =
min(prostor_dolulindex], it.first - dan_x);
}
int opt_velikost = -1;
int opt_i, opt_j, opt_nahoru, opt_dolu;
for (int i=y_min; i<=dan_y; i++)

{
int aktualne_nahoru = 1<<30;
int aktualne_dolu = 1<<30; // Nastavime na nekoneé&no
for (int j=i; j<=y_max; j++)
{
aktualne_nahoru =
min(aktualne_nahoru, prostor_nahorul[j-y_min]);
aktualne_dolu =
min(aktualne_dolu , prostor_dolul[j-y_min] );
int velikost = (aktualne_nahoru + aktualne_dolu - 1)
* (j -1+ 1);
if (j >= dan_y && velikost > opt_velikost)
{
opt_velikost = velikost;
opt_i =i, opt_j = j;
opt_nahoru = aktualne_nahoru;
opt_dolu = aktualne_dolu;
}
}
}

obdelnik(dan_x-opt_nahoru+l, opt_i, dan_x+opt_dolu-1, opt_j);
vyres_bez_dana(brusinky, x_min, y_min, x_max, opt_i-1);
vyres_bez_dana(brusinky, x_min, opt_j+1, x_max, y_max);
vyres_bez_dana(brusinky, x_min, opt_i, dan_x - opt_nahoru, opt_j);
vyres_bez_dana(brusinky, dan_x + opt_dolu, opt_i, x_max, opt_j);

int main() {

int r, s, n;
vector<pair<int, int>> brusinky;

cin >> r >> s >> n;
brusinky.resize(n) ;
for (int i = 0; i < n; ++i)
cin >> brusinky[i].first >> brusinky[i].second;

vyres(brusinky, 1, 1, r, s);
return O;
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P-II-4 Hvézdni véstci

Cast a)

Hlavni ideou TeSeni je, ze kazdy systém si nechéd vyvéstit, v kolika systémech,
které jsou pred nim na cesté, probiha povstani. Toto ¢islo pak zvysi o jedna, pokud
v ném povstani probihd, a posle ho systému, ktery po ném nasleduje. Kazdy systém
ovéri, zda je jeho véstba konzistentni, tj. zda od svého predchudce obdrzel stejné
¢islo jako to, které vyvéstil. Posledni systém na cesté pak ovéri, zda celkovy pocet
povstani je alespoii N/3. Drobnym technickym detailem je, Ze véstec ndam také musi
vyveéstit, ktery z naSich sousedil je na cesté pred nadmi, a musime obdobé zajistit,
ze tato volba je konzistentni s tou v sousednich systémech. Na to staci jeden bit,
celkem tedy mame K = [log, N| + 1.

V pseudokédu vypada feseni nasledovné:

struct {
unsigned(ceil(log(N))) pocet_povstani;
unsigned(1) naslednik;
} R;

struct {
unsigned pocet_povstani;
bool od_naslednika;
} send[D], receivel[D];

/* Specialni p¥ipad. */
if (N == 1)
return P 7 ANO : NE;

/* Prvni vrchol na cesté&. */
if (D == 1 &% R.naslednik == 0)
{
send [0] .pocet_povstani = P ? 1 : 0;
send[0] .od_naslednika = false;

return receive[0].od_naslednika ? ANO : NE;

}
unsigned povstani_vcetne = R.pocet_povstani + (P 7 1 : 0);

/* 0deSleme informace pfedchiidci, a pokud nejsme posledni vrchol,
i naslednikovi. */
send[1 - R.naslednik].od_naslednika = true;
if (D == 2)
{

send[R.naslednik] .od_naslednika = false;
send[R.naslednik] .pocet_povstani = povstani_vcetne;

}

/* Systém, kterého jsme uhodli jako pfedchtidce, by si nemél myslet,
Ze je naslednik. */

if (receive[l - R.naslednik].od_naslednika)
return NE;

/* My a nas predchidce bychom méli mit stejny ndzor na pocet
povstani pfed nami. */

if (receive[l - R.naslednik].pocet_povstani != R.pocet_povstani)
return NE;
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if (D == 2)
{
/* Systém, kterého jsme uhodli jako nadslednika, by si nemél myslet,
Ze je pfedchiidce. */
return receive[R.naslednik].od_naslednika ? ANO : NE;

}

/* Ovéfeni poltu v poslednim systému na cesté. */
return pocet_vcetne >= N/3 7 ANO : NE;

Jestlize povsténi probiha v alespori N/3 systémech, véstci jisté mohou prezit
tak, Ze vSechny informace (kdo je naslednik, kolik povstani probihd pfed némi)
vyvesti spravné.

Naopak, pokud vSechny systémy odpovi ANO, znamena to, Ze za prvé se kazdé
dva sousedni systémy shodly na tom, ktery z nich nésleduje na cesté diiv, a specialné
jeden ze systému s jedinym sousedem byl uréen jako zacatek cesty a druhy jako konec.
A za druhé, Ze pocet povstani, ktery kazdy systém vyvéstil, je roven tomu, ktery
vyveéstil jeho predchtidce, navyseny o jedna, pokud v pfedchidci probihéd povstani.
7 toho plyne, ze kazdy systém vyvéstil presné pocet povstani, které probihaji na
cesté pred nim. Jelikoz posledni systém odpovédél ANO, znamend to tedy, Ze pocet
povstani je alespori N/3.

Cast b)
Jednim z moznych feseni je, ze kazdy hvézdny systém vyvésti cislo R mezi 0
a N —1 (je tedy potieba K = [logy N|), posle ho vSem svym sousedim a odpovi

ANO, pravé kdyz od nejvyse jednoho ze sousedd obdrzi ¢islo mensi nebo rovné R.
V pseudokédu:

unsigned(ceil(log(N))) R, send[D], receive[D];
for (i =0, ..., D-1)
send[i] = R;

int pocet_mensich_nebo_rovnych = 0;
for i =0, ..., D-1)
if (receive[i] <= R)
pocet_mensich_nebo_rovnych++;

return pocet_mensich_nebo_rovnych <= 1 7 ANO : NE;

Proc¢ toto feseni funguje? Pokud je Hvézdné impérium strom, povsimnéme si,
Ze z kazdého systému vede jednozna¢nd cesta (posloupnost sousedicich systému) do
systému ¢islo 0, a véstec muze jako R vyveéstit délku této cesty. Systém cislo 0 pak
obdrzi 1 ode vSech sousedi, zatimco kazdy jiny systém obdrzi ¢islo R — 1 od svého
souseda na cesté do systému 0 a R + 1 od vSech svych dalSich sousedti. VSechny
systémy tedy odpovi ANO.

Naopak, pokud Hvézdné impérium obsahuje kruznici C', podivejme se na systém
na C, kterému véstec vyvéstil ze vSech systémi v C' nejvétsi hodnotu R (pokud je
takovych systémi vic, pak na libovolny z nich). Tento systém obdrzi od svych dvou
sousedi na C' ¢isla mensi nebo rovna R, a odpovi tedy NE.
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