72. ro¢nik Matematické olympiady — 2022/2023

Resend iloh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Tmava zakouti

Nejprve si vSimnéme, ze pokud v néjakém sloupci neni zadné osvétlené policko,
organizatori se do takového sloupce, a tedy ani do zadného sloupce napravo od néj,
neumi nikdy dostat. V opa¢ném pitipadé je vzdy mozné dostat se z Matfyzu na kolej
napiiklad tak, Ze postupné rozsviti kazdy sloupec. Toto pozorovani staci na zisk tii
boda: Nejprve ovérime, zda je v kazdém sloupci néjaké osvétlené policko, a pokud
ano, tak postupné vyzkousime rozsvitit kazdou podmnozinu sloupcti, podivame se,
zda pro néj existuje osvétlena cesta z Matfyzu na kolej, a nakonec vratime nejmensi
pocet rozsvicenych sloupct, pro néz takova cesta existovala.

Dalsi dulezité pozorovani je, Ze existuje-li cesta z Matfyzu na kolej, na niz
organizatori rozsviti nejvyse k sloupctd, potom lze takovou cestu zvolit tak, aby
organizatofi po rozsviceni kazdého sloupce v tomto sloupci poposli nahoru ¢i dola
na vhodné policko, z néj presli doprava a pak se jiz nikdy do daného sloupce nevratili.
Vsimnéte si totiz, ze pokud organizatori rozsviti sloupce ¢ < j a zadny sloupec mezi
nimi, pak existuje cesta z néjakého policka sloupce 7 do néjakého policka sloupce j,
ktera ve vSech sloupcich i+1, ..., j—1 vyuziva od zacatku rozsvicend policka. Potom
organizatori po rozsviceni sloupce « mohou pouzit tuto cestu, dojit do sloupce j, ten
rozsvitit a pak se jiz nikdy nemusi vracet nalevo od j.

To znamena, Ze si mizeme predstavit, ze mame dva typy kroki. Prvni typ je
krok do sousedniho policka, které bylo od zac¢atku osvétlené. Takovy krok nas nestoji
zadné rozsvécovani. Druhy typ je krok do libovolného (ne nutné sousedniho) policka
ve stejném sloupci, na néj je potieba rozsvitit jeden sloupec. Potom nés zajima, kolik
nejméné kroka druhého typu potiebujeme, abychom dosli z Matfyzu na kolej. To lze
spocitat napriklad pomoci Dijsktrova algoritmu, ale staci i varianta prohledavani do
§itky pro hrany délky 0 a 1, kde vrcholy, do nichz pfijdeme hranou délky 0, davame
na zacatek fronty, nikoli na konec. (Této varianté se ¢asto fika 0-1 BFS.) Casova
slozitost takového algoritmu je O(n?) (resp. O(n?logn) pii pouziti Dijkstrova algo-
ritmu), jelikoz mame celkem n? policek a z kazdého vede Ffadové n hran (do vsech
policek v daném sloupci vedou hrany délky 1, k tomu z néj mohou vychézet az ctyfti
hrany délky 0 do sousednich osvétlenych policek). Takovy algoritmus stacil na zisk
péti bodu.

Podivejme se nyni trochu dukladnéji na to, co se stane, kdyz se organizatori
rozhodnou rozsvitit néjaky sloupec. V tu chvili po ném mohou libovolné chodit,
ale vysSe jsme si rozmysleli, Ze jim stac¢i dojit na vhodné policko tohoto sloupce,
z néj udélat krok doprava na od zacatku rozsvicené policko v nasledujicim sloupci
a znovu se uz do rozsviceného sloupce nevracet. Proto miZeme misto navstévovani
policek, kterd na zacatku nebyla rozsvicend, rovnou zkouset skakat do rozsvicenych
policek ve stejném sloupci a ve sloupci o jedna napravo, ¢imz najednou zapocitame
rozsviceni sloupce a celou cestu do dalsiho rozsviceného policka bez toho, abychom
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tuto cestu museli explicitné prochézet. Takové feseni, implementované pomoci 0-1
BFS, m4 slozitost O(n? + m?), kde m je pocet rozsvicenych policek, a staci proto
na zisk sedmi bodt. (Ve slozitosti mame m? jako horni odhad velikosti grafu na
rozsvicenych poli¢kach a n? proto, abychom si mohli pomocn4 data ukladat do poli
n X n. Lze se obejit i bez toho napriklad pomoci hesovacich tabulek, ale pro vyfeseni
ulohy to nebylo nutné.)

Pro zisk plného poctu bodt se potiebujeme zbavit druhé mocniny u m. To
nelze jen lepsi analyzou popsaného algoritmu, protoze kdybychom méli dva sousedni
sloupce a v kazdém z nich feknéme m/4 rozsvicenych policek, tak z kazdého rozsvi-
ceného policka vlevo mizeme skocit do kazdého rozsviceného policka vpravo. Toto
je samoziejmé neefektivni — pro kazdé levé policko totiz znovu zkousime rozsvitit
cely sloupec, ale pfitom jakmile sloupec cely rozsvitime, nezalezi na tom, ze kterého
policka jsme to udélali. Ve vzorovém feSeni tohle udélame chytfeji:

Pro kazdy sloupec si pfidame virtualni ,,policko“, které bude reprezentovat to,
ze dany sloupec cely rozsvitime. Z kazdého rozsviceného policka povede do pfislus-
ného virtudlniho policka (orientovand) hrana délky 1 a z virtualniho poli¢ka repre-
zentujiciho sloupec s povedou (orientované) hrany délky 0 do vSech rozsvicenych
policek ve sloupci s + 1, pokud takovy existuje. Tim zajistime, Ze kazdé rozsvicené
policko bude incidentni s nejvyse ¢tyfmi hranami délky 0 do sousednich rozsvicenych
policek a k tomu s nejvySe dvéma dalsimi hranami z/do virtuélnich policek, tedy
celkem budeme mit jen O(m) hran a ¢asové slozitost feseni bude tudiz O(n? + m),
coz staéi na plny pocet bodt. (Tak, jak FeSeni popisujeme, tak neumi rozsvitit po-
sledni sloupec a dojit po ném az dolt na kolej. Rozmyslete si ale, Zze misto toho
mohou organizatofi vzdy rozsvitit predposledni sloupec, dojit po ném tplné dolt a
potom udélat krok doprava na kolej, takze i vySe popsany algoritmus dava spravné
vysledky.)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <deque>

using namespace std;

typedef long long 11;
typedef pair<int, int> ii;

int n, m;
vector<vector<bool>> lights; // Je policko rozsvicené?
vector<vector<int>> dist; // Vzdalenost pro 0-1 BFS

vector<vector<int>> columns; // Seznam rozsvicenjch policek v kaZdém sloupci
vector<vector<bool>> done;

int main() {
cin >> n >> m;
int x, y;

lights.resize(n, vector<bool>(n, false));
done.resize(n, vector<bool>(n+1, false));
dist.resize(n, vector<int>(n+1, -1));
columns.resize(n);



for (int i = 0; i < m; ++i) {
cin >> x >> v
--x; --y; // Indexujeme od 0
lights[x] [y] = true;
columns [x] .push_back(y) ;

}

dist[0][0] = 0;

deque<ii> q;
q.push_back({0,0});

while (!q.empty()) {
auto cur = q.front();
q.pop_front();
x = cur.first;
y = cur.second;
if (donel[x][y]) continue;
done[x] [y] = true;

// Poli&ky (x, n) reprezentujeme pomocny vrchol, Ze jsme
// rozsvitili sloupec x-1
if (y == n) {
// Projdeme viechna rozsvicena policka ve sloupci n
for (auto ny : columns[x]) {
// Jiz jsme tu byli, vzdalenost nelze zmen3it
if (dist[x][ny] != -1) continue;

dist[x] [ny] = dist[x][y]l;

q.push_front ({x, ny});
}

} else {

vector<ii> to_visit; // VSechny potencidlné moZné kroky
to_visit.push_back({x-1,y});
to_visit.push_back({x+1,y});
to_visit.push_back({x,y-1});
to_visit.push_back({x,y+1});
to_visit.push_back({x+1,n});

for (auto nw : to_visit) {
int nx = nw.first,
ny = nw.second;
// Existuje takové poli&ko?

if (nx < 0 ||
ny < 0 ||
nx >=n ||
ny > n) continue;
if (dist[nx][ny] !'= -1) continue;

if (ny !'= n && !'lights[nx] [ny]) continue;
dist[nx] [ny]l = dist[x][y];
if (ny == n) {
++dist [nx] [ny];
q.push_back(aw) ;
} else {
q.push_front (nw) ;
}



}
cout << dist[n-1][n-1] << endl;

return O;

Alternativni FeSeni

Predpokladejme, Ze jsme nasli néjaky zptsob, jak se organizatoii mohou dostat
na kolej. Jejich cestu si miizeme rozdélit na jednotlivé tiseky, kdy vzdy néjakou dobu
chodi po rozsvicenych polic¢cich, potom rozsviti cely sloupec, nékam po ném dojdou,
pak se znovu chvili pohybuji po od zacatku rozsvicenych policcich atd.

Pro rozsvicené policko (z,y) ozna¢ime jako jeho komponentu mnozinu vsSech
rozsvicenych poli¢ek, do nichz se z (z,y) umime dostat bez toho, abychom muselo
rozsvécovat néjaky sloupec. (Tohle pfesné odpovidd komponenté souvislosti v grafu
sloZeném z rozsvicenych poli¢ek.) Organizatofi tedy néjakou dobu chodi po kompo-
nenté, pak rozsviti néjaky sloupec, coz jim umozni pfejit do jiné komponenty, a pak
dale pokracuji v ramci ni.

Vsimnéte si, ze pokud si promitneme néjakou komponentu na osu z (tj. podi-
vame se, ve kterych sloupcich lezi néjaké poli¢ko té komponenty), dostaneme vzdy
interval. Jinak feceno, pokud ma komponenta néjaka policka ve sloupcich i < j, pak
ma policko i ve vSech sloupcich k takovych, ze ¢ < k < j. Z toho plyne, Ze se organi-
zatorim vzdy vyplati jit v rdmci konkrétni komponenty co nejvice doprava: Kdyby
se rozhodli rozsvitit sloupec a prejit do jiné komponenty jinde nez v nejpravéjsim
policku aktualni komponenty, mohou misto toho po aktualni komponenté prejit az
do nejpravéjsiho policka a rozsvitit jeho sloupec (a pfejit do néjaké komponenty,
v niz dle ptivodniho planu dany sloupec navstivili). Tim se rozhodné nezvysi pocet
rozsvicenych sloupcti.

S timto pozorovanim lze vymyslet hladové feseni této tlohy. Nejprve si pfedpo-
¢itdme komponenty a promitneme si je na intervaly na ose z (to lze v dase O(m-+n?)).
Komponentu obsahujici vrchol (n,n) z technickych divodii protdhneme, aby konéila
aZ ve (virtudlnim) sloupci n + 1. Pro kazdé = od 1 do n si jako prav(z) oznac¢ime
nejpravéjsi konec néjakého intervalu, ktery zacind v z, (nebo —1, pokud v x zadny
interval neza¢ind) v ¢ase O(n + m) napfiiklad tak, Ze postupné projdeme vSech-
ny komponenty a vzdy se podivame, zda ta aktualni nedosahuje vice doprava nez
vS8echny ostatni, které jsme do té doby vidéli a zacinaji na stejném misté. Potom uz
spustime samotné hladové hledani cesty pomoci nasledujiciho algoritmu:

1. akt <1
<4 Intervaly zacinajici od akt ddle jsme jesté nekontrolovali.
2. odpoved < 0 <4 Celkovy pocet rozsvicenych sloupci
3. pravo < pravy konec intervalu komponenty obsahujici (1,1)
< Sloupec pravo bude vidy ten, ktery budeme muset rozsvitit.
4. Dokud pravo # n + 1:



5. novy < max{prav(i) pro i od akt do pravo + 1}
< Tim najdeme nejpravéejsi sloupec, kam se umime dostat tak,
< Ze rozsvitime sloupec pravo a prejdeme do jiné€ komponenty.

6. Pokud novy < pravo:
7. Skonci, na kolej se nelze dostat.
8. akt < pravo + 2
q4 Zkontrolovali jsme intervaly koncici aZ do pravo + 1.
9. pravo <— novy
10. odpoved < odpoved + 1

Vsimnéte si, ze v kazdé iteraci cyklu se proménné pravo zvysi alespon o 1, tedy
iteraci bude O(n). Kazda iterace ndm zabere O(1) préce plus tolik, kolik zabere
radek, kde nastavujeme proménnou novy. Kdyz se pres cely béh algoritmu podivame
na vSechna spusténi radku nastavujiciho proménnou novy, pro kazdé ¢ od 1 do n se
na prav(i) zeptame nejvySe jednou, celkem tedy udélame O(n) prace. Proto toto
hladové hledani nejlepsi cesty zabere O(n) ¢asu.

P-I-2 Inovativni vizualizace

Budeme pouzivat terminologii teorie grafii. Organizacni struktura je zakorené-
ny strom T, zaméstnanci jsou jeho vrcholy (feditelka je kofen) a vztah pfimé nadii-
zenosti/podfizenosti odpovida hrané. Ukolem je strom na vstupu nakreslit tak, aby
vrcholy byly ve vrcholech konvexniho n-tthelnika, hrany byly vzdy tsecky a zadné
dvé hrany se nekfizily.

Nejprve si rozmyslime, jak ziskat dva body za prostfedni podalohu. Pokud
je Feditelka pfimou nadfizenou vSech ostatnich (tj. pfislusny graf je hvézda), mize
Michal umistit vrcholy libovolnym zptisobem, hrany se nikdy kfizit nemohou. Pokud
bude umistovat vrcholy postupné, pro prvni ma n moznosti, pro druhy n—1 moznosti
a tak déle, celkem mé tedy n! moznosti.

Ve druhém ptipadé ma kazdy zaméstnanec kromé zaméstnance n pravé jednoho
pfimého podfizeného, tedy graf je cesta, a hrany vedou vzdy mezi vrcholy 7 a i + 1.
Predpokladejme, ze Michal uz vSechny vrcholy umistil, a podivejme se na vrcholy
1 a 2. Hrana je spojujici déli n-thelnik na dvé ¢asti a musi platit, Ze vSechny zbylé
vrcholy budou umistény v jedné z nich (protoze jinak by nékterd z hran musela
prekiizit tu spojujici vrcholy 1 a 2). To znamend, Ze druhd ¢ast musi byt prazdna.
Obecné plati, ze kdyz se podivame na hranu spojujici vrcholy ¢ a i+ 1, tak ta déli n-
thelnik na dvé ¢asti a vSechny vrcholy s ¢isly i + 2, ..., n musi byt umisténé v jedné
z nich. Pokud tedy bude Michal umistovat vrcholy postupné, pro vrchol 1 mé n
moznosti, pro vrcholy 2,...,n — 1 ma pravé dvé moznosti — musi byt na jednom ze
dvou koncil souvislého tiseku doposud umisténych vrcholi, a pro vrchol n zbude jen
jedna moznost. Celkem je tedy odpoved n2m2.

Reseni obecného piipadu
Predpokladejme, ze uz mame né€jaké vyhovujici umisténi vrcholii. Obejdéme
n-uhelnik proti sméru hodinovych rucicek zacinajice u feditelky a postupné si za-
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pisujme cisla zaméstnanci, na néz jsme narazili, nez se znovu vratime k reditelce.
Tim dostaneme néjakou posloupnost ¢isel 1, ..., n zacinajici jednickou, kde se kazdé
vyskytuje pravé jednou (tj. permutaci). Posloupnosti, které mohou vzniknout tako-
vim zptsobem pro néjaké nakresleni, oznac¢ime jako vyhovujici. ReSenim tlohy je
poté n krat pocet vyhovujicich posloupnosti, jelikoz n zptisoby muzeme vybrat, do
kterého vrcholu umistime feditelku, a pak budeme postupné umistovat zaméstnance
dle poradi daného posloupnosti.

Vsimnéme si, Ze posloupnost (a1, as,...,ay) je vyhovujici pravé tehdy, kdyz
neexistuji indexy i1 < i < j1 < jo takové, Ze a;, a;, i as,a;, jsou obé hrany stromu.
Jsou-li a;,a;, i as,a;, hrany, tak po zaneseni do n-thelnika se budou kiizit. Naopak
pokud mame nakresleni, v némz se dvé hrany kiizi, tak po jeho piepsani na po-
sloupnost dostaneme takovouto ¢tvefici. Toto pozorovani jiz staci pro zisk tii bodu.
Postupné projdeme vSechny mozné permutace, pro kazdou z nich projdeme vSechny
dvojice hran stromu a ovéfime, v jakém pofadi jsou v permutaci umistény jejich
koncové vrcholy.

Ekvivalentni podminka pro vyhovujici posloupnost

Pro libovolny vrchol v oznacime jako podstrom zakorenény ve v podgraf obsa-
hujici vSechny (ne nutné piimé) potomky v, véetné v. Kdyz fekneme jen podstrom,
myslime tim podstrom zakofenény v néjakém nespecifikovaném vrcholu. Mame-li
posloupnost (a1, ...,ay), jako interval oznacime libovolnou podposloupnost tvaru
(@i, @i, - .., a;). Nyni dokdzeme, Ze posloupnost je vyhovujici pravé tehdy, kdyz
kazdy podstrom je napsany v néjakém intervalu.

Pokud posloupnost vyhovujici neni, vyse jsme ukézali, ze existuji indexy i1 <
i < j1 < jo takové, Ze a;,a;, 1 ai,aj, jsou obé hrany stromu. Necht T; je podstrom,
ktery obsahuje a;, a aj, a je zakofenény v jednom z téchto vrchold a definujme 715
analogicky pro a;, a a;,.

Nejprve dokazeme, ze bud a;, ¢ T», anebo a;, ¢ T1: Predpokladejme, Ze a;, €
T5. Jelikoz a;, a;, je hrana, tak jeden z téchto vrchold je pfimym potomkem druhého.
Podivejme se nyni na cestu z tohoto potomka az do kotene celého stromu 7T ze zadani.
Prvni dva vrcholy na této cesté jsou a;, a a;, v néjakém poradi a déle na této cesté
musi nutné lezet alespoil jeden z vrcholt a;,, a;, jakozto kofen podstromu 75. Pokud
tam lezi a;,, mame hotovo, protoze pak jisté a;, ¢ T7. I kdyby vSak na této cesté
lezel jen vrchol aj,, tak stéle vrchol a;, musi byt jeho pfimym potomkem, coZz porad
znamend, Ze nemize lezet v Ty. Pokud a;, € T1, analogicky dokdZeme, Ze a;, ¢ T.
Tim padem vidime, Ze bud T}, anebo T5 neni napsany v n&jakém intervalu.

Abychom dokézali ekvivalenci, musime je$té predpokladat, Ze existuje pod-
strom T”, ktery neni zapsany v zddném intervalu, a dokdzat, ze potom posloupnost
neni vyhovujici. To, Ze T’ neni zapsany v intervalu, znamend, Ze existuji indexy
i < j <k takové, ze a;,ar, € T" a aj ¢ T'. VSimnéme si, ze ¢ # 1, jelikoz a; =1 je
kofen celého stromu a jediny podstrom obsahujici kofen je cely strom 7'.

Podivejme na cestu z vrcholu a; do kofene, tedy vrcholu a; = 1. Zadny vrchol
této cesty nelezi v podstromé T”, jelikoz jinak by tam lezel i vrchol a;. Tato cesta
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za¢ind vrcholem s indexem v intervalu (¢, k) a konéi vrcholem s indexem mimo tento
interval. Necht asay je prvni hrana této cesty takova, ze 1 < £ < k a bud ¢ > k,
nebo ¢/ < i. Predpoklddejme, ze ¢/ < i, druhy piipad se dokdze symetricky.

Nyni se podivejme na cestu z a; do ag. Tato cesta celd lezi v podstromé T’
(jelikoz oba vrcholy a; i ap v ném lezi), zaéina vrcholem s indexem v intervalu (¢, ¢')
a kon¢i vrcholem s indexem mimo tento interval. Oznac¢me jako @, ., prvni hranu
této cesty takovou, ze £ < m < ¢’ am’ < £ nebo m’ > ¢’ (rovnost nemfize nastat,
jelikoz a; ani ap nelezi v 7). Pokud m’ < ¢, tak mdme indexy m' < ¢ <m < ¢
takové, Ze a1 agag jsou hrany, tedy posloupnost neni vyhovujici. Pokud m' > ¢,
tak nevyhovujicnost posloupnosti svédéi indexy £ < m < £/ <m/.

Pro vyreSeni tlohy nam tedy staci spocitat pocet vyhovujicich posloupnosti.
Problém si zdanlivé zeslozitime tim, Zze to budeme chtit spocitat pro kazdy podstrom.
Presnéji feceno, pro kazdy vrchol v stromu T spocitame, kolik existuje vyhovujicich
posloupnosti pro podstrom 1" zakofenény ve v takovych, Ze v je na prvnim misté.
Diky tomu mutizeme napsat rekurzivni vztah, ktery ndm dany pocet pro v spoc¢ita na
zékladé znalosti prislusnych poctt pro vSechny potomky v.

Pokud je v list, odpovéd je 1. Jinak vime, Ze kazdy podstrom 7’ musi byt
napsany v néjakém intervalu. Tedy specidlné pro kazdého potomka w vrcholu v
bude podstrom zakofenény ve w napsany v néjakém intervalu. Posloupnost bude
mit tedy tvar, kde prvnim ¢lenem bude v, pak bude interval odpovidajici nékterému
z potomkf, pak interval odpovidajici dalsimu z potomkt atd. Reknéme, Ze v ma
pot(v) potomkii. Potom je pot(v)! moznosti, jak uspofadat intervaly odpovidajici
jednotlivym potomktm. V intervalu pro potomka w potom témér bude napsana
vyhovujici podposloupnost pro podstrom zakofenény ve w (jejichZ pocet spocitame
rekurzi) s tou vyjimkou, Ze w nemusi byt na prvnim misté, nybrz mize byt kdekoliv
mezi intervaly odpovidajicimi podstromim zakofenénych v jeho potomcich, tiplné
na zacatku nebo uplné na konci. To je celkem pot(w) + 1 moznosti.

Rekurze bude tedy vypadat takto:

Algoritmus POCET(v)

1. Pokud je v list, vratime 1.

2. ret 1

3. Pro vSechny potomky w vrcholu v:
4. ret < ret - POCET(w)

5. ret < ret - (pot(w) + 1)
6. et < ret - pot(v)!
7. Vratime ret.

Pfi implementaci samoziejmé nesmime zapomenout na to, zZe vysledek chceme
po¢itat modulo 10°+7. Abychom doséhli dobré ¢asové slozitosti, nejprve si predpodi-
tame funkei pot(v), kterd pocita poéet potomkt v, coZ zfejmé dokédZeme v linedrnim
case. Také si pfedpocitame viechny faktorialy az do n (modulo 10° + 7), coz také
lze v linedrnim CGase, pokud si vzpomeneme, 7e (n + 1)! = (n + 1) - nl.
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Nakonec ndm tedy zbyva samotna funkce POCET(v). VSimnéte si, Ze pro kazdy
vrchol w zavoldme POCET(w) nejvyse jednou, totiz ve chvili, kdy prochdzime po-
tomky jeho rodice, stejny argument ukaze, ze pro kazdy vrchol w provedeme krok 5
nejvyse jednou. Jelikoz ve zbytku funkce POCET(v) délame jen konstantné mnoho
préce, plyne z toho, Ze celkové nas program na vSech voldnich POCET(v) dohromady
stravi O(n) ¢asu. Tim ziskdvame program, kterému stac¢i O(n) ¢asu a O(n) paméti,
a ziské tedy plny pocet bodt.

Poznamka

Ve skuteénosti 1ze funkci POCET(v) pocitat jesté jednoduseji bez rekurzivniho
volani. Indukei ,,o0d listd nahoru“ lze dokézat, Ze pokud oznaéime jako T podstrom
zakofenény ve v, pak

POCET(v) = pot(v)! H (pot(w) + 1)!
weT’\{v}

Vsimnéte si, Ze oznacime-li jako deg(v) pocet sousedtt v v T, pak pro kazdy vrchol v
kromé kofene plati deg(v) = pot(v)+1, a je-li v kofen, pak deg(v) = pot(v). Odpovéd
na tlohu méa proto nasledujici jednoduchy vzorecek:

n H deg(v)!

veT

#include <iostream>
#include <vector>

#define MOD 1000000007

using namespace std;
typedef long long 11;

int n;
vector<vector<int>> e;

// Stupeii vrcholu v celém stromé&, tj. pro viSechny vrcholy

// kromé kofene to bude podet potomkd + 1, pro kofen jen polet potomki.
vector<int> deg;

vector<ll> fac;

11 pocet(int v, int p = -1) {
11 ret = 1;
for (auto u : el[v]) if (u !'= p) {
ret = ret * pocet(u, v) % MOD;
}
return ret * fac[deg[v]] % MOD;
}

int main() {
cin >> n;
e.resize(n, vector<int>{});
deg.resize(n, 0);
int a;



for (int i = 1; i < n; ++i) {

cin >> a;

—-a;

e[a] .push_back(i);

e[i] .push_back(a);

++deglal;

++deglil;
}
// Pfedpolitéame si faktorialy
fac.resize(n + 1);
fac[0] = 1;
for (int i = 1; i <= n; ++i)

fac[i] = (fac[i-1] * i) % MOD;
cout << (n * pocet(0) % MOD) << endl;
return O;

P-1I-3 Nevhodny darek

Pfedpokladejme, ze pouzitim Pepova algoritmu na posloupnost (z) dostaneme

posloupnost (z1,...,2,) a Ze pouzitim algoritmu na posloupnost (y) dostaneme
posloupnost (y1, ...,y ). Rozmyslete si, Ze potom pouZzitim algoritmu na posloupnost
(x,y) dostaneme posloupnost (21, ..., Zn,Y1,-- -, Yn). Z toho plyne obecné, ze mame-
li posloupnost (z1,...,2;) a aplikujeme na ni algoritmus, dostaneme totéz, jako

kdybychom aplikovali algoritmus postupné na (z1), (22) az (z) a vysledky spojili
zpét v jednu posloupnost.

S timto pozorovanim nyni indukci dokazeme, Ze za¢neme-li s posloupnosti (z) a
skoné¢ime s posloupnosti (21, ..., 2, ), potom v posloupnosti (x1, ..., 2,) bude pravé
z jednicek. Je-li z rovno nule ¢i jedné, tvrzeni ziejmé plati. Pfedpoklddejme nyni, ze
tvrzeni plati pro vSechna ¢isla 0,...,z — 1 a udélejme jeden krok algoritmu na po-
sloupnost (x). Tim dostaneme (| |,z mod 2, [$]). Z indukéniho pfedpokladu vime,
ze po pouziti algoritmu na (|5 ]) dostaneme |7 | jednicek, stejné tak pro (z mod 2),
coZ je uZz samo o sobé nula nebo jedna. To znamend, Ze po pouziti algoritmu na (z)
dostaneme skutecné | % | 4 (z mod 2) + | § | = x jednicek, a ziskdvame tim dva body.

Predpoklddejme znovu, ze pouzitim Pepova algoritmu na posloupnost (z) do-
staneme posloupnost (x1, ..., 2, ). Jak velké je n v zavislosti na 2?7 Ozna¢me jako b
pocet ¢islic ve dvojkovém zépisu ¢éisla x (Cili b je pocet biti ¢isla x). Pro > 0
plati b = [log,(x + 1)], tedy specidlné b € O(log(z)). Indukei podle b dokdzeme, Ze
n =2 —1. Pro b = 1 to plati, jelikoz mame-li b = 1, pak = 0 nebo z = 1 a v obou
pfipadech n = 1 = 2! — 1. Pfedpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro 1,...,b—1 a
méjme néjaké b-bitové ¢islo x. Pouzijeme-li jeden krok Pepova algoritmu, dostaneme
posloupnost (| § ],z mod 2, [ 3]). Pocet bitt [ 5] je b—1 a x mod 2 mé jeden bit, tedy
na vSechny tfi ¢leny mizeme pouzit indukéni predpoklad a dostaneme, ze vysledna
posloupnost pro (z) bude mit (2°=1 —1)+ (2! = 1)+ (2071 —1) =2.20"1 —1 =201
¢lent, coz jsme chtéli dokazat.



Cisla ¢ < 10° maji nejvyse 17 biti, tedy vysledna posloupnost bude mit nejvyse
217 — 1 = 131071 ¢lent. Tim padem je mozné viechny Pepovy kroky odsimulovat
(pokud to ¢lovék implementuje dostateéné efektivné) a ziskat tak 3 body.

Reknéme, Ze chceme zjistit ¢len z; posloupnosti (1, ...,2,), jez vznikne po-
uzitim Pepova algoritmu na (z). PouZijeme-li na (x) jeden krok Pepova algoritmu,
dostaneme ([ %],z mod 2, |£]). Je-li ¢ < 2°~! — 1, vznikne z; pouzitim Pepova al-
goritmu na prvni ¢len [$]. Je-li i = 20=1 pak x; je pfimo 2 mod 2, jinak mtizeme
x; nalézt jako (i — 2°~1)-ty ¢len posloupnosti, kterd vznikne pouzitim Pepova al-
goritmu na druhy vyskyt |§]. To ndm dava nasledujici rekurenci pro posloupnost
PRVEK(z, 1), kterd vrati z;.

Algoritmus PRVEK(z, 7)

1. b« pocet_biti(x)
a Predpokldddme, Ze i je validni, tj. 1 <13 <20 —1.
Pokud i = 20~1:
Vratime x mod 2.
Pokud i < 20-1 —1:

Vratime PRVEK(| 3 |,1).

Jinak: a Zde plati i > 2071,
8. Vratime PRVEK(| £ ],i —2°71).

NSO e

Toto staci na zisk Sesti bodd. Vsimnéte si, ze s kazdym rekurentnim volé-
nim funkce PRVEK se snizi pocet biti o 1, proto volani PRVEK(z, i) zabere nejvyse
O(b) = O(log(zx)) rekurentnich voléni. Proto nalezeni poé¢tu jednicek v intervalu
£,...,r vznikljch z posloupnosti (¢) mizeme udélat tak, Ze postupné zjistime hod-
notu vSech prvka daném intervalu, coz zabere ¢as O((r —¥) log(c)). (Technicky vzato
je jesté potifeba vyftesit, jak efektivné pocitat pocet bitt x. Nejjednodussi varianta
je mirné upravit funkci PRVEK tak, aby jako parametr explicitné piijimala b, | ]
ma pak b — 1 bitt. Pocet biti ¢ si muzeme na zacatku spocitat jednoduse v Case
O(logc).

Pro zisk plného poctu bodi sta¢i zkombinovat predchozi algoritmus s pozo-
rovanim ze zac¢atku vzorového Feseni. Pfedchozi algoritmus je neefektivni ve chvili,
kdy se ptame postupné na vSechny prvky intervalu, ktery vznikne z néjakého cis-
la x, které se v néjaké fazi Pepova algoritmu objevi jako ¢len aktualni posloupnosti.
Tehdy totiZz rovnou vime, Ze v daném intervalu bude z jednicek. Efektivnéjsi funkce
bude vypadat nasledovné:

Algoritmus POCET(z, ¢, 1)
1. b < pocet_biti(x)
Pokud r < 1 nebo ¢ > 2 — 1:
Vratime 0.
Pokud / <1lar>20—1:
Vratime x.

CU N
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6. Jinak:
7. posun + 20-1 —1
8. Vratime POCET(| % |, £,r)
+ POGET(z mod 2, ¢ — posun,r — posun)
+ PoCET([ 5], £ — posun — 1,7 — posun — 1).

Rozmyslime si, Ze zavolame-li funkci POCET(c, ¢, r), tak celkem probéhne nej-
vyse O(log(c)) rekurzivnich zavoldni. To jiz sta¢i na plny pocet bodt, pokud pocet
bitd budeme pocitat jako v pfedchozim pfipadé. Pokud znate dikaz, ze zjisténi
souctu intervalu pomoci intervalového stromu vyzaduje logaritmicky pocet krok,
tak diikaz naseho tvrzeni je velice podobny.

Dokézeme, Ze pro kazdy pocet bitt b budou nejvyse dvé instance funkce POCET
s parametrem s danym poctem bitli, které se budou dal rekurzivné volat. Je-li to
pravda, tak z toho jiz rovnou plyne, Ze celkem probéhne nejvyse O(log(c)) rekurziv-
nich zavolani funkce POCET.

KaZda mozné instance funkce POCET odpovida néjakému intervalu ve vysled-
né posloupnosti. Instance, které jsou mimo zadany tsek, rozhodné nebudeme dale
pocitat, a pokud je zavolame, ihned vratime nulu. Instance, které jsou celé uvniti
tazaného useku, také zvladneme vyhodnotit hned, a tedy zbyvaji pouze instance,
které lezi na hrané (tedy odpovidaji néjakym prvkim uvnit¥ i mimo zadany tusek).
OvsSem zadany tsek mé jen dvé hranice a pfes kazdou z nich miize vést jen jeden
usek odpovidajici instanci funkce pro dany pocet bitd, tedy rekurzici se instance
budou nejvyse dve.

P-I-4 Hvézdni véstci

Cast a)

Obdobné jako v prikladu 3 ze studijniho textu nahlédneme, Ze Hvézdné impéri-
um tvofi kruznici pravé tehdy, kdyz kazdy systém ma pravé dva sousedy. Nemusime
tedy viibec pouzivat véstce a dostavame feseni s K=0: Kazdy systém odpovi ANO,
pokud méa pravé dva sousedy. Pokud Hvézdné impérium tvori kruznici, vSechny sys-
témy odpovi ANQ, jinak alesponl jeden systém odpovi NE. V pseudokédu:

if (D == 2)
return ANO;
else
return NE;

Cast b)

S pouzitim véstce muze kazdy systém v urcit jednoho ze svych sousedi s,,
se kterym bude sparovany, tomuto sousedu poslat true a vSem ostatnim false. Pak
odpovi ANO, pokud obdrzi true od souseda s, a false od vSech ostatnich soused;
jinak odpovi NE. Na urceni s, pro systém v s D sousedy stac¢i vyvéstit ¢islo mezi 0 a
D—1, tedy [log, D] bitt. Jelikoz D < N pro kazdy systém, dostdvame K = [log, N].

Nasleduje feseni v pseudokddu.
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bool send[D], receivel[D];
unsigned(ceil(log(N))) R;

for (i =0, ..., D-1)
send[i] = (i == R);
for i =0, ..., D-1)
if (receivel[i] !'= (i == R))
return NE;
return ANO;

Pokud Hvézdné impérium ma néjaké perfektni parovani M, véstec v kazdém
systému muize uhodnout souseda v M, a vySe popsany algoritmus zajisti, Ze odpovéd
bude ANO ve vSech systémech. Na druhou stranu, pokud vSechny systémy odpovi
ANO, miZeme systémy rozdélit do dvojic ve tvaru {v, s, } a Hvézdné impérium tedy
ma perfektni parovani.

Cast c)

Tuto tlohu miiZzeme Tesit obdobné jako ptiklad 3 ze zadani: Kazdy systém si
necha vyvéstit svoji polohu p na cesté a posle ji vSem sousedim. Odpovi pak ANO,
pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:

® bud p je 0 nebo od alesponi jednoho souseda obdrzi p — 1, a zaroven
e bud p je N — 1 nebo od alesponi jednoho souseda obdrzi p + 1.

Tento algoritmus zjevné potfebuje vyvéstit K = [log, N bitt v kazdém systému.
V pseudokédu:

typedef unsigned(ceil(log(N))) pozice;

pozice R;
pozice send[D], receive[D];
if (R >=N)
return NE;
for i =0, ..., D-1)
send[i] = R;
bool pred_ok = (R == 0);
bool za_ok = (R == N - 1);
for (i =0, ..., D-1) {
if (receive[i] + 1 == R) pred_ok = true;
if (receivel[i] == R + 1) za_ok = true;
}
if (pred_ok && za_ok)
return ANO;

else
return NE;

Jestlize Hvézdné impérium mé hamiltonovskou cestu, véstci mohou prezit tak,
7e spravné vyveésti pozici systémi na cesté, ¢imz zajisti odpovéd ANO ve vSech sys-
témech. Naopak, predpokladejme, ze vSechny systémy odpovédély ANO, a nechf s
je jeden ze systémil, kterym jejich véstec vyvéstil nejmensi pozici. Tato pozice musi
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byt 0, jinak by vysSe popsany algoritmus zajistil, ze alespon jednomu sousedovi byla
vyvésténa mensi pozice. Algoritmus také zajisti, Zze néjakému sousedovi s; systému
So je vyvésténa pozice 1, sousedovi s, systému s; je vyvésténa pozice 2, . . ., az dokud
takto nedorazime do systému sy_;1 s vyvésténou pozici N — 1. Pak sps182...Sn-1
je hamiltonovska cesta.
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