72. ro¢nik Matematické olympiady — 2022/2023

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tiloh mate 4.5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdé tlohy méa obsahovat:

® Popis TeSent, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnugici jeho sprdavnost (pfipadné dikaz spravnosti algorit-
mu), diskusi o efektivité vaSeho FeSeni (Gasovd a pamétova slozitost; to
se netyka tlohy P-III-3). Slovni popis FeSeni musi byt jasny a srozumitel-
ny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu). Neni
mozné odkazovat se na vase feSeni tloh z predchozich kol, opravovatelé je
nemusi mit k dispozici.

® Doporucujeme uvést zdpis algoritmu v néjakém dostatecné srozumitelném
pseudokédu (pfipadné v programovacim jazyce C/C++, Python nebo po-
dobném). Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, tFfidéni apod. Zapis algoritmu sice neni povinnou souc¢asti feseni, ale
pfi nejasnosti v popisu feseni mtize opravovatelim pomoci s pochopenim
algoritmu.

Za kazdou tdlohu mizete ziskat maximélné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich Casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na Ffadové rychlosti ristu této funkce. V zadani
kazdé ulohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, Ze vas program spustény s takovymi daty na souasném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.



P-III-1 Raut

Kvalita konference se pozna predevsim podle mnozstvi obcerstveni, které je
o prestavkach k dispozici. Z Vaska se stal slavny védec a jako takovy zacal dostavat
pozvanky na velice kvalitni konference. Vasek by samoziejmé nejradéji o prestavkach
snédl vSechno obcerstveni, ale toho je prili§ mnoho. Rozhodl se tedy, ze se pokusi
snist co nejvice co nejlepsich zakuskd béhem prestavky a jeden zdkusek si pak jesté
vezme s sebou na dalsi prednasku. Pomuzete mu naplanovat, které zakusky jist?
SoutéZni tloha

Na stole je n dobrot, i-t4 z nich ma mnamdznost m; a Vaskovi by trvalo t;
vtefin ji snist. Prestavka konc¢i za T vtefin. Pomozte Vaskovi rozhodnout, které
dobroty mé snist jesté béhem prestavky a kterou si s sebou mé vzit na prednasku
tak, aby mély dohromady co nejvétsi soucet mnamoznosti. Formalné feceno, najdéte
mnozinu S C {1,...,n}acislop € {1,...,n} takové, ze ), ot; <T,p ¢ S asoucet
My + D ;cq Mi je co nejvetsi.
Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete dvé mezerou oddélenéd pfirozena Cisla n, T. Na
druhém fadku dostanete n mezerou oddélenych piirozenych ¢isel mq, ..., m,. Na
tretim fadku dostanete n mezerou oddélenych prirozenych ¢isel tq,. .., t,.

Format vystupu

Nechf mnozZina S a index p davaji nejvétsi mozny soucet miiaméznosti. Potom
na prvni fadek vystupu vypiste prvky S v libovolném pofadi a na druhy fadek
vypiste index p. Prvni z téchto fadki muze potencidlné byt prazdny.

Pokud je spravnych feseni vicero, vypiste libovolné z nich.

Céstecné body lze ziskat za feSeni, které pouze na jediny fadek vystupu napise
nejvétsi mozny soucet miaméznosti my, + 3, g My, kterého mize Vasek dosahnout.
(Viz sekce Bodovani.)



Priklady

Vstup: Vijstup:
46 34
3415 2
5324

Nejveétsi soucet mnamoznosti zakuski, které Vasek sni, je 10, ¢ehoz miize Vasek do-
sahnout snédenim tietiho a ¢tvrtého zakusku o prestavce a tim, ze si na prednasku
vezme druhy zakusek. Prvni zakusek musi nechat nesnédeny — pokud by jej snédl
o prestavce, nemohl by snist nic dalsiho, coz se mu urcité nevyplati. Na dalsi pred-
nasku si ale mize vzdy vzit lepsi zakusek. Dalsim vyhovujicim feSenim by bylo snist
druhy a tieti zakusek hned a ¢tvrty o prednésce.

Vstup: Viystup:
3 4 2
221 1

5 3 100

Vasek muze snist druhy zakusek o prestavce a prvni si vzit na prednasku. Posledni
zakusek, ktery by jedl velmi dlouho, nebude jist viibec.

Vstup: Vystup:
3 20 23
146 1
538

Vasek si prvni dortik vezme na piednasku.

Vstup: Vijstup:
120

1 1

21

Vasek nestihne snist dortik o pfestavce, miize si jej ale vzit na prednasku.

Bodovani

Vizdy bude platit 1 < n < 104, 1 < T < 10* a pro vSechna 1 < ¢ < n bude
platit 1 <m; <10° a1 <t; <10°.

Pokud tlohu nevyfesite plné, ale vypiSete pouze optimalni hodnotu m, +
> icg Mi, dostanete pocet bodi, ktery je uvedeny v nasledujicim seznamu v za-
vorkach.

e A7 10 bodu (popf. az 7 bodi) dostanete za feSeni, kterd efektivné fesi
vstupy bez dalsich omezeni.

® A7 6 bodi (popf. az 5 bodl) dostanete za feSeni, kterd navic predpokla-
daji, ze t; = m;.

e Az 4 body (popf. az 3 body) dostanete Feseni efektivni pro vstupy, kde
n < 100.



P-II1-2 Lezeni

Na Olympijskych hrach v Pafizi 2024 se v soutézi v lezecké kombinaci bu-
de zavodit ve dvou disciplindch — v boulderingu a v lezeni na obtiznost. Shodou
nestastnych okolnosti a donebevolajicich pochybeni byl za Ceskou republiku misto
Adama Ondry nominovany nas organizator Ondra, ktery viitbec boulderovat ani 1ézt
na obtiznost neumi. Aby si tam neufizl ostudu, Ondra se rozhodl, Ze se do zavodu
nauci boulderovat i lézt na obtiZznost stejné dobfe jako Adam Ondra. PomizZete mu
vybrat, kam chodit trénovat?

v 2

SoutéZni aloha

V Praze je n lezeckych stén ocislovanych 1,...,n. Pokud Ondra stravi hodinu
na sténé cislo 4, zlepsi se v boulderingu o b; jednotek a v lezeni na obtiznost o ¢;
jednotek. Ondrovy schopnosti v boulderingu i v lezeni na obtiZnost jsou momentalné
0 jednotek, Adam Ondra ma B jednotek schopnosti v boulderingu a L jednotek
schopnosti v lezeni na obtiznost. Poradte Ondrovi, na kterjch sténdch mé stravit
kolik ¢asu, aby byl alespon tak dobry jako Adam Ondra v boulderingu i v lezeni na
obtiznost. Protoze Ondra musi zaroven organizovat olympiddu, potfebuje na sténach
dohromady strévit co nejmensi mnozstvi ¢asu. (Upozornéni: ¢asy, které Ondra stravi
na sténdch, nemusi byt celoc¢iselné.)

Format vstupu

Na prvnim rfadku dostanete t¥i mezerou oddélenad prirozena éisla n, B a L.
Na druhém fadku dostanete n mezerou oddélenych prirozenych dcisel by, ...,b,. Na
tfetim fadku dostanete n mezerou oddélenych pfirozenych ¢isel 4y, ..., 4,.

Format vystupu
Na jediny fadek vystupu vypiste jedno nezdporné realné Cislo ¢, ktera spliuje
nasledujici podminky:
®t=1t;+---+1t,, kde t1,...,%, jsou nezadporna redlna cisla.
® Pokud Ondra stravi na prvni sténé ¢; hodin, na druhé sténé ¢s hodin a tak

dale, tak na konci bude mit alespon B jednotek schopnosti v boulderingu
a alesponn L jednotek schopnosti v lezeni na obtiznost.

o Cislo t je nejmensi, které splituje tyto podminky. MiZete pfedpokladat,
Ze takové nejmensi ¢ vzdy existuje (1ze to za podminek tlohy dokazat).

Jelikoz jde o teoretickou tilohu, nemusite brat v potaz zaokrouhlovaci chyby pii praci
s necelociselnymi proménnymi.



Priklady

Vstup: Vijstup:

233 2.0

12

21

V tomto pripadé stravi Ondra hodinu na kazdé sténé.

Vstup: Viystup:

243 1.0

6 2

2 4

Tentokrat je pro Ondru nejlepsi stravit na kazdé ze stén pul hodiny.
Vstup: Vijstup:

366 2.0

135

531

V tomto pripadé miize Ondra napriklad na kazdé sténé stravit 40 minut.
Vstup: Viystup:

233 0.5

1 100

16

Ondra svého cile mize dosahnout tak, Ze zajde na pul hodiny na druhou sténu.

Bodovani

Vzdy bude platit 1 < n < 10°%, 1 < B,L < 10° a pro vsechna 1 < i < n bude
platit 1 < b;, £; < 10°. Miizete také predpokladat, Ze zadné dvé stény nemaji stejné
parametry, tedy pokud b; = b; a {; = ¢;, pak i = j.

Tato uloha mé ¢tyfi podilohy, v nichz mohou platit néjaké podminky navic.
Tabulka nize tyto podulohy popisuje a urcuje, kolik bodt za né lze ziskat.

body podminky

n=2

n = 1000

1<b;,¢; <1000
zadna dalsi omezeni

W N W N



P-III-3 Hvézdni véstci

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach, ktery
je totozny se studijnim textem ze zadani domaciho a krajského kola.

a) (4 body)
Cisar by rad propojil Hvézdné impérium systémem mezihvézdnych dalnic.
Chce ale, aby byly splnény nasledujici pozadavky:
e Kazda délnice spojuje dva sousedni systémy (tedy ty, které
spolu umi pfimo komunikovat).
® Mezi kazdymi dvéma systémy se d& dojet po dalnicich.
® Dalnic je co nejméné, tj. pokud bychom néjakou délnici od-
stranili, mezi néjakymi dvéma systémy by se nedalo dostat
(forméalné feceno, systém dalnic tvori strom).
® Pro zjednoduSeni dopravniho znaceni smi z kazdého systému
vychéazet nejvyse tfi dalnice.
Navrhnéte algoritmus, ktery odpovi ANO, pravé kdyZ je mozné postavit
systém mezihvézdnych dalnic spliujici tyto podminky.
b) (6 bodi)

Jako alternativu cisaisti poradci navrhli prosté vybudovat mezihvézdnou
okresku mezi kazdymi dvéma sousednimi systémy. Problém je, Ze k dispo-
zici jsou penize pouze na vybudovani M okresek (toto ¢islo M < (];] ) je
znadmo ve vSech hvézdngch systémech). Navrhnéte algoritmus, ktery od-
povi ANO, pravé kdyz pocet neusporadanych dvojic sousednich systému
je mensi nebo roven M.

Pfipomindme, ze pfi hodnoceni této tlohy nezdlezi na casové a pamétové slozitosti
vaseho Feseni, pouze na jeho spravnosti, hodnoté K a vasem zdtvodnéni.



Studijni text

Védci Hvézdného impéria vytesili jiz témér vSechny problémy, které 1isi trapi.
Diky vynalezu hyperkvantovych pocita¢ht jsou napfiklad schopni provést libovolny
vypocet v konstantnim ¢ase. Velkym problémem ale zistava komunikace mezi hvézd-
nymi systémy. Pfimo poslat zpravu lze pouze do blizkych systémi, kterym budeme
tikat sousedni; i pro né ale doruceni zpravy trva jeden rok.

Mezi kazdymi dvéma systémy Hvézdného impéria se sice lze dostat pres po-
sloupnost sousednich systému (tj. graf, jehoz hrany tvofi sousedni systémy, je sou-
visly), ale nékteré systémy jsou tak daleko od sebe, Ze zaslani zprdvy mezi nimi by
trvalo nékolik tisicileti, a je tedy zcela nepraktické. Tradi¢né tak jedinym globalnim
komunika¢nim kandlem byla cisarova telepaticka schopnost komukoliv okamzité pre-
dat jakoukoliv informaci. Tento kanal je bohuzel jednosmérny, odpovédét obdobné
cisafi nelze.

Nedavno se podafilo najit alespon ¢asteéné Feseni a vytvorit bezdratovou sit
115. generace, kterou kazdy mize poslat zpravu vSem v celém vesmiru a tato zprava
je dorucena okamzité. Komplikaci je ale nizka propustnost této sité, konkrétné jeden
bit za rok (pokud se vice osob pokusi v ten samy rok sit pouzit, dorucena je jen
prvni z odeslanych zprav). K feSeni riiznych otézek proto Hvézdné impérium pouziva
nasledujici protokol, kombinujici moderni techniku s tradi¢nimi metodami:

e (Cisal vSem sdéli pocet N hvézdnych systémi, kazdému hvézdnému systé-
mu pfidéli ¢islo od 0 do N — 1 jako jednoznac¢ny identifikator a sdéli, jaky
(v8ichni stejny) algoritmus maji pouzit k feSeni dané otzky.

e Vladce kazdého hvézdného systému zajde do mistni véstirny, kde mu sdéli
K-bitovy Fetézec R (ne nutné ve vSech hvézdnych systémech stejny).

e Na zékladé R a pfedepsaného algoritmu posle vSem sousednim (tj. nejvyse
jeden svételny rok vzdalenym) systémiim zpravu.

® Poté, co pfijme zpravy od vSech sousednich systémt, na jejich zékladé dle
predepsaného algoritmu rozhodne, zda odpovéd na otédzku je ANO nebo
NE. Je-li odpovéd NE, posle véem bezdratovou siti jeden bit a popravi
véstce.

e Pokud nikdo po jednom roce tento bit neposlal, odpovéd je ANO.

Funkénost tohoto systému je zarucena tim, Ze, jak se obecné vi, véstci disponuji
magickou schopnosti si zachranit zivot, pokud je to jen mozné. Existuje-li tedy néjaka
volba fetézcu R takova, Ze ve vSech systémech dany algoritmus dospéje k odpovédi
ANO, véstci ji dokdzou najit.

Veéstci si uctuji horentni sumy za kazdy vyveéstény bit, nasim cilem je tedy najit
algoritmus s co nejmensim K.
Priklad 1: TFi tymy

Chceme védét, zda se hvézdné systémy mohou rozdélit do t¥i tymua tak, aby

zadné dva systémy patfici do jednoho tymu nesousedili. Vladce kazdého systému si
tedy nechd vyvéstit dva bity 01, 10 nebo 11 (pokud by véstec vyvéstil 00, rovnou ho
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popravi), uddvajici ¢islo tymu, do kterého bude jeho systém pattit. Toto ¢islo pak
posle v8em sousednim systémim. Odpovéd je NE, pokud od nékterého ze sousednich
systému dostane stejné cislo.

Lze-li systémy do tii tymi rozdélit, véstci mohou pro kazdého uhodnout cislo
jeho tymu, vSichni pfeziji a vime, Ze na otdzku je odpovéd ANO. Pokud to neni mozné,
né&jaci dva sousedni véstei musi zvolit stejné ¢islo, budou popraveni a odpovéd je NE.

Popsana strategie pouziva K = 2.

Priklad 2: Univerzalni feSeni

Libovolnou tlohu mutzeme vytesit tak, Ze si od véstce nechdme vyveéstit ma-
pu celého hvézdného impéria, tj. matici o rozmérech N x N, kde v i-tém fadku a
j-tém sloupci je 1, pravé kdyz hvézdné systémy ¢ a j sousedi. Tuto mapu posle-
me sousedum, a pokud od nékterého souseda dostaneme jinou mapu, popravime
véstce. Jelikoz je Hvézdné impérium souvislé, timto zarucime, ze véstci vSem musi
vyvéstit stejnou mapu. Také vS§em sousedtim posleme sviij identifikator a na zakladé
identifikatort, které obdrzime od sousedu, ovéfime, Ze jsou v mapé spravné uvedeni
nasi sousedé (pokud ne, véstce opét popravime). Tim zaru¢ime, Ze vyvésténd mapa
spravné popisuje celé Hvézdné impérium.

Jelikoz mame k dispozici neomezenou vypodcetni silu, kazdy systém zvlast pak
miize tlohu vyfesit a odpovédét ANO nebo NE. Tato strategie pouzivd K = NZ;
obecné proto ziskate body pouze za FeSeni, pro néz je K vyrazné mensi nez N2.
Popis algoritmu

Algoritmus mutzete bud dostatené presné popsat, nebo zapsat ve vhodném
pseudokédu. V tomto pseudokédu miizete pouzivat:

® Pocet systémi N a identifikdtor A aktudlniho systému, coZ je pfirozené
¢islo mezi 0 a N — 1.

® Proménnou R libovolného typu, v niz je ulozena véstba.

® Pfirozené ¢islo D, udavajici pocet sousednich systému.

® Pole send obsahujici D prvku libovolného typu, na i-tou pozici v tomto
poli ukladate zpravu, kterou poslete i-tému ze sousednich systému.

® Pole receive obsahujici D prvki stejného typu, na i-té pozici naleznete
zpravu, kterou obdrzite od i-tého ze sousednich systémi. Toto pole smite
¢ist az poté, co provedete vSechny zapisy do pole send.

® V43 program na konci musi vratit odpovéd ANO nebo NE.
Aby bylo zfejmé, kolik bitt véstby pouzivate, muzete v definici typu R pouzit na-
piiklad typ unsigned(s), oznacujici s-bitové pfirozené ¢islo.
Ve svijch Tesenich neurcujte pamétovou a éasovou sloZitost, na té ndm nezd-

lezi. Vase teseni bude hodnoceno pouze na zdkladé jeho sprdavnosti, zduvodnéni a
hodnoty K.



Priklad 3: Cesta

Necht N > 2. Chceme rozhodnout, zda Hvézdné impérium tvoii cestu, tj.
zda lze systémy sefadit do posloupnosti sg, s1,...,Sny_1 tak, aby systém sy sousedil
pouze se systémem s, Sy_1 pouze s Sy_2 aproi=1,..., N — 2 systém s; sousedil
prave se systémy s;_1 a S;4+1.

Ma-1i néktery systém vice nez dva sousedy, odpovéd je zjevné NE. Pokud vSech-
ny maji nejvyse dva sousedy, pak jelikoz je Hvézdné impérium souvislé, musime
pouze rozhodnout, zda tvofi cestu (tj. pravé dva systémy maji jen jednoho souseda)
nebo kruznici (vSechny systémy maji dva sousedy). To muZzeme rozhodnout napii-
klad tak, ze ndm véstec fekne nasi pozici p v posloupnosti a to, ktery z nasich dvou
sousedt je pfed nami, na zakladé téchto informaci obéma sousedim posleme jejich
pozici v posloupnosti (jednomu z nich p — 1 a druhému p + 1) a odpovime ANO
jen tehdy, kdyZ od obou sousedi dostaneme p. Systémy s pouze jednim sousedem
postupuji obdobné, jen jesté ovéri, zda jejich pozice je 0 nebo N — 1.

V pseudokédu miizeme algoritmus zapsat nasledovné (funkce ceil znaéi horni
celou ¢ast a log je dvojkovy logaritmus):

typedef unsigned(ceil(log(N))) pozice;

struct
{
pozice p;
unsigned (1) pred;
} R;

pozice send[D], receive[D];

if (D > 2)
return NE;

if (D == 2)
{
if (R.p==0 || R.p >N - 2)
return NE;

send[R.pred] = R.p - 1;
send[1 - R.pred] = R.p + 1;

if (receive[0] != R.p || receive[1] != R.p)
return NE;
}
else // D ==
{
if (R.p == 0)
send[0] = 1;
else if (R.p == N - 1)
send[0] = N - 2;
else
return NE;

if (receive[0] != R.p)
return NE;

}

return ANO;



Pokud Hvézdné impérium tvoii kruznici, uvazme systém, kterému véstec vy-
vésti nejmensi hodnotu p. Tento systém jednomu ze svych sousedi posle zpravu p—1,
ktera je nutné mensi nez jemu vyvésténa hodnota. Tento soused tedy nutné odpovi
NE. Naopak, pokud Hvézdné impérium tvori cestu a vSichni véstci spravné vyvesti
pozici v posloupnosti, vSichni odpovi ANO.

Dostévame tedy feSeni s K = [logy N| + 1.
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