72. ro¢nik Matematické olympiady — 2022/2023
Ulohy skolniho kola kategorie P

Reseni tloh odevzdévejte pomoci webového rozhrani, které je dostupné na
strankach olympiady Ftips://mo.mjJ.cunt.cz/] Tam také najdete podrobné&jsi in-
strukce k odevzdavani a dalsi informace o kategorii P.

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické. Vasim tikolem v nich je vytvofit a odladit
efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou tiloh odevzdévejte
pres webové rozhrani ve formé zdrojového kédu. Odevzdand feSeni budou automa-
ticky vyhodnocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se
dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny pocet 10 bodi, mizete
své TeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, za kazdou z nich lze ziskat az 10 bodii. Re-
Seni musi obsahovat popis algoritmu, zdivodnéni jeho spravnosti a v tloze P-1-3 téz
odhad ¢asové a pamétové slozitosti. Nemusite psat program, algoritmus staci zapsat
ve vhodném pseudokédu nebo dokonce jenom slovné, ale v tom ptipadé dostatecéné
podrobné a srozumitelné. Hodnoti se nejen spravnost, ale také efektivita zvoleného
postupu Feseni. Reseni obou teoretickych tiloh odevzdavejte ve formé souboru typu
PDF pres vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni viech tiloh miiZete odevzdavat do 15. listopadu 2022. Opravena feseni a
seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady.

Experimentalni jazyky: V letoSnim ro¢niku MO-P je také mozné odevzdéavat
praktické ulohy i v jazycich Python 3 a Java 11. U nich nicméné nezarucujeme, ze
bude mozné ziskat plny pocet bodl — je mozné, Ze program nestihne dobéhnout do
dasového limitu, byt pouZiva algoritmus s optimalni ¢asovou sloZitosti.


https://mo.mff.cuni.cz/.

P-I-1 Tmava zakouti

Po dlouhé praci s pfipravou tloh na vybérové soustfedéni se organizatori vraci
pozdé v noci zpét z Matfyzu na kolej. Jelikoz si nesou igelitky plné drahé elektroniky,
nechtéji vstupovat do tmavych zakouti a jsou ochotni jit pouze po dobie osvétlenych
mistech. BohuZel neni zaruceno, Ze se timto zptsobem na kolej z Matfyzu dostat lze,
nastésti se vSak organizatoii dokazali nabourat do systémt dispecinku Managemen-
tu Osvétleni Prahy (MOP), kde dokazi lampy specifickym zptsobem zapinat. Aby
minimalizovali riziko, ze budou objeveni, radi by toho vSak vyuzili co nejménékrat.
Pomiizete jim?

Soutézni tloha

Prahu si muzete predstavit jako ¢tvercovou mfizku o rozmérech n x n, Matfyz
lezi v policku vlevo nahofe o soufadnicich (1,1), kolej lezi v policku vpravo dole
o soufadnicich (n,n). Jsou-li organizatoii v policku (z,y), umi se pfesunout do poli-
ek sousedicich s nim pfes néjakou hranu (tj. (z—1,y), (z+1,y), (z,y—1) a (z,y+1),
pokud tato policka existuji). Néktera policka jsou jiz od zac¢atku osvétlend; mezi tato
policka patii (1,1) a (n,n).

Kdykoliv jsou organizatori v néjakém policku (z,y), mohou spustit specialni
ptikaz, ktery najednou rozsviti vSechny lampy v daném sloupci, tj. se souradnicemi
(z,1), (x,2), ..., (z,n). Zjistéte, zda resp. s kolika nejméné pouzitimi specidlniho
prikazu se organizatori mohou dostat z Matfyzu na kolej, pokud mohou vstupovat
pouze na osvétlena policka.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete dvé mezerou oddélend prirozena ¢isla n a m. Na
kazdém z nasledujicich m radkt dostanete dvé mezerou oddélené pfirozena Cisla z, y
znadici, ze policko (x,y) je osvétlené. Muzete piedpokladat, ze policka (1,1) i (n,n)
osvétlena jsou.

Format vystupu
Na vystup vypiste jedno celé ¢islo, totiz nejmensi pocet pouziti specialniho
prikazu, pripadné —1, pokud se organizatofi z Matfyzu na kolej dostat nemohou.

Bodovani

2

Ve v8ech vstupech plati 1 < n, 2 < m < n? a policka (1,1) a (n,n) jsou

osvétlena.
Jsou ¢tyti sady testovacich vstupt, v nasledujici tabulce se pro kazdou sadu
dozvite pocet bodl a horni odhady na n a m pro vSechny vstupy v dané sadé:

body n m

3 10 100

2 100 6000

3 2000 6 000

2 2000 4000000




Priklady

Vstup: Vijstup:
23 0

11

12

22

V tomto pripadé existuje osvétlena cesta bez jakéhokoliv hackovani.

Vstup: Vijstup:
33 2

33

11

22

Nejprve mohou organizatofi rozsvitit prvai sloupec, prejit na policko (1,2), odtud na
policko (2,2), rozsvitit druhy sloupec, popojit na (2,3) a odtud uz pfimo na kolej.

Vstup: Viystup:
33 1

33

11

21

V tomto piipadé mohou organizatoii popojit doprava do (2,1), tento sloupec roz-
svitit, dojit po ném aZ dolii do (2,3) a odtud znovu na kolej.

Vstup: Viystup:
33 -1

33

11

12

V tomto pripadé nemaji organizatori moznost, jak se dostat do prostiedniho sloupce.



P-I-2 Inovativni vizualizace

Michal pracuje jako Junior Data Scientist v jedné nejmenované spolecnosti. Je-
jich n zaméstnanct je ocislovanych ¢isly 1, ..., n, pficemz feditelka ma ¢islo 1. Kazdy
zaméstnanec ma néjakého primého nadrizeného, kromé reditelky, kterd zadné nad-
Tizené nema, a v této struktufe nejsou zadné cykly. Jednoho dne pfisla za Michalem
feditelka, polozila pired néj papir s nakreslenym pravidelnym n-tthelnikem a fekla
mu, Ze kvuli planované reorganizaci potiebuje, aby tuhle strukturu vizualizoval tak,
ze kazdy zaméstnanec bude v néjakém vrcholu n-tihelnika, kazdy podfizeny bude se
svym nadfizenym spojeny tseckou a zadné dvé tsecky se nebudou kfizit (tj. jediné
misto, kde se mohou tisecky protnout, jsou jejich koncové body).

Protoze ma Michal rad tvirci svobodu, zajimalo by ho, kolik je moznosti, jak
takovou vizualizaci udélat. (Dvé moZnosti jsou rizné, pokud existuje néjaky vrchol
n-thelnika, do né&jZ jsou umisténi rizni zaméstnanci.) Protoze to ¢islo muze byt
velké, vypiste jen jeho zbytek po déleni ¢islem 10° + 7.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete jedno pfirozené ¢islo n. Na druhém radku najdete
n—1 mezerou oddélenych pfirozenych ¢isel, i-té z nich znadi ¢islo zaméstnance, ktery
je pfimym nadfizenym zaméstnance c¢islo ¢ + 1.

Muzete predpokladat, ze pro kazdé ¢ > 1 ma zaméstnanec 7 + 1 pfimého nad-
fizeného s ¢islem nejvyse i.
Format vystupu

Na vystup vypiste jedno celé ¢islo, totiz zbytek poctu moznosti, jak vytvorit
vyhovujici vizualizaci, po déleni &islem 102 + 7.
Bodovani

Ve vstupech za celkem 3 body bude platit n < 10.

Ve vstupech za dalsi 2 body bude platit n < 100, pfi¢emz v poloviné z nich
(1 bod) bude feditelka pfimou nadfizenou vSech ostatnich zaméstnancii a ve druhé
poloving (1 bod) bude platit, ze kazdy zaméstnanec kromé zaméstnance n mé pravé
jednoho primého podrizeného.

Ve vsech vstupech bude platit 3 < n < 10°.



Priklady

Vstup: Vijstup:
3 6
11

Firma ma pouze tri zaméstnance, feditelku, Michala a nékoho tietiho. V tomto
piipadé kazdé prifazeni zaméstnancii do vrcholi pravidelného trojihelnika bude
vyhovujici, dvé nakreslené tsecky se vzdy protnou pouze ve vrcholu, kam bude
umisténa reditelka. Tento vstup se miize objevit i ve druhé sadé, jelikoz reditelka je
zde primou nadrfizenou vSech ostatnich zaméstnancii.

Vstup: Vjstup:
4 16
123

Jedna z vyhovujicich moznosti je napfiklad umistit zaméstnance v poradi podle
hodinovych rucicek 1234, nevyhovujici moznost je naopak napiiklad 1324, jelikoz
tehdy by se tsecky 12 a 34 kfizily. Tento vstup se miize objevit i ve druhé sads,
jelikoz zde ma kazdy zaméstnanec kromé zaméstnance ¢islo 4 pravé jednoho piimého

podrizeného.

Vstup: Viystup:
11 38016
1112223445

Vstup: Vystup:
15 2488320

1112223445888 10



P-I-3 Nevhodny darek

Pepa miluje binarni posloupnosti, coz Ondra ziejmé nevédél, jelikoz mu dal
k narozeninam pfirozené cislo c. Jirka nabidl Pepovi, ze mu z darku vyrobi binarni
posloupnost postupnym opakovanim nasledujiciho algoritmu:

1. Necht ma v aktudlnim kroku Pepa posloupnost aq,...,a,. (V prvnim
kroku mé Pepa jednoprvkovou posloupnost a; = ¢.)

2. Jirka si vybere néjaky takovy index 1 < i < n, Ze a; > 1. Pokud takovy
index neexistuje, ai,...,a, je vyslednd posloupnost, kterou Jirka vrati
Pepovi.

3. Ozna¢me b = [ % | a ¢ = a; mod 2.

4. Potom Jirka z ptivodni posloupnosti vyrobi posloupnost

ag, .- '7aiflab7c7b7a/i+1a ceey0n
a opakuje predchozi kroky.

Vsimnéte si, ze vracend posloupnost nezalezi na konkrétnim pribéhu Jirkova algo-
ritmu. Napfiklad feknéme, ze Pepa dostal ¢islo 6. V prvnim kroku si Jirka vybere
toto Cislo a vyrobi posloupnost 3 0 3. Ve druhém kroku si vybere, feknéme, prvni
trojku a vyrobi 1 1 1 0 3. Nakonec si Jirka vybere trojku na konci, vyrobi posloup-
nost 1 110111, a jelikoz v ni uz neexistuje zadny dalsi vhodny index i, tuto
posloupnost Pepovi vrati.

Pepa si Jirkovym navrhem neni uplné jisty. Aby se mohl lépe rozhodnout,
zajimal by ho pocet jednicek ve vysledné posloupnosti mezi indexy ¢ a r (véetné).
DokaZete mu tuhle informaci poskytnout?

SoutéZni tloha

Na vstupu dostanete pfirozené ¢islo ¢ a dvé prirozend ¢isla 1 < ¢ < r. Necht
b1,...,by, je vysledna posloupnost, jiz by Jirka Pepovi vratil. Zjistéte pocet jednicek
v podposloupnosti by, ..., b,.. Muzete predpokladat, ze n > r.

Format vstupu

Na jediném fadku vstupu dostanete tfi mezerou oddélend prirozena ¢isla c, ¢
ar.

Format vystupu

Na vystup vypiste jedno celé ¢islo, totiz pocet jednicek v zadaném tseku.
Bodovani

Reseni za 10 bodt by mélo byt schopné efektivné vyfesit tlohu i pro ¢ = 101000
(miZzete predpokladat, ze programovaci jazyk umi relevantni aritmetické operace i
s takto velkymi ¢isly).

A7 6 bodu muzete ziskat, kdyz budete navic predpokladat, ze r — £ < 100.

A7 3 body miiZete ziskat za Feeni, které efektivné vyfesi tilohu pro ¢ < 10°.

A7 2 body miiZete ziskat za FeSeni, které bude predpokladat, ze f=1ar =n
(tedy zajima néds pocet jednifek v celé vysledné posloupnosti).
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Priklady
Vstup: Vijstup:
524 2

Pepa z ¢isla 5 vyrobi posloupnost 1 01 11 0 1, 11loha se potom pta na pocet jednicek
v podposloupnosti 0 1 1.



P-I-4 Hvézdni véstci

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Do-
porucujeme vam nejprve si precist studijni text a az potom se vratit k samotnym
soutéznim utkoliim. Ze stejného studijniho textu budou vychazet i tlohy v dalsich
kolech soutéze.

a) (2 body)
Navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne, zda Hvézdné impérium tvoii kruz-
nici, tj. zda lze systémy seradit do posloupnosti sg, s1,...,Sy_1 tak, aby
systém sg sousedil pouze se systémy s; a sy_1, Sy_1 pouze se systémy
sN_zasgpaprot=1,...,N—2systém s; sousedil pravé se systémy s; 1
A Si41-

b) (3 body)

Navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne, zda Hvézdné impérium ma per-
fektni parovani, tj. zda lze systémy rozdélit na dvojice tak, aby v kazdé
dvojici systémy sousedily.

c) (5 bodi)

Navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne, zda Hvézdné impérium ma hamil-
tonovskou cestu, tj. zda lze systémy sefadit do posloupnosti sg, s1, ...,
sny—1 tak, aby systém sg sousedil se systémem s1, sy_1 se systémem sy_o
aproi=1,..., N —2systém s; sousedil se systémy s;_1 a s;+1 (na rozdil
od tlohy ze studijniho textu ale systémy mohou mit i dalsi sousedy).

Pfipomindme, Ze pfi hodnoceni této tlohy nezdlesi na casové a pamétové sloZitosti
vaSeho FeSeni, pouze na jeho spravnosti, hodnoté K a vasem zduvodnéni.



Studijni text

Védci Hvézdného impéria vytesili jiz témér vSechny problémy, které 1isi trapi.
Diky vynalezu hyperkvantovych pocita¢ht jsou napfiklad schopni provést libovolny
vypocet v konstantnim ¢ase. Velkym problémem ale zistava komunikace mezi hvézd-
nymi systémy. Pfimo poslat zpravu lze pouze do blizkych systémi, kterym budeme
tikat sousedni; i pro né ale doruceni zpravy trva jeden rok.

Mezi kazdymi dvéma systémy Hvézdného impéria se sice lze dostat pres po-
sloupnost sousednich systému (tj. graf, jehoz hrany tvofi sousedni systémy, je sou-
visly), ale nékteré systémy jsou tak daleko od sebe, Ze zaslani zprdvy mezi nimi by
trvalo nékolik tisicileti, a je tedy zcela nepraktické. Tradi¢né tak jedinym globalnim
komunika¢nim kandlem byla cisarova telepaticka schopnost komukoliv okamzité pre-
dat jakoukoliv informaci. Tento kanal je bohuzel jednosmérny, odpovédét obdobné
cisafi nelze.

Nedavno se podafilo najit alespon ¢asteéné Feseni a vytvorit bezdratovou sit
115. generace, kterou kazdy mize poslat zpravu vSem v celém vesmiru a tato zprava
je dorucena okamzité. Komplikaci je ale nizka propustnost této sité, konkrétné jeden
bit za rok (pokud se vice osob pokusi v ten samy rok sit pouzit, dorucena je jen
prvni z odeslanych zprav). K feSeni riiznych otézek proto Hvézdné impérium pouziva
nasledujici protokol, kombinujici moderni techniku s tradi¢nimi metodami:

e (Cisal vSem sdéli pocet N hvézdnych systémi, kazdému hvézdnému systé-
mu pfidéli ¢islo od 0 do N — 1 jako jednoznac¢ny identifikator a sdéli, jaky
(v8ichni stejny) algoritmus maji pouzit k feSeni dané otzky.

e Vladce kazdého hvézdného systému zajde do mistni véstirny, kde mu sdéli
K-bitovy Fetézec R (ne nutné ve vSech hvézdnych systémech stejny).

e Na zékladé R a pfedepsaného algoritmu posle vSem sousednim (tj. nejvyse
jeden svételny rok vzdalenym) systémiim zpravu.

® Poté, co pfijme zpravy od vSech sousednich systémt, na jejich zékladé dle
predepsaného algoritmu rozhodne, zda odpovéd na otédzku je ANO nebo
NE. Je-li odpovéd NE, posle véem bezdratovou siti jeden bit a popravi
véstce.

e Pokud nikdo po jednom roce tento bit neposlal, odpovéd je ANO.

Funkénost tohoto systému je zarucena tim, Ze, jak se obecné vi, véstci disponuji
magickou schopnosti si zachranit zivot, pokud je to jen mozné. Existuje-li tedy néjaka
volba fetézcu R takova, Ze ve vSech systémech dany algoritmus dospéje k odpovédi
ANO, véstci ji dokdzou najit.

Veéstci si uctuji horentni sumy za kazdy vyveéstény bit, nasim cilem je tedy najit
algoritmus s co nejmensim K.
Priklad 1: TFi tymy

Chceme védét, zda se hvézdné systémy mohou rozdélit do t¥i tymua tak, aby

zadné dva systémy patfici do jednoho tymu nesousedili. Vladce kazdého systému si
tedy nechd vyvéstit dva bity 01, 10 nebo 11 (pokud by véstec vyvéstil 00, rovnou ho
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popravi), uddvajici ¢islo tymu, do kterého bude jeho systém pattit. Toto ¢islo pak
posle v8em sousednim systémim. Odpovéd je NE, pokud od nékterého ze sousednich
systému dostane stejné cislo.

Lze-li systémy do tii tymi rozdélit, véstci mohou pro kazdého uhodnout cislo
jeho tymu, vSichni pfeziji a vime, Ze na otdzku je odpovéd ANO. Pokud to neni mozné,
né&jaci dva sousedni véstei musi zvolit stejné ¢islo, budou popraveni a odpovéd je NE.

Popsana strategie pouziva K = 2.

Priklad 2: Univerzalni feSeni

Libovolnou tlohu mutzeme vytesit tak, Ze si od véstce nechdme vyveéstit ma-
pu celého hvézdného impéria, tj. matici o rozmérech N x N, kde v i-tém fadku a
j-tém sloupci je 1, pravé kdyz hvézdné systémy ¢ a j sousedi. Tuto mapu posle-
me sousedum, a pokud od nékterého souseda dostaneme jinou mapu, popravime
véstce. Jelikoz je Hvézdné impérium souvislé, timto zarucime, ze véstci vSem musi
vyvéstit stejnou mapu. Také vS§em sousedtim posleme sviij identifikator a na zakladé
identifikatort, které obdrzime od sousedu, ovéfime, Ze jsou v mapé spravné uvedeni
nasi sousedé (pokud ne, véstce opét popravime). Tim zaru¢ime, Ze vyvésténd mapa
spravné popisuje celé Hvézdné impérium.

Jelikoz mame k dispozici neomezenou vypodcetni silu, kazdy systém zvlast pak
miize tlohu vyfesit a odpovédét ANO nebo NE. Tato strategie pouzivd K = NZ;
obecné proto ziskate body pouze za FeSeni, pro néz je K vyrazné mensi nez N2.
Popis algoritmu

Algoritmus mutzete bud dostatené presné popsat, nebo zapsat ve vhodném
pseudokédu. V tomto pseudokédu miizete pouzivat:

® Pocet systémi N a identifikdtor A aktudlniho systému, coZ je pfirozené
¢islo mezi 0 a N — 1.

® Proménnou R libovolného typu, v niz je ulozena véstba.

® Pfirozené ¢islo D, udavajici pocet sousednich systému.

® Pole send obsahujici D prvku libovolného typu, na i-tou pozici v tomto
poli ukladate zpravu, kterou poslete i-tému ze sousednich systému.

® Pole receive obsahujici D prvki stejného typu, na i-té pozici naleznete
zpravu, kterou obdrzite od i-tého ze sousednich systémi. Toto pole smite
¢ist az poté, co provedete vSechny zapisy do pole send.

® V43 program na konci musi vratit odpovéd ANO nebo NE.
Aby bylo zfejmé, kolik bitt véstby pouzivate, muzete v definici typu R pouzit na-
piiklad typ unsigned(s), oznacujici s-bitové pfirozené ¢islo.
Ve svijch Tesenich neurcujte pamétovou a éasovou sloZitost, na té ndm nezd-

lezi. Vase teseni bude hodnoceno pouze na zdkladé jeho sprdavnosti, zduvodnéni a
hodnoty K.
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Priklad 3: Cesta

Necht N > 2. Chceme rozhodnout, zda Hvézdné impérium tvoii cestu, tj.
zda lze systémy sefadit do posloupnosti sg, s1,...,Sny_1 tak, aby systém sy sousedil
pouze se systémem s, Sy_1 pouze s Sy_2 aproi=1,..., N — 2 systém s; sousedil
prave se systémy s;_1 a S;4+1.

Ma-1i néktery systém vice nez dva sousedy, odpovéd je zjevné NE. Pokud vSech-
ny maji nejvyse dva sousedy, pak jelikoz je Hvézdné impérium souvislé, musime
pouze rozhodnout, zda tvofi cestu (tj. pravé dva systémy maji jen jednoho souseda)
nebo kruznici (vSechny systémy maji dva sousedy). To muZzeme rozhodnout napii-
klad tak, ze ndm véstec fekne nasi pozici p v posloupnosti a to, ktery z nasich dvou
sousedt je pfed nami, na zakladé téchto informaci obéma sousedim posleme jejich
pozici v posloupnosti (jednomu z nich p — 1 a druhému p + 1) a odpovime ANO
jen tehdy, kdyZ od obou sousedi dostaneme p. Systémy s pouze jednim sousedem
postupuji obdobné, jen jesté ovéri, zda jejich pozice je 0 nebo N — 1.

V pseudokédu miizeme algoritmus zapsat nasledovné (funkce ceil znaéi horni
celou ¢ast a log je dvojkovy logaritmus):

typedef unsigned(ceil(log(N))) pozice;

struct
{
pozice p;
unsigned (1) pred;
} R;

pozice send[D], receive[D];

if (D > 2)
return NE;

if (D == 2)
{
if (R.p==0 || R.p >N - 2)
return NE;

send[R.pred] = R.p - 1;
send[1 - R.pred] = R.p + 1;

if (receive[0] != R.p || receive[1] != R.p)
return NE;
}
else // D ==
{
if (R.p == 0)
send[0] = 1;
else if (R.p == N - 1)
send[0] = N - 2;
else
return NE;

if (receive[0] != R.p)
return NE;

}

return ANO;
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Pokud Hvézdné impérium tvoii kruznici, uvazme systém, kterému véstec vy-
vésti nejmensi hodnotu p. Tento systém jednomu ze svych sousedi posle zpravu p—1,
ktera je nutné mensi nez jemu vyvésténa hodnota. Tento soused tedy nutné odpovi
NE. Naopak, pokud Hvézdné impérium tvori cestu a vSichni véstci spravné vyvesti
pozici v posloupnosti, vSichni odpovi ANO.

Dostévame tedy feSeni s K = [logy N| + 1.
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