71. roénik Matematické olympiady — 2021/2022

Ulohy tstiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tloh méte 4,5 hodiny ¢&istého ¢asu. ReSeni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pfi soutézi je zakazano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potfeb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodiiujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho FeSeni
(Gasova a pamétova slozitost). Slovni popis FeSeni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zépisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na VaSe feSeni predchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska feseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. Ve vSech tlohach je tfeba uvést zapis algoritmu, a to
Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném pseudokd-
du. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy,
implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani v poli,
tridéni apod.

Za kazdou tlohu muzete ziskat maximéalné 10 bodu. Hodnoti se nejen spravnost rese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (vCetné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.

V zadéani kazdé dlohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efek-
tivnim vyfeSenim tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na
soucasném bézném pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

P-ITI-1 Hriste

Vladce Absurdistdanu rozhodl, Zze se jeho zemé stane novou svétovou velmoci
v metlobalu. K dosazeni tohoto cile bude ale zapotfebi mit v zemi néjaké hiisteé.
Hristé na metlobal musi byt obdélnikového tvaru, musi mit strany ve sméru hlavnich
svétovych stran a ve dvou protilehlych rozich musi stat sloup umélého osvétleni.

Sloupy umélého osvétleni jsou momentalné zcela vyprodané. Nastésti jich ale
v Absurdistanu uz n stoji. Budeme tedy muset vyuzit dva z téchto n sloupt. Sloupy
jsou uz dost staré a pri jakémkoliv premisténi by se mohly poskodit. Nechame je
proto stat tam, kde pravé stoji, a hfisté postavime tak, aby mélo dva ze sloupt
ve svych protilehlych rozich. Na hfisti pochopitelné nesmi tréet zadné dalsi sloupy
s osvétlenim, aby se hraci nezranili.



Souté&zni tloha

Je dano n bodt v roviné. Mtzete predpokladat, ze Zadné dva body nemaji
stejnou vodorovnou ani svislou souradnici.

Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti, kolika zptisoby mutizeme v roviné vyznacit
obdélnik, jehoz strany jsou rovnobézné s osami soufadnic, ve dvou protilehlych vr-
cholech ma dva ze zadanych bodt a uvnit¥ obdélnika zadné ze zadanych bodi nelezi
(tzn. zbyvajicich n — 2 bodi lezi vné obdélnika).

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu je jedno celé ¢islo n. Kazdy ze zbyvajicich n fadku
vstupu obsahuje soufadnice x;, y; jednoho z bodi. Vsechna z; jsou navzajem rtizna
a v8echna y; jsou také navzajem rizna.

Na vystup vypiste jedno ¢islo: pocet moznych obdélniki.

Priklad

Vstup: Vystup:
4 5

22

33

45
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Kdybychom vybrali prvni a tfeti sloup osvétleni, stal by na hristi druhy sloup, tato
moznost tedy nevyhovuje. Vsech pét zbyvajicich moznosti je v poradku.

Na levém a prostfednim obrazku jsou dva z péti dobrych obdélniki. Na pravém
obrazku je jediny nevyhovujici obdélnik: obdélnik, ktery ma v protilehlych rozich
sloupy 1 a 3 nevyhovuje, protoze obsahuje sloup 2.
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Bodovani

Za teseni, které efektivné vyresi vstupy pro n < 500, muzete ziskat nejvyse 2
body.

Za teseni, které efektivné vyfesi vstupy pro n < 5000, muzete ziskat 6-7 bod1,
pricemz maximum zavisi na presné asymptotické ¢asové slozitosti tohoto Teseni.

Za Teseni, které efektivné vytesi vstupy pro n < 100 000, muzete ziskat 10 bodu.



P-II1I-2 Hofici strom

Na louce stoji krasny kosaty strom. Ma n vrcholi ocislovanych od 0 do n — 1,
mezi kterymi vedou hrany. Kazda hrana mé néjakou kladnou délku. (Vrcholy jsou
vSechny konce stromu a vSechna mista, kde se strom vétvi. Hrany jsou jednotlivé
vétve a kusy kmenu stromu.)

Do stromu pravé udefil blesk a nékteré vrcholy stromu zacaly hotet. Oheni se
81 spojité po vSech hranach stromu, a to rychlosti 1 cm za sekundu. Kdyz tedy
zacne hotet néjaky vrchol, o 4.7 sekundy pozdéji hofi vsechno ve vzdalenosti nejvyse
4.7 cm od ného.

Pokud se na strom podivame v néjakém konkrétnim okamziku, vidime, Ze né-
které souvislé ¢asti stromu uz hoti a jiné souvislé ¢asti stromu jesté nehori. Kazdou
maximalni souvislou ¢ast stromu, ktera jesté nehoti, nazveme oblast. Bude nas zaji-

mat pocet téchto oblasti.
Soutézni tloha
Je dén popis stromu a seznam vrcholii, kde strom zacal hofet (ve vSech téch-

to vrcholech zacal hofet zarover). NapiSte program, ktery zjisti, na kolik nejvyse
nehofticich oblasti byl strom rozdélen béhem doby, kdy hotel.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé cela ¢isla n a h: pocet vrcholti stromu a pocet
téch z nich, které na zacatku hoii.

Druhy a treti fadek vstupu popisuji tvar stromu. Na druhém fadku jsou uve-
dena cela ¢isla pq,...,pn—1, pro néz plati 0 < p; < i. Na tietim Ffadku vstupu jsou
kladna celd cisla dy,...,d,—1. Pro kazdé i plati, ze jedna z hran stromu spojuje
vrcholy i a p;. Tato hrana méa délku d; cm.

Na poslednim Fadku vstupu jsou ¢isla z1, ..., zp: Cisla vrchold, které zacinaji
hotet hned na zacatku.

Na vystup vypiste jediné ¢islo: maximalni pocet disjunktnich nehoticich oblasti,
které existovaly nékdy béhem pozaru stromu.



Priklady
Vstup:

TT
011133
1084624
0123456

Toto je 7-vrcholovy strom, ktery za-
¢al najednou horet ve vsech vrcholech.
Tésné poté, jak zacal horet, existova-
lo 6 nehoficich oblasti: jedna na kaz-
dé hrané. Po 1 sekundé uz horela cela
hrana 3-5, od tohoto okamziku uz by-
lo jen 5 oblasti. Jak ohen postupoval,
oblasti postupné ubyvalo, az nakonec
horel cely strom a uz neexistovaly zad-
né nehorici oblasti.

Vstup:

71
011133
10846 24
0

Tentyz strom jako v predchozim pii-
kladu, ale zacal horet jenom ve vrcho-
Iu 0. Ze zacatku je jen jedna nehoiici
oblast — vSechno, kam se jesté nedo-
staly plameny, drzi pohromadeé. Po 10
sekundach se ohen dostane do vrcho-
lu 1, od té chvile mame 3 samostatné
nehorici oblasti. Na obrazku je znazor-
néna situace po zhruba 11 sekundach,
jesté stale v ni vidime tri oblasti.

Po 14 sekundach od zacatku se ohen
dostane po hrané 1-3 do vrcholu 3. Od
této chvile mame 4 samostatné oblas-
ti, kazdou tvorii cast jedné hrany. Poz-
déji uz budou nehorici oblasti pouze
ubyvat.
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Viystup:

10




Vstup:

71
011133
108 86 24
0

Stejny strom jako v predchozim prikla-
du, pouze hrana 1-3 ma tentokrat dél-
ku 8. V 16. sekundé pozaru se ohern do-
stane do vrcholu 4 a tim pocet nehori-
cich oblasti klesne ze 3 na 2. Na obraz-
ku je zachycena situace nékdy kolem
17. sekundy:.

Po 18 sekundach pozaru se oheri dosta-
ne zaroven do vrcholi 2 a 3. Tim dalsi
oblast zanikne (dohorela celd hrana 1—
2) a zéroveii se jind dosud souvisld ob-
last (obsahujici vrcholy 3, 5, 6 a Cdst
hrany 1-3) rozpadne na dvé mensi.

Bodovani

10

Plny pocet bodi muzete ziskat za feSeni, které tlohu efektivné vyfesi pro vstup-
ni datan < 200000 a d; < 10°, ato i za FeSeni, které bude mit asymptotickou ¢asovou

slozitost mirné horsi nez vzorové reseni.

A7 6 bodu ziskate za FeSeni, které tlohu efektivné vytesi pro n < 5000 a

d; < 10°.

Nejvyse 3 body dostanete za FeSeni, které tlohu efektivné vyfesi pro n < 50 a

d; <10.

Pro jednoduchost muzete predpokladat, Ze vsechna ¢isla d; jsou suda.



P-III-3 Vozidlo zpracovava pole

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Do-
porucujeme vam nejprve si precist studijni text a az potom se vratit k samotnym
soutéznim tkolim. Text je zcela shodny se studijnim textem, ktery znate jiz z do-
maciho a krajského kola soutéze. Navic obsahuje ¢ast zadani tlohy z krajského kola,
v niz definujeme kédovani posloupnosti do ¢isel.

Na konci studijniho textu najdete pridany prehled maker, ktera pocitaji funkce
naprogramované v domacim a krajském kole. Miizete je pouzivat pri fesSeni soutéz-
nich uloh tstiedniho kola.

a) (2 body)

V lokalité A mame neznamy pocet kamenti, ktery oznac¢ime a. Napiste pro
vozidlo makro prvo&islo A B, které do lokality B ulozi kdmen prave teh-
dy, je-li a prvocislo. V lokalité A musi na konci ztistat zachovana ptivodni
hodnota a.

b) (3 body)

V lokalité X je x kament. Cislo = je kédem néjaké posloupnosti P,. V lo-
kalité A je a kamend. NapiSte pro vozidlo makro append X A, které na
konec posloupnosti ulozené v lokalité X pfida prvek s hodnotou a.
Formalné, necht y je kéd posloupnosti, kterou dostaneme, kdyZ na konec
posloupnosti P, pfidame prvek a. Naptiklad je-li x kédem posloupnosti
(4,7,0) a a = 13, potom y bude kédem posloupnosti (4,7,0,13). Kdyz
vase makro skonc¢i, v lokalité X musi byt y kamen.
c) (5 bodi)

V lokalité X je 2 kament. Cislo z je kédem néjaké posloupnosti P,. Napiste
pro vozidlo makro sort X, které tuto posloupnost usporada.

Formalné, ozna¢me y pocet kamenti v lokalité X po skonceni vaseho mak-
ra. Hodnota y musi byt kédem posloupnosti, kterd vznikne usporadanim
posloupnosti P,. Napiiklad je-li  kédem posloupnosti (4, 7,0,4), potom
y musi byt kédem posloupnosti (0,4,4, 7).

Pripominame, Ze pfi hodnoceni této tlohy mezdleZi na casové sloZitosti zvoleného
feseni.



Studijni text

Na Mars jsme dopravili prizkumné terénni vozidlo. Méli jsme s nim velké plany,
ale zasdhla ho pise¢nd boufe a znicila mu skoro vSechna periferni zafizeni, takze
vozidlo ziistalo téméf nepouzitelné. Nyni se mize jenom presouvat mezi rdznymi
lokalitami a vozit z mista na misto kameny. Nasim tkolem bude naucit vozidlo
provadét alespori nékteré pouzitelné vypocty. Nebude nam pritom zaleZet na €asové
sloZitosti programi, pouze na jejich korektnosti.

Do vozidla mazeme na dalku nahrat program: kone¢nou posloupnost prikazu.
Nékteré piikazy mohou mit névésti (labels) — symbolickd jména, pomoci nichZ se na
prikazy mizeme odkazovat.

Vozidlo zna na Marsu dvé specidlni lokality: jidelnu a kamenolom. Pro jedno-
duchost je budeme znacit J a K. V jidelné je momentalné prave jeden kadmen, jinak je
to lokalita jako kazd4 jina. V kamenolomu je vzdy k dispozici dostatecné mnozstvi
kamenti.

Ke kazdému jinému Fetézci méa vozidlo prifazenu néjakou unikatni lokalitu na
Marsu, kam je mozné ukladat kameny. Neni-li fec¢eno jinak, predpokladame, ze vSech-
ny tyto lokality jsou prazdné — neobsahuji zddné kameny.

Vozidlo umi provadét jediny piikaz, ktery vypada nasledovneé:

1. Jed do lokality Y. Spoéitej si do pomocné proménné, kolik je tam kament.

2. Jed do lokality X. Zkus tam naloZit tolik kament, kolik uddvd pomocnd
proménna.

3. Pokud se to podarilo, odvez tyto kameny do lokality Z, tam je vysyp a
pokracuj nasledujicim prikazem.

4. Pokud se to nepodafilo (tzn. v lokalité X neni dost kament), uved lokalitu X
do puvodniho stavu a pokracuj pfikazem s navéstim N.

Program, ktery nahrajeme do vozidla, bude tedy posloupnosti takovychto pii-
kazu. Prikaz véetné navésti budeme zapisovat takto:

navésti: prenes X Y Z N

Jednotlivé parametry tohoto prikazu mizeme ¢ist nasledovné:

pfenes (odkud) (kolik) (kam) (co délat p¥i neidspéchu)

Na misté ¢tvrtého parametru mizeme napsat - (pomlcku), jestlize chceme, aby
vypocet programu i v pripadé netspéchu pokracoval nasledujicim ptikazem.

Za X, Y a Z muzete dosadit libovolné lokality, dokonce nemusi byt navzajem
rizné. Jedingm omezenim je, ze kamenolom (kde je ,nekoneéné mnoho* kament)
nesmime pouzit jako lokalitu Y.

Vipodet programu skonéi, kdyz se dostane na neexistujici piikaz — tedy bud
provedeme posledni piikaz programu a mame pokracovat nasledujicim prikazem,
nebo skoc¢ime na neexistujici navésti.



Priklad 1: prikazy, které skoro nic nedélaji

Co udéla vozidlo, kdyz mu dame piikaz pfenes X X X I? Spocitd kameny
v lokalité X, potom je vSechny naloZi, na stejném mist€ je zase vSechny vysype a bude
pokracovat nasledujicim piikazem. Timto piikazem tedy Mars viibec nezménime.

Co udéla vozidlo, kdyz mu dame piikaz ptenes X Y X I? Také tentokrat se
pocet kamend v zadné lokalité nezméni, existuji ale dva mozné pribéhy vypoctu:
jestlize bylo v lokalité Y vice kament nez v lokalité X, vypocet bude pokracovat
ptrikazem s navéstim I.

Priklad 2: vyprazdni lokalitu

Rozmyslete si sami, jakym prikazem mutzeme z lokality odstranit vSechny ka-
meny.

Reseni: Pro vyprazdnéni lokality X miizeme pouzit piikaz pfenes X X K -.
Vozidlo spocitd kameny v lokalité X, vSechny je nalozi a vysype je v kamenolomu.

Piiklad 3: naucime vozidlo s¢itat

V lokalitdch A a B mame néjaké neznamé pocty kamend, lokalita C je prazd-
na. Chtéli bychom mit v lokalité C tolik kament, kolik jich je v lokalitach A a B
dohromady. Lokality A a B pfitom chceme ponechat beze zmény.

Drfive nez si prectete feseni, zkuste ho opét sami vymyslet.

Reseni: Sta¢i prisluiné pocty kamentl pievézt z kamenolomu do lokality C. To
zajistime nasledujicim programem:

prenes K A C -
ptenes K B C -

Priklad 4: nauéime vozidlo odcitat

V lokalitdch A a B mame néjaké neznamé pocty kament, které oznacime a a
b. Lokalita C je prazdna. Chtéli bychom mit v lokalité C pocet kamenii rovny a — b,
resp. rovny nule, pokud b > a. Lokality A a B pfitom chceme ponechat beze zmény.

(Na rozdil od piikazu ptenes, ktery odebere kameny pouze tehdy, pokud muze
vzit cely pozadovany pocet, pfi nasem od¢itani chceme odebrat vzdy tolik kament,
kolik je mozné.)

Reseni: Do lokality C pfivezeme z kamenolomu a kamenti a potom se pokusi-
me odebrat z nich b. Kdyz se nam to podari, jsme hotovi, jinak vSechny kameny
z lokality C odvezeme zpét do kamenolomu.

pfenes K A C -

prenes C B K nulovani

prenes prazdna J K konec
nulovani: prenes C C K -

Vsimnéte si, ze ve tfetim kroku (ktery se provadi, jestlize jsme z lokality C
spésné odebrali b kament) se pokusime z prazdné lokality odvézt jeden kdmen. To
se nam zarucené nepodafi, program proto sko¢i na neexistujici navésti ,konec” a tim
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vypocet skonéi. Ctvrty piikaz se tedy provede jenom tehdy, kdyz na néj skoéime
z druhého prikazu.

Priklad 5: naucime vozidlo nasobit

V lokalitach A a B méame néjaké neznamé pocty kamenti, které oznacime a a b.
Lokalita C je prazdna. Chtéli bychom mit v lokalité C podet kament rovny a - b.
Lokality A a B pfitom chceme ponechat beze zmény.

Toto uz nedokéazeme provést v konstantnim c¢ase. Nasobeni je ale jenom opako-
vané séitani: hromadu ab kamenti ziskame tak, ze na ni a-krat privezeme b kamend.

prenes K A Akopie -
cyklus: prenes Akopie J K konec

pfenes K B C -

prenes prazdna J K cyklus

Nejprve si vytvorime kopii lokality A, kterou potom béhem vypoctu zni¢ime.
Dale opakujeme, dokud to jde: vezmi jeden kdmen z lokality Akopie a pridej b
kament do lokality C.

Makra

Pfi programovani naseho prizkumného vozidla mizeme definovat makra: vez-
meme néjakou posloupnost piikazia a prifadime ji symbolické jméno, abychom ne-
museli tutéz posloupnost prikazi rozepisovat vicekrat. Makro mtize mit parametry
— pfi riznych pouzitich takového makra se budou provadét stejné prikazy, ale pro
jiné lokality a jina navésti.

Uvnitf makra mazeme pouzivat také pomocné lokality. Lokality, které zapiseme
v definici makra do hranatych zavorek, budou pfi kazdém pouziti makra nahrazeny
jinou lokalitou, kteréd se nikde jinde v programu nepouziva.

Totéz se automaticky stane i se vSemi navéstimi, ktera dame piikaztm v definici
makra. Kazdé takové naveésti je tedy viditelné jen z jednoho konkrétniho pouziti
makra.

V definici makra mtzeme pouzivat i jind makra, ktera jsme definovali diive.
Uk4Zeme si nyni nékolik piikladii definice makra. Radky zacinajici miizkou
obsahuji komentare.

# prikaz, ktery nic nezméni, pouze jeden krok ceka
MAKRQO cekej

pfenes J J J -
KONEC

# makro se dvéma parametry - lokalitami:
# do Y prida tolik kament, kolik jich je v X
MAKRO pfidej X Y
pfenes K X Y -
KONEC

# makro s jednim parametrem - navéstim: skoCi na dané navésti
MAKRO sko¢& N

pfenes [nova_prazdna_lokalita] J K N
KONEC



# makro pro nasobeni: do Z pridd soudin poctd kamend v X a Y
MAKRO vynasob X Y Z
ptidej X [Xkopie]
cyklus: pfenes [Xkopie] J K konec
pfenes K Y Z -
sko¢ cyklus
konec: cekej
KONEC

Vsimnéte si, ze kdyz jsme ptivodné psali samostatny program pro nasobeni,
stacCilo nam, ze navésti konec neexistuje a skokem na néj jsme ukoncili program.
Pti psani makra toto navésti umistime pfed prazdny piikaz na konci makra, nebot
chceme, aby po ukonceni nasobeni program pokracoval dale ve vypoctu.

Priklad 6: nauéime vozidlo pocitat tfeti mocninu

Pomoci vyse uvedenych maker snadno napiseme program, ktery bude pocitat
tfeti mocninu. V lokalité A mame néjaky nezndmy pocet kament, ktery oznacime a.
Lokalita B je prazdné a chceme do ni dovézt a® kament.

vynasob A A pomocna_lokalita
vynasob A pomocnad_lokalita B

Pro nazornost jesté ukazeme, jak by vypadal stejny program, kdybychom vSech-
na makra nahradili jejich definicemi.

prenes K A Akopiel -
cyklusl: prenes Akopiel J K komecl
pfenes K A pomocnd_lokalita -
pfenes cokolivl J K cyklusi
konecl: prenes J J J -
prenes K A Akopie2 -
cyklus2: prenes Akopie2 J K konec2
prenes K pomocnéd_lokalita B -
pfenes cokoliv2 J K cyklus2
konec2: prenes J J J -

ReSeni predchazejicich kol

Nasleduje seznam maker, ktera pocitaji funkce naprogramované v fesenich do-
maciho a krajského kola. Tato makra mtizete pouzivat ve svych feSenich bez nutnosti
rozepisovat jejich implementaci.

MAKRO vynuluj X

MAKRO nulové X N

MAKRO stejné X Y N
MAKRO zapis§ X Y

MAKRO vydél X Y P Z
MAKRO nedélitelné X Y N
MAKRO nsd X Y Z

vynuluje obsah X

pokud X obsahuje nulu, sko¢i na navésti N

pokud jsou hodnoty X a Y stejné, skoCi na navésti N
hodnotu X zapiSe do lokality Y; pivodni obsah Y pfepise
hodnotu X vydé&li hodnotou Y, do P uloZi podil, do Z zbytek
pokud X neni délitelné hodnotou Y, skoCi na navésti N

do Z uloZi nejvét8iho spoleného délitele Cisel X a Y

MAKRO spoj X Y Z
MAKRO prvni
MAKRO druhy
MAKRO délka

do Z ulozi (x+y) (x+y+1)/2 + x, tedy kéd dvojice (x,y)

kdyz Z obsahuje kéd dvojice (x,y), toto makro do X uloZi x
kdyz Z obsahuje kéd dvojice (x,y), toto makro do Y ulozi y
do X ulozi délku posloupnosti, jejimZz kédem je ¢€islo v Z

H oH o H OB H HHH HH

N N N
Lo ]
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V krajském kole jsme se naucili, jak pomoci maker spoj, prvni a druhj mu-
zeme dvé Cisla zakédovat do jednoho a nésledné je opét dekédovat. Déle jsme se
naucili, ze do jednoho ¢isla dokdzeme zakédovat dokonce libovolné dlouhou konec-
nou posloupnost ¢isel. To provedeme nasledovné:

® Prazdné posloupnosti ¢isel pfiradime jako kéd cislo 0.
® Predpokladejme, ze uz zname kéd k posloupnosti z1, ..., z,. Kédem po-
sloupnosti zg, z1, . .., 2, bude hodnota 1 + spoj(zg, k).
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