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P-II1I-4 Stolni tenis

V feSeni budeme pouzivat terminologii teorie grafii, kterou naleznete napf.
v kuchaice KSP o grafech.* Mame zadan tzv. orientovany graf G s |V(G)| = n.
Nasim tkolem je zkonstruovat orientovany graf H na stejné mnoziné wvrcholid s co
nejmensim poc¢tem hran tak, aby platilo nasledujici: Jestlize G obsahuje orientovanou
hranu wv, tak H musi obsahovat posloupnost vrcholt v = wy,ws,...,w; = v tak,
aby wyws, wows, wi—1wy byly hrany H. Takové hrané uv v takovém pripadé fikame
tranzitivni hrana orientovaného grafu H.

Vysvétlime rovnou feSeni, které by dostalo plny pocet bodd. Nejprve nacte-
me orientovany graf do paméti a najdeme jeho slabé souvislé komponenty — to jsou
komponenty souvislosti grafu, ktery bychom z G dostali, kdybychom zapomnéli na
orientaci hran. Déale pro kazdou komponentu souvislosti ovéfime, zda obsahuje orien-
tovany cyklus — to je néjaka posloupnost vrcholti wy, we, . .., w; = wy takova, Zze dané
komponenta obsahuje hrany wyws, wows, . .., w;_jws. Oznaéme Ki, Ko, ..., K}, sla-
bé souvislé komponenty, které zadny orientovany cyklus neobsahuji, a Ly, Lo, ..., Ly
komponenty, které néjaky orientovany cyklus obsahuji. Tvrdime, ze feSenim tlohy je
vypsat ¢islo n — k. Musime dokazat, Ze pro kazdy graf G lze tlohu vyfesit s pouzitim
n — k hran, ale n — k — 1 hran nikdy nestaci.

Ze vseho nejdiiv ale zdtivodnéme, ze cely algoritmus mé linearni slozitost. Roz-
klad G na slabé souvislé komponenty lze udélat jednoduse v linearnim ¢ase pomoci
prohledévéani do hloubky. Zbyva v linedrnim ¢ase ovérit, zda dany orientovany graf G’
(jedna komponenta ) obsahuje cyklus — jestli ne, jednd se o orientovany acyklicky
graf . To lze udélat pomoci tzv. topologického tridént, které nyni struéné vysvétlime,
protoze se bude hodit i pozdéji. Podrobnéjsi popis naleznete tfeba v sekci Topolo-
gické usporadéni ve zminované kuchaftce.

PouZijeme néasledujici pozorovani: neobsahuje-li G’ cyklus, mtizeme zacit v li-
bovolném jeho vrcholu a putovat proti orientaci hran G’. Nemtizeme se do stejného
vrcholu dostat dvakrat, a tak nakonec skonéime v né&jakém vrcholu G’, do néjz ne-
vedou zadné hrany. Kazdy acyklicky orientovany graf G’, stejné jako kazdy jeho
podgraf, obsahuje proto vrchol, do néjz nevedou zadné hrany.

N4s algoritmus si tak nejprve vytvori seznam S vrcholtt G’, do nichz nevedou
zadné hrany, a tento seznam nésledné budeme prochazet. Pokazdé, kdyz uvazujeme
néjaky vrchol v na seznamu, tento vrchol vymazeme spolu se vSemi hranami, které
z v vychazeji. Pro vrcholy, do nichz mazané hrany vedou, ovéfime, zda do nich vede
alesponi jedna jind hrana. Pokud tomu tak neni, pfidame je do S. Ve chvili, kdy se
tento proces zastavi, jsme moznd nevymazali vSechny vrcholy G’ a v takovém p¥ipadé
ndm naSe pozorovani ¥ika, ze G’ obsahuje orientovany cyklus. Naopak jestlize jsme

* Viz [ittps: //ksp.m]l.cuni. cz/kucharky/grafy }
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vymazali viechny vrcholy G’, mtizeme si tyto vrcholy oznacit jako vy, v, ..., vy
v poradi, jakém je na$ algoritmus mazal. VSechny hrany grafu G’ vedou z vrcholu
s niz§im poradovym éislem do vrcholu s vysS$im poradovym ¢islem, takZze G’ zfejmé
zadny cyklus obsahovat nemtze. N&3 algoritmus tak v ¢ase O(|V(G)| + |E(G")))
ovéii, zda G’ obsahuje cyklus. Jestlize G’ zadny cyklus neobsahuje, sefadime navic
vrcholy G’ tak, Ze hrany G’ vedou z vrchold s niz§im pofadovym ¢islem do vrchold
s vys$im poradovym ¢islem. Cely algoritmus muze byt implementovan v linedrnim
¢ase O(n 4+ m) (viz zdrojovy kéd).

Nyni se vratme k hlavnim ¢4sti dikazu. Nejprve dokdzeme, Ze lze vzdy sestrojit
graf H s n — k hranami, ktery vyhovuje zadani. Takovy H muze vypadat nasledov-
né: pro kazdou komponentu L; s |V (L;)| vrcholy vy, v, ..., vy (1, do H vlozime
|V (L;)| hran viva, vavs, ..., Uy (L,)|=1V|V(L,)]» V|V (L) V1- Kazdé dva vrcholy L; jsou
v cyklu propojeny orientovanou cestou, takze specialné kazda hrana L; je tranzitivni
hranou H.

Dale ukazeme, ze pro kazdou komponentu K; uSetfime navic oproti predchozi
konstrukci jednu hranu. Pro kazdou komponentu K; s |V(K;)| vrcholy, ktera tvoii
acyklicky orientovany graf, pouZijeme topologické tfidéni, kterym dostaneme poradi

vrcholit vy, va, ..., vy (k,) takové, Ze vSechny hrany K; vedou z vrcholu s nizsim
poradovym ¢islem do vrcholu s vyssim pofadovym cislem. Vlozime-li tedy do H
celkem (|V(K;)| — 1) hran viva, vavs, ..., vy (k,)|-1V|v(k.)|, OP€t zafidime, Ze kazda

hrana K; je tranzitivni hranou H.

Dostali jsme tedy graf H, ktery splituje podminky zadéni a obsahuje |V (L1)|+
V(Lo)|+ ...+ V(L) + (IV(EL) ~ 1) + ([V(K)| = 1)+ ...+ (V(ER) = 1) = n—k
hran.

Na druhou stranu je potfeba dokazat, ze kazdy graf H spliujici zadani ma
alesponi n — k hran. Uvazme proto libovolny takovy H. Nejprve si povsimnéme, ze
vSechny vrcholy komponenty K; grafu G musi lezet ve stejné slabé souvislé kom-
ponenté H. Kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom najit dva vrcholy u,v € V(Kj)
spojené hranou v K; takové, Ze tyto vrcholy v H lezi ve dvou ruznych slabé souvis-
Iych komponentach. To ale znamend, ze uv neni tranzitivni hranou H, coZ je spor
s nasim pfedpokladem, ze H spliuje zadani.

Dostavame, ze kazda slabé souvislda komponenta H je sjednocenim nékolika
slabé souvislych komponent G. Komponenty grafu H si ozna¢ime K1, K}, ..., K;,
a Ly, L5, ..., L, pficemz komponenty L jsou ty, které jsou nadmnozinou nékteré
komponenty L;, a K/ jsou ty zbylé. Z toho plyne, ze k' < k.

Pro kazdou komponentu K plati, ze |[E(K])| > |V(K])| — 1, jinak by K| ne-
byla souvisld. Tvrdime, Ze pro kazdou L) plati, ze |E(L})| > |V(L})|. Pro spor
pfedpokladejme opak, tedy |E(L})| < |V(L})| — 1. To vzhledem k tomu, ze L) je
slabé souvisly, implikuje, ze hrany L) tvofi strom. Komponenta L) grafu H je nad-
mnozinou néjaké komponenty L; grafu G, ktera obsahuje orientovany cyklus z hran
Wy Wa, WaWs3, . .., wrwi. V puvodnim grafu G plati, Zze obejitim tohoto cyklu se dosta-
neme z vrcholu wy zpét do téhoz vrcholu. Protoze v grafu H mtzeme kazdou z hran
tohoto cyklu nahradit orientovanou cestou spojujici tytéz vrcholy, musi i v grafu H
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existovat prochézka po sméru hran zac¢inajici a konéici ve wy. To je ale ve sporu
s tim, ze H je strom: jakmile se z w; vydame do sousedniho vrcholu, musi nase
prochézka pozd€ji pouzit tutéz hranu, ale v opa¢ném sméru.

Dokazali jsme tedy, Ze pro kazdy graf H, ktery spliiuje zadani, plati, Ze pocet
hran H je alespoi [V (L))] + |V (L§)| + ... + [V(Ly)| + (V(KD)| - 1) + ([V(K3)| -
)+ ...+(|V(K;)| —1) = n—k > n— k. To ukoncuje dikaz spravnosti naseho
algoritmu.

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int n, m;

vector<vector<int>> G; // Graf na vstupu

vector<vector<int>> Gr; // Graf s opa¢nou orientaci nez G
vector<int> components; // Index komponenty kazdého vrcholu
vector<int> indegree; // Po&et vchazejicich hran kaZdého vrcholu

void find_components (int u, int comp) { // Hledani slabé& souvisljch komponent

if (components[u] != -1)
return;
components[u] = comp;

for (auto v: G[ul)
find_components(v, comp);

for (auto v: Gr[ul)
find_components(v, comp);

}

int main () {
cin >> n >> m;
G.resize(n), Gr.resize(n), indegree.resize(n, 0), components.resize(n, -1);

for (int i = 0; i < m; ++i) {

int u, v;
cin >> u >> v;
--u, -~V

G[u] .push_back(v) ;
Gr [v] .push_back(u) ;
++indegree[v];

int numcomps = 0; // Polet slabé souvisljch komponent G
for (int u = 0; u < n; ++u) {
if (components[u] == -1) {
// Neni-1li v Z&dné dosud nalezené komponenté&, projdeme ji
find_components(u, numcomps) ;
++numcomps ;

}

vector <int> s; // Zéasobnik vrchold, do nichZ jiZ nevedou Zadné hrany
for (int u = 0; u < n; ++u) {
if (Gr[ul.empty()) {
s.push_back(u) ;
}



}
while (!s.empty()) {
// Postupné odstrafiujeme vrcholy, do kterjch jiz nevede hrana
int u = s.backQ);
s.pop_back();
for (auto v: G[ul) {
--indegree[v];
if (indegreel[v] == 0) {
s.push_back(v);
}

}

vector<bool> acyclic(numcomps, true); // Acyklické komponenty jsou nyni prazdné
for (int u = 0; u < n; ++u) {
if (indegreel[ul > 0) {
acyclic[components[u]] = false;
}
}

int ans = n; // 0d po&tu vrchold odelteme polet acyklickjch komponent
for (int i = 0; i < numcomps; ++i) {
if (acyclic[i]) {
--ans;
}
}

cout << ans << endl;

P-II1-5 Elektrarny

Prvni podiloha

Prvni t¥i body $ly ziskat za pomoci dynamického programovani. Oznacme si
a; cenu elektrarny v i-tém mésté a pro 2 < i < n oznacme b; cenu propojeni i-tého
mésta s tim predchozim. Projdeme mésta od 1 do n a pro kazdé 1 < i < n si
spocitdime dvé hodnoty A[i] a B[i] definované nasledovné: A[i] je nejmensi cena,
za kterou muZzeme postavit elektrarny a spojit mésta na prefixu od 1 do i tak, Ze
v8echna mésta na tomto prefixu jsou elektrifikovana. Bli] je definovdno stejné jako
Ali], ale komponenta, ve které je mésto 4, elektrifikovana byt nemusi.

Plati A[l] = a1 a B[1] = 0. Dalsi hodnoty v téchto polich si nésledné muzeme
spocitat nasledujicimi rekurentnimi vztahy. Plati, ze

Ali] = min(A[i — 1] + b[i], A[i — 1] + ali], B[i — 1] + b[z] + ad]),

protoze aby bylo posledni mésto elektrifikovano, bud jej pfipojime k jeho levému
sousedu, ktery uz je elektrifikovany (prvni ptipad), nebo v tomto mésté postavime
elektrarnu a predchozi mésta se elektrifikuji bez nasi pomoci (druhy pfipad), nebo
v tomto meésté postavime elektrarnu a spojime je s jeho levym sousedem, kterého
tim elektrifikujeme (t¥eti piipad). Podobné plati, ze

Bli] = min(B[i — 1] + bli], A[i — 1]),

4



protoze i kdyz i-té mésto nemusi byt elektrifikovano, (¢ — 1)-té mésto bud musi byt
pfipojeno k i-tému, nebo musi byt elektrifikovano.

Dynamickym programovanim s vyuzitim téchto rekurentnich vztahti snadno
spo¢itdme hodnotu A[n], kterd je vysledkem. Cely algoritmus funguje v linedrnim
case.

Déle budeme pouzivat terminologii teorie grafi. Na vstupu jsme dostali ohod-
noceny graf. Nasim tukolem bylo koupit nékteré jeho vrcholy a hrany tak, aby z kaz-
dého vrcholu vedla cesta po koupenych hranach do nékterého koupeného vrcholu.
Pritom minimalizujeme celkovou cenu koupenych vrcholi a hran.

Druha podiloha

Tii body v druhé podiloze sly ziskat za nésledujici feSeni.

Prvni dutlezité pozorovani je, ze kdykoliv se podivime na jednu komponentu
souvislosti nakoupenych hran, musime na této komponenté nakoupit alespon jeden
vrchol. Zaroven ale vic vrcholi kupovat nepotfebujeme, vyplati se tedy vzdy koupit
nejlevnéjsi vrchol této komponenty a zadny jiny. Pokud jsme si dale jiz vybrali,
kterou mnozinu vrchold propojime nakoupenim hran, nejlevnéjsi moznosti je, kdyz
nakoupené hrany tvoii minimalni kostru v podgrafu, ktery propojujeme.

Nyni si uvédomime, ze podminka ze zadani zarucuje, ze optimalni feseni v kaz-
dé komponenté souvislosti vstupniho grafu najde jeji minimalni kostru a nakoupi
nejlevnéjsi vrchol. To proto, Ze kdybychom v této komponenté nakoupili hrany tak,
7e vytvori vicero komponent, mohli bychom néjaké dvé komponenty spojit zakoupe-
nim jedné nové hrany. Nasledné v jedné spojované komponenté nemusime kupovat
vrchol. Podminka ze zadani zarucuje, ze uSetfime.

Resenim je tedy najit v kazdé komponenté jeji nejlevnéjsi vrchol a jeji minimal-
ni kostru. Tu najdeme tfeba Kruskalovym algoritmem, ktery ma casovou slozitost
O(mlogn).

Treti podiloha

I ve tieti podiloze budeme hledat miniméalni kostru, ovSem na jiném grafu.
Predstavime si, ze misto toho, Zze mame moznost v kazdém mésté postavit elektrarnu,
existuje kromé n mést na vstupu také hlavni mésto n+1 a v tom jiz elektrarna stoji.
Misto toho, abychom za cenu a; nakoupili v i-tém mésté elektrarnu, si budeme
predstavovat, Ze za cenu a; muzeme i-té mésto spojit s méstem hlavnim. Po této
reformulaci je jiz tloha jednoduché; ke vstupnimu grafu pridame jeden specialni
vrchol spojeny hranou se vSemi ostatnimi: cena i-té hrany je a;. Nyni v tomto grafu
chceme najit nejlevnéjsi podmnozinu jeho hran takovou, ze vSechny vrcholy jsou
propojeny se specialnim vrcholem, coz jinak feceno znamena, ze hledame nejlevnéjsi
souvislou podmnozinu. To je ale pfesné minimalni kostra, kterou nalezneme napft.
Kruskalovym algoritmem s ¢asovou slozitosti O(mlogn).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int n, m;
vector<pair<int, pair<int,int>>> edges; // Hrany ve formatu {vaha, {u,v}}



// Disjoint - Find - Union
int parent[123456];
int rnk[123456];

int find (int w) {
// Najde reprezentanta komponenty daného vrcholu, d&la kompresi cest
if (u !'= parent[ul]) parent[u] = find(parent[ul);
return parent[u];

}

void merge (int u, int v) {
// Spoji dvé komponenty do jedné, déla Union podle ranku
u = find(u);
v = find(v);

if (rnk[u] > rnk[v]) parent[v] = u;
else parent[u] = v;

if (rnk[u]l == rnk[v]) rnk[v]++;
}

int main () {
cin >> n >> m;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
// Ceny elektraren interpretujeme jako hrany do specidlniho vrcholu O
int w;
cin >> w;
edges.push_back({w, {0, i}});

for (int i = 0; i < m; ++i) {
int u, v, w;
cin >> u >> v >> w;
edges.push_back({w, {u, v}});

for (int i = 0; i <= n; i++) {
// Inicializujeme strukturu DFU
rnk[i] = 0;
parent[i] = i;
}
long long ans = 0; // Vyslednad véha
sort(edges.begin(), edges.end()); // Sefadime hrany podle jejich vahy

for (int i = 0; i < edges.size(); ++i) {
int u = edges[i].second.first;

int v = edges[i].second.second;
int w = edges[i].first;
int ru = find(u); // Najdeme reprezentanty komponenty u a v
int rv = find(v);
if (ru !'= rv) {
// Vrcholy zatim jsou v jinjch komponentéach
ans += w;

merge(ru, rv);



cout << ans << endl;
return O;

}

P-I11I-6 Zemé zivitelka

Dva body bylo mozné ziskat za pfimocarou simulaci: vyzkousime vSechny casy
vstupu mezi minutami 1 a m. Pro kazdy ¢as vstupu si jednoduse spocitame pro kaz-
dy stanek s, ve které minuté se v ném budeme vyskytovat. Pak projdeme vSechny
intervaly pro stanek s a zjistime, jestli je momentalné pritomny majitel. Takto spoci-
tame pocet ziskanych darkovych predmétt pro kazdou minutu a vezmeme maximum.
Casova slozitost je O(m(n + k)).

Dalsi dva body slo ziskat chytiejSim pocitanim ziskanych darkovych predmétu
pro dany c¢as vstupu. Misto toho, abychom prochézeli kazdy stanek a zjistovali,
jestli je pfitomny majitel, projdeme vSechny trojice (s,o0,d) z rozvrhu a pro kazdou
se podivame, jestli ke stdnku s dorazime v intervalu (o, d). Pocet ziskanych darecki
je pocet takovychto trojic. Casové slozitost je O(mk).

Redukce na pruniky intervalu

Optimalni feseni vyzaduje sofistikovanéjsi pristup. Napred si v§imneme, Ze na
¢islu stanku vlastné moc nezalezi, protoze miZzeme snadno spocitat, kdy je potfeba
vyrazit, abychom ke stdnku pfigli v dany ¢as. Konkrétnéji, mame-li trojici (s, o, d)
v rozvrhu, musime vyrazit nékdy mezi minutami o — s+ 1 a d — s + 1, abychom se
do intervalu strefili.

Toto pozorovani nam umoziuje ignorovat cisla stankt a zredukovat tlohu na
tuto: mame néjaké intervaly, kolik nejvice intervalti se prekryva v jednom bodé?
Pievod udélame tak, ze kazdou trojici (s, 0,d) konvertujeme na jeden interval (o —
s+ 1,d —s+1)N{1,m). Prinik s (1, m) odpovidd podmince, Ze mizeme vyrazit
pouze mezi minutami 1 a m.

Prefixové soucty

Jak tedy rychle zjistit, kolik nejvice intervali se prekryva? Vytvofime pomocné
pole ¢, které inicializujeme nulami. Potom projdeme kazdy interval (a,b). K g[a]
pricteme 1 a od ¢[b 4+ 1] naopak 1 ode¢teme. VSimneme si, ze v Case i je pocet
otevienych (a dosud neuzavienych) intervala rovny ¢[1] + ¢[2] + - - - + ¢[i]. Chceme
tedy spocitat tento soucet pro kazdé ¢ a vybrat maximum, ¢imz ziskdme nejvyssi
pocet prekryvajicich se intervald.

To udélame snadno pomoci principu prefixovych souc¢tid. Projdeme vsechny
minuty od 1 do m a budeme si v ¢ase ¢ pamatovat soucet ¢ = ¢[1] + ¢[2] + - - - + ¢[i].
Na zacatku (v pomyslné minuté 0) nastavime ¢ = 0. KdyZ chceme piejit z minuty ¢
na minutu i 4 1, staéi jednoduse nastavit x < x + ¢[¢ + 1]. Odpovédi je pak nejvyssi
hodnota, kterou ¢ v prubéhu vypoctu mélo.

Celkové pobézi algoritmus v éase O(m + k), coz sta¢i na 7 bodu.

Optimalni FeSeni

K vyfeseni posledni sady testi pouzijeme stejnou myslenku, jen ji trochu chytie-

ji implementujeme. Vyuzijeme toho, zZe i kdyz je m velké, vétsina prvkt pole g bu-
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de nulova: nenulovych mtze byt maximalné 2k prvkid. Misto ¢ pouzijeme seznam
yudalosti“ p. Udélosti budou typu ,zacatek* nebo ,konec“. Za kazdy interval (a, )
pfiddme do p udalost (a, zac¢atek) a udalost (b+ 1, konec).

Pak seznam p setfidime podle prvni slozky (tedy podle ¢asu) a postupujeme
podobné jako pfedtim s polem ¢q. Budeme tedy udrzovat prubézny soucet c, za uda-
lost ,,zacatek” jej o 1 zvysime a za udalost ,konec“ zase snizime. Vysledkem je opét
nejvyssi hodnota, kterou ¢ v prubéhu vypoctu mélo. P implementaci musime brat
v potaz to, ze udalosti se stejnym Casem se maji dit opravdu najednou. Naptiklad
kdybychom méli udalosti ((3, zacatek), (3, zacatek), (3, konec)) a pfed minutou 3
bychom méli ¢ = 2, bude po minuté 3 platit ¢ = 3, ale nesmime si myslet, ze jsme
po prvnich dvou udélostech této minuty dosahli hodnoty ¢ = 4.

Udalosti mame 2k, takze jejich seznam p dokdzeme settidit v ¢ase O(klogk). To
je 1 celkové Gasova slozitost, protoze zbytek vypocétu uz zvladneme v O(k). Pamétova
slozitost je O(k).

#include <algorithm>

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n, m, k;
cin >> n >> m >> k;

vector<pair<int, int>> p;

for (int i = 0; i < k; i++) {
int s, o, d;
cin >> s >> o >> d;

// Konvertujeme &asy
int t1 = o0 - s + 1;
int t2 =d - s + 1;

// OfeZeme intervaly na platny rozsah
t1 = max(t1, 1);
t2 = min(t2, m);

// Zbylo po ofezani né&co?
if (1 <= t2) {
// Typ udalosti reprezentujeme jednodusSe hodnotou, o kterou
// se md zménit prefixovy soulet c.
p-push_back({tl, +1});
p.push_back({t2 + 1, -1});

}

// std::pair se Ffadi lexikograficky, takZe udalost (3, -1) bude pfed (3, +1).
// To vyfeSi zminénjy problém s tim, Ze se uddlosti v jednom ase maji dit

// "najednou", protoze ‘c‘ pak miZeme jen podcenit, ale nikdy pF¥ecenit.
sort(p.begin(), p.end());

int vysledek = 0;

int ¢ = 0;

// Projdi vzestupné vSechny dvojice e == (&as, zména) v p
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for (auto& udalost : p) {
c += udalost.second;
vysledek = max(vysledek, c);
¥

cout << vysledek << endl;



