70. ro¢nik Matematické olympiady — 2020,/2021

Resent ailoh istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Dobijeci stanice

Reseni budeme popisovat v terminologii teorie graffi: vrcholy odpovidaji més-
tim, silnice hrandm a vime, ze graf je neorientovany, nehodnoceny a navic je to
strom. V nékterych vrcholech jsou navic dobijeci stanice.

Nejpiimocaiejsi myslenka je prosté zv1ast vyzkouset kazdy vrchol jako podated-
ni, prozkoumat, do kolika vrcholt jsme z néj schopni dojet, a tyto pocty pak poscitat
pres vsechny pocatecni vrcholy. Méjme tedy néjaky pocatecni vrchol vg. Jak najit
z néj dosazitelné vrcholy? Obycejné prohledévani do hloubky nebo do Sirky nestaci,
protoze se muze stat, ze néjaky vrchol potfebujeme navstivit vicekrat, viz naptiklad
druhy piiklad ze zadéani: cesta 1-2—-3-5—6 s dobijeci stanici ve vrcholu 4, ktery je na-
pojen na vrchol 3. Pro k = 3 a pocatek ve vrcholu 1 jsme schopni dojet do vrcholu 6
pouze s mezizastavkou ve vrcholu 4, ¢imz vrchol 3 projedeme dvakrat.

Jedna moznost, jak z toho ven, je pouzit podobny trik s nafukovanim gra-
fu jako v tlohdch Vanocéni navstévy z krajského kola a Privalovy dést z domaéci-
ho kola. Vyrobime novy orientovany graf ¢itajici celkem n - (k + 1) vrchold (pro
odliSeni od pivodnich vrcholt jim budeme fikat stavy), pficemz stav (v,b) pro
ve{l,...,n}be{0,...,k} reprezentuje situaci, kdy stojime ve vrcholu v a v ba-
terii zbyva energie na b silnic. Hrany vytvofime nésledovné: ze stavi tvaru (v,0)
74dna hrana nepovede a pro stavy (v,b) s b > 1 se podivdme na vSechny hrany vw,
které z v vedou v puvodnim grafu, a za kazdou z nich vytvofime orientovanou hranu
z (v,b) do (w,b — 1) (pokud ve w nestoji dobijeci stanice), nebo z (v,b) do (w, k)
(pokud tam dobijeci stanice stoji). Rozmyslime si, Ze takovy graf pfesné modeluje
Matéjovo mozné chovani v puvodnim grafu, takze nyni staci spustit prohledavani ze
stavu (vo, k) a spoéitat, do kolika rtiznych vrcholi piivodniho grafu se umime dostat.

Nafouknuty graf ma O(nk) stavli i hran a tolik éasu nés stoji i jeho vybudovéni
a jedno projiti. Mtzeme si ho vybudovat na zac¢atku programu, to vSak nic neméni
na tom, ze ho musime n-krat projit. Toto feseni tedy bézi v ¢ase O(n’k) a $ly za
néj ziskat az 4 body.

Zrychlujeme

Abychom dosahli lepsi ¢asové slozitosti, musime se nafouknutého grafu zase
zbavit. U myslenky vyzkouSeni vSech pocatecnich vrcholt vsak jeSté zlstaneme.
Naivni prohledavani v ptvodnim grafu se sice rozbije kvtili nutnosti navstévovat
vrcholy vicekrat, ale ono navstévovani nemusi byt zase tak nahodilé. Konkrétné si
za, chvili rozmyslime, Ze stac¢i poustét upravené prohledavani do hloubky v ptivodnim
grafu, které kazdy vrchol navstivi nejvyse jednou a béhem toho si u kazdého vrcholu
v pamatuje aktudlni stav baterie b(v) (nebo —1, pokud se do v neumime dostat),
s nasledujici ipravou: po vstupu do vrcholu si pred dalsim prohledavanim zaskoc¢ime
na nejblizsi dobijeci stanici (potenciilné jesté v neobjevené ¢asti grafu) a pak zase

1



zpatky, ledaze by ndm na to nestacila baterie nebo bychom si oproti ptivodnimu
nabiti pohorgili. Dulezité je, Ze tyto zajizdky nepocitdme do prohledédvani, ani pii
nich neznacime vrcholy jako navStivené.

Nejprve si povézme, jak nejblizsi stanici hledat. Vzhledem k tomu, Ze nés neza-
jima konkrétni trasa, ale pouze zda se do néjakého vrcholu umime dostat, staci ndm
pro kazdy vrchol v spocitat jen jeho vzdélenost d(v) od nejblizsi dobijeci stanice.
To provedeme pro vsechny vrcholy nardz pomoci upraveného prohledavani do sitky
pusténého zaroven ze vSech dobijecich stanic: nejprve si vSechny dobijeci stanice ulo-
7ime do fronty a polozime jim d(v) = 0 a poté postupné vybirdme vrcholy z fronty
a vSem je$té nenavstivenym sousedfim nastavujeme d(s) = d(v) + 1 a pfidavame je
na konec fronty.

S pomoci d(v) mizeme ,zaskoceni si“ na nejblizsi dobijeci stanici popsat takto:
pokud b(v) < d(v) (neméme dost energie) nebo k — d(v) < b(v) (dobitim bychom
si nepomohli), nedélame nic, jinak nastavime b(v) < k — d(v) (dobijeme si a pak
jedeme d(v) silnic zpatky).

A pro¢ tedy algoritmus funguje? Vse bude jasné, kdyZz si rozmyslime, ze b(v)
nepocita jen tak néjaké nabiti baterie pti néjakém konkrétnim prijezdu, pocita totiz
nejlepsi mozné nabiti, se kterym se do vrcholu v umime dostat. To si mizeme roz-
myslet sporem: necht pro spor existuje néjaky vrchol v a sled z vg do v (ktery
potencialné navstivi v vickrat) takovy, Ze po jeho projiti skonéime ve vrcholu v s
nabitim B > b(v). Ze vSech takovych v si vybereme ten, na ktery prohleddvéni na-
razi nejdiive. Pro vy zjevné problém nenastane, jelikoz b(vg) = k a lepsi nabiti z
principu neumime. Nechf jsme tedy pfisli do néjakého vrcholu v # vg. Klicové je
pozorovani, ze nas graf je strom, takze libovolny sled do v povede pfes néjakého jeho
souseda s, ktery jiz mé b(s) spravné spocitané. Zarovet plati b(v) > b(s) — 1, protoze
prohledavani nastavi tuto hodnotu pfi ptrichodu do v a pak ji mozna zlepsi.

Podivejme se na nyni okamzik, kdy nas sled poprvé vstupuje do vrcholu v.
V tom okamziku muselo byt nabiti nejvyse b(s) — 1, protoze do v vstupujeme z s,
v némz jsme nemohli mit vét$i nabiti nez b(s). Jelikoz plati b(v) > b(s) — 1, musi
sled po prvnim vstupu do v navstivit alespon jednu dobijeci stanici, jinak by platilo
B < b(s) — 1 < b(v). Podivejme se na konec sledu, konkrétné na tsek od posledni
dobijeci stanice do konce. V dobijeci stanici bylo nabiti rovno k a pak nasledovalo
alespoil d(v) krokti, abychom se z dobijeci stanice dostali zpatky do v; tedy plati
B < k —d(v). To je ale spor, protoze v takovém piipadé jsme béhem prohledavani
rovnéz zjistili, Ze zarovenl umime a zaroven se ndm vyplati zajet do nejblizsi dobijeci
stanice a nastavit b(v) = k — d(v).

Tim je spravnost algoritmu dokazéna, jelikoz podle predchoziho diikazu plati
b(v) > 0 pravé tehdy, kdyZ do vrcholu v vede trasa. Jaka je ¢asova slozitost? Spo-
¢itdni pole d mizeme provést v O(n) na zacatku algoritmu. Poté n-krat poustime
prohledavani do &iiky, ¢asovou slozitost jsme tedy vylepsili na O(n?). Za takovéto
feseni se dalo ziskat az 6 bodt.



Pocitame vSe najednou

V optimélnim feSeni se oprostime od pousténi prohledavani z kazdého vrcho-
lu zvlast a misto toho se pokusime vsechny vyhovujici dvojice spocitat najednou.
K tomu si strom zakofenime za libovolny vrchol. Zopakujeme si nazvoslovi: nyni
mé kaZzdy vrchol nékolik (moZnd i nula) syni a pravé jednoho otce (az na kofen,
ten otce nemd). Vrcholy tvaru ,otec v, otec otce v, ...“ se souhrnné nazyvaji pred-
kové/predchidci vrcholu v, vrcholy tvaru ,syn v, syn syna v, ...“, jsou potomci
vrcholu v. Vrchol v spolu se vSemi svymi potomky tvori podstrom pod vrcholem v.

Nejprve si rozmyslime pomocné tvrzeni, které se nam bude hodit pozdéji: pro
vrcholy a a b plati, Ze muZzeme vyrazit z vrcholu a s nabitim A a dorazit do vrcholu b
s nabitim asponl B, pravé kdyz jde vyrazit z vrcholu b s nabitim & — B a dorazit
do vrcholu a s nabitim aspon k — A. Vlastné nejde o nic tézkého, staci si uvédomit,
ze muzeme vzit sled z a do b a obratit ho, a rozmyslet si ze ptavodni sled spliiuje
podminky s A a B pravé tehdy, kdyz obraceny sled spliiuje podminky s k— B a k— A.
K tomu si staci sled rozlozit na tiseky podle navstév dobijecich stanic a uvédomit si,
jak jsou které tiseky dlouhé.

S timto tvrzenim zadarmo dostavame, Zze pokud se umime s nabitou baterii
dopravit z a do b, pak se také umime s nabitou baterii dopravit z b do a, tj. vSech
vyhovujicich dvojic mést bude vzdy sudy pocet.

Zavedme jesté jedno znaceni: necht b(u — v) oznacuje nejvyssi mozné nabiti
baterie, které muzeme dostat ve vrcholu v, pokud vyrazime z vrcholu u s plnym
nabitim a dorazime do vrcholu v (p¥i¢emz vrchol v miiZzeme navstivit nékolikrat, nez
v ném zastavime). Jinymi slovy, pokud bychom z vrcholu u spustili prohledavani
z kvadratického FeSeni, oznac¢uje b(u — v) pravé hodnotu b(v).

Pocet vyhovujicich dvojic spocitame dynamickym programovanim. Strom bu-
deme prochazet do hloubky a pokazdé, kdyz se z néjakého vrcholu v budeme vracet,
vyuzijeme informace spocitané v jeho synech ke spocitani informaci v ném. Kon-
krétné pro kazdé v budeme poéitat pole C,[0... k], kde C,[b] bude oznadovat pocet
vrcholt w v podstromu pod v takovych, ze b(u — v) = b. VSimnéte si, ze v definici
b(u — v) nejsme omezeni na podstrom v a naSe trasa z néj muze vylézt, abychom
dobili. Kazdy potomek v bude v C), zapocitan pravé jednou, ledaze z néj do v vibec
nejde dojet.

Kromé pocitani C, také algoritmus pii opousténi vrcholu v do globalniho vy-
sledku pri¢te vSechny vyhovujici dvojice a,b v podstromu pod v takové, ze a i b
zaroven nelezi v podstromu stejného syna vrcholu v. Tak zaruc¢ime, ze kazdé vyho-
vujici dvojice bude v celém algoritmu zapocitana pravé jednou, a to v okamziku,
kdy se jeji vrcholy poprvé ocitnou ve stejném podstromu.

Popisme nyni samotny algoritmus. Jsme ve vrcholu v, ktery ma syny si, ..., s,
£ >0, jejichz pole Cs, jsou jiz spocitand. Na zac¢atku polozime C,, + [0,0,...,0,1].
Budeme postupné syny prochazet a slévat jejich pole Cs, s C,, za chvili fekneme
jak. Pole C, ndm pribézné bude pocitat, z kolika vrcholu z prvnich i — 1 podstroma
umime dorazit do v s tim kterym nabitim baterie. Soubézné se slévanim budeme pro
kazdého syna s; do globalniho vysledku zapocitavat trasy, které maji jeden vrchol
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v podstromu pod s; a druhy vrchol bud v podstromu pod s;, j < ¢, nebo ve v.
Rozmyslete si, ze takto béhem celého algoritmu z kazdého paru vyhovujicich dvojic
a,b a b,a zapocitame pravé jednu.

Nyni uz samotny technicky popis. PopiSeme zpracovani syna s;, mame-li uz
zpracované viechny predchozi syny. Vytvoiime pole CI [0,...,k] = [0,...,0], kde
C! [b] po&ita pocet vrcholi u pod s;, které maji b(u — v) = b (tedy rozdil mezi C;, a
C! je ten, ze jedno pocité s b(u — s;) a druhé uz s b(u — v)). Nyni chceme pomoci
Cs, spocitat C7 . Pro kazdé nabiti b € {1,...,k} postupné polozime z < Cj,[b].
Chceme zjistit, jakého nejlepsiho nabiti ve v umime pro tyto vrcholy (kterych je x)
dosdhnout. Nejprve polozime b’ = b — 1 (projdeme po hrané do v) a, stejné jako
v kvadratickém FeSeni, je-li d(v) < b < k —d(v), polozime &' = k — d(v) (stavime se
v nejblizsi stanici a vratime se do v). Poté pficteme z k CT [b'].

Ted uz staéi k C, popfi¢itat hodnoty z C’;, jesté predtim ale zapocitame vy-
hovujici trasy. Z pozorovani o obraceni sméru cestovani plyne, Ze pro kazdy vrchol u
s b(u — v) = b chceme zapocitat pfesné ty vrcholy w s b(w — v) > k—b. Konkrétné,
pro kazdy vrchol zapocitany v C{ [b] chceme zapocitat préve

k
> Gl
j=k—b
tras (kde zapis 31, (i) je zkratka za £(L) + (L + 1) + - - - + £(R)). Celkové tedy
za celého syna s; zapocitame

tras. Tato dvojitd suma séitd celkem O(k?) ¢lentl, ale mizeme ji spocitat v case
O(k), pokud si v§imneme, Ze vnitini sumu umime rychle pfepocitavat (nebo si pro
ni mtizeme predpocitat prefixové soucty).

Po piicteni tras uz jen provedeme C,[b] <+ Cy[b] + CI [b] pro viechna b a
pokracujeme s dalsim synem. VSimnéte si, Ze tento popis pokryva i okrajové pripady,
a rozmyslete si, co se stane, kdyz v nemé zadné syny, nebo kdyz je ve v dobijeci
stanice.

Tim je popis algoritmu hotov. Algoritmus takto postupné provadi slévani po-
li C, a prubézné do globélniho vysledku pocitd vyhovujici dvojice, které maji za
nejnizsiho spolecného predchidce zrovna aktudlni vrchol. Po dobéhnuti je v global-
nim vysledku pocet vsech vyhovujicich dvojic, ktery jesté vynasobime dvéma.

Jaka je casova slozitost algoritmu? Muze se zdat, ze az ©(n?k), protoze kazdy
vrchol mtze mit O(n) synt a ve vrcholu s £ syny stravime O(kf) ¢asu. Budeme-li
vsak Cas Uctovat tak, Ze praci, kterou provedeme pri slévani pole syna s otcovym
polem, nauc¢tujeme syntim, stravime ve skutec¢nosti v kazdém vrcholu dohromady jen
O(k) ¢asu (O(k) primo a dalsich O(k) pozdéji pii slévani). Celkova ¢asova slozitost
tedy je O(nk).



Na zavér poznamenejme, Ze tloha jde Fesit i v dase O(nlogn). Algoritmus je
trikovy a pouziva tzv. centroidovou dekompozici, coz je specifickd metoda pracujici
na principu rozdél a panuj. Ve zkratce, vybereme si néjaky vrchol zhruba ,uprostied®
stromu a zapocitame vsechny vyhovujici dvojice, které by po smazani centralniho
vrcholu lezely v jinych podstromech. Poté vrchol pomyslné odstranime a zavolame
se rekurzivné na kazdy mensi podstrom, ktery takto vznikne. Budeme-li centralni
vrchol volit Sikovné, umime zarudit, ze se po jeho odstranéni strom rozpadne na
dostateéné malé ¢asti, a rekurze tak bude mit malou hloubku a ¢asova slozitost
vyjde O(nlogn). Detailni popis tohoto FeSeni je vSak nad rdmec naseho textu.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>

using namespace std;

int n, k;

vector<bool> stanice;

vector<vector<int>> e;

vector<int> d; // Vzdalenost od dobijeci stanice
vector<vector<int>> C;

long long res; // Globalni proménna pro po&itani vysledku

void compute_d () { // BFS ze vSech vrchold s dobijecimi stanicemi
queue<int> q;
d.resize(n, n + 1);
for (int i = 0; i < n; ++i) if (stanice[i]) {
q.push(i);
d[i] = 0;
¥
while (!'q.empty()) {
int u = q.front();
q.popQ);
for (auto v : el[ul) {
if (dlvl ==n + 1) {
d[v] = d[u] + 1;
q.push(v);

}

// Zpracuje vrchol v (do né&jz pfislo z rodile parent)
void solve_vertex (int v, int parent = -1) {
// Navitivime potomky
for (auto u : e[v]) if (u != parent)
solve_vertex(u, v);

for (auto u : e[v]) if (u != parent) {
// Zpracujeme syna u
vector<int> Cx(k + 1, 0);
for (int i = 1; i <= k; ++i) {
int b=1i - 1;
if (b >= d[v]) b = max(b, k - d[v]);
Ccx[b] += C[ul [i];



}

// Ted zapolitame cesty pfes v

long long pref_sum = 0;

for (int i = 0; i <= k; ++i) {
pref_sum += C[vl[k - il;
res += Cx[i] * pref_sum;

}

for (int i = 0; i <= k; ++i) {
Clvl[i] += cx[il;

}
}
}
int main ) {
int s;
cin >> n > k >> s;
stanice.resize(n, false);
e.resize(n);
int a, b;
for (int i = 0; i < s; ++i) {
cin >> a;
stanicela - 1] = true; // Cislujeme od nuly
}
for (int i = 0; i < n - 1; ++i) {
cin >> a >> b;
--a; --b; // Cislujeme od nuly
e[al .push_back(b);
e[b] .push_back(a) ;
}
compute_d () ;
C.resize(n);
for (int i = 0; i < n; ++i) {
C[i].resize(k + 1, 0);
Cclil[x] = 1;
¥
res = 0;
solve_vertex(0);
cout << res * 2 << endl;
}

P-III-2 Zakladny na Marsu

Tato tloha byla geometricka, budeme tu proto pouzivat nékteré geometrické po-
jmy a algoritmy, o nich si mtzete precist v kuchaice KSP (bittps://ksp.mjJJ.cuni.cz}
Fucharky/geometrie ). Konkrétné budeme vyuzivat konvexni obal, coz je nejmensi
konvexni mnohothelnik, uvnitf néjz lezi vSechny zadané body, a fakt, ze pomoci
determinantt resp. vektorovych souc¢ind umime v konstantnim case urcit, na které
strané orientované piimky lezi zadany bod. Algoritmus na konstrukci konvexniho
obalu n bodi bézi v éase O(nlogn).



https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/geometrie/
https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/geometrie/

Zacénéme pozorovanim, ze pro t¥i vysilace a jednu zédkladnu umime v konstant-
nim cCase zjistit, zda zdkladna lezi uvnitt trojithelnika vymezeného vysila¢i — to na-
stane praveé tehdy, kdyz zakladna lezi na stejné strané vSech tfi orientovanych primek
urcenych vysilaci v néjakém pevném cyklickém uspotradani. Z toho rovnou dostavame
feSeni za dva body, v ¢ase O(m3n) staéi projit vsechny trojice vysilacti, pro kazdou
z nich projit vSechny zakladny a pro kazdou z nich ovérit, zda lezi uvnit¥ trojahelni-
ka. Jelikoz mame slibené, zZe vysilace jsou v obecné poloze a zadné zakladna nelezi
na primce uréené vysilaci, nebudeme muset fesit zadné specialni ptripady.

Konvexni obal

Abychom mohli feSeni zrychlit, uvédomme si nejprve, ze zékladna lezi uvnit¥
néjakého trojuhelniku z vysilacd, pravé tehdy kdyz lezi uvniti konvexniho obalu
vSech vysilacti. Implikace doprava je zfejmé, predpoklddejme tedy, Ze zakladna lezi
uvnit¥ konvexniho obalu vSech vysilaci. Vyberme si libovolny vrchol konvexniho
obalu a spojme ho tseckami se vSemi ostatnimi vrcholy konvexniho obalu. Tim jsme
obal rozdélili na po dvou disjunktni trojihelniky, a pokud zakladna lezela uvnitf
obalu, musi nyni lezet uvniti néjakého trojthelniku (viz nasledujici obrazek).

b3 b4

Vsimnéte si, ze v pfedchozim odstavci jsme dokazali néco silnéjsiho, totiz ze
pokud zakladna lezi uvnitf konvexniho obalu vSech vysilac¢t, tak pro kazdy vysila¢
lezici na hranici konvexniho obalu umime najit dalsi dva vysilace takové, aby do-
hromady tvofily trojihelnik, uvniti néj bude zékladna lezet. Na TeSeni za pét bodi
nam tedy sta¢i na zacatku najit jeden vysila¢, ktery urcité bude lezet na hranici
konvexniho obalu, a pak v ¢ase O(m?n) pro kazdy vysila¢ projit vSechny dvojice
zékladen a provést kontrolu stejné jako u feseni za dva body. Najit takovy vysila¢
je jednoduché, staci vzit napiiklad vysila¢, ktery ma nejmensi hodnotu souradnice z
(a pokud jsou dva takové, tak libovolny z nich). Z algoritmu na hledéni konvexniho
obalu v kuchafce KSP plyne, zZe takovy vysila¢ vzdy bude lezet na konvexnim obalu.

Sedm bodu bylo mozné ziskat v podstaté za implementaci pozorovani o kon-
vexnim obalu. V ¢ase O(mlogm) najdeme konvexni obal vysilacd, usporadédme si
vrcholy cyklicky podle toho, jak na konvexnim obalu lezi (napf. podle hodinovjch
ruci¢ek), vybereme si jeden vrchol obalu a obal s jeho pomoci rozdélime na O(m)
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trojuhelnikt. Pro kazdou zdkladnu nam pak staci projit vSechny tyto trojuhelniky a
ovéfit, zda zakladna v jednom z nich lezi. Takové feSeni bézi v ¢ase O(mn+mlogm).
Binarni vyhledavani

Pro zisk plného poc¢tu bodi vsak ani takové feseni nestaci, nemizeme si dovolit
pro kazdou zékladnu prochazet az O(m) trojtihelnikt. Pro zjednoduseni nyni pfed-
pokladejme, Ze vrcholy konvexniho obalu mame usporadané po sméru hodinovych
rucicek jako by, bs,...,bs. Tehdy plati, ze pokud zakladna lezi uvnit¥ trojihelnika
b1, bi, bi11 pro néjaké 1 < i < ¢, pak lezi napravo od (orientovanych) pfimek b1b; pro
vSechna 1 < j <4 a nalevo od pfimek b1b; pro vSechna i < j < {. To znamena, Ze
mizeme pro kazdou zdkladnu v ¢ase O(log m) binarné vyhledat takové i, ze zaklad-
na je napravo od pfimky b1b; a nalevo od pfimky b1b;11 (nebo zjistit, Ze neexistuje,
v takovém piipadé je odpovéd pro danou zékladu —1) a ovéfit, zda zdkladna lezi
uvnitf trojuhelnika b1b;b;11. Takové feseni bézi v dase O((m + n)logm) a mohlo
ziskat az deset bodi. Pamétova slozitost byla u vSech Feseni linedrni.

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
typedef long long 11;

struct point {
int id;
11 x;
11 y;

bool operator== (const point& b) {
return id == b.id && x == b.x && y == b.y;
}

bool operator< (const point& b) {
// T¥idime lexikograficky
if (x == b.x) return y < b.y;
return x < b.x;

};

int m, n;
vector<point> vysilace;
vector<point> obal;

// Vrati true, pokud body a, b, ¢ jsou v tomto pofadi ve sméru hodinovjch rucicek
// (tj. bod c je napravo od orientované p¥imky ab)
bool clockwise (point a, point b, point c¢) {

11 ux = c.x - a.x;

11 uy = c.y - a.y;

11 vx = b.x - a.x;

11 vy = b.y - a.y;

return ux*vy - uy*vx > 0;

}

// Po zavolani této funkce budou v poli vysilace pouze body leZici na konvexnim
// obalu, uspofadané cyklicky po sméru hodinovjch rucicéek
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vector<point> create_convex_hull (vector<point> input) {
sort (input.begin(), input.end());
vector<point> horni_polovina, dolni_polovina;

for (auto p : input) {
while (horni_polovina.size() >= 2 &&
!clockwise (horni_polovinal[horni_polovina.size()-2],
horni_polovinalhorni_polovina.size()-1], p)) {
horni_polovina.pop_back();
}
horni_polovina.push_back(p);

}

for (int i = input.size() - 1; i >= 0; —--i) {
auto p = input[i];
while (dolni_polovina.size() >= 2 &&
!clockwise(dolni_polovina[dolni_polovina.size()-2],
dolni_polovinaldolni_polovina.size()-1], p)) {
dolni_polovina.pop_back();
}
dolni_polovina.push_back(p);
}

vector<point> output = horni_polovina;
for (int i = 1; i + 1 < dolni_polovina.size(); ++i)
output.push_back(dolni_polovinal[il);

return output;

}

void vyres_stanici (point stanice) {
int 1 = 1, r = obal.size() - 1;
while (r - 1 > 1) {
intm= (1 +1r) / 2;
// cerr << m << endl;
if (clockwise(obal[0], obal[m], stanice)) 1 = m;
else r = m;

}

// Pokud lezi stanice v konvexnim obalu, pak leZi v trojihelnikd s vrcholy
// oball[0], oballll, oballr]

if (clockwise(obal[0], obal[l], stanice) &&

clockwise(obal[l], oballr], stanice) &&

clockwise(obal[r], obal[0], stanice))

cout << obal[0].id << " " << obal[l].id << " " << oballr].id << endl;
else

cout << "-1" << endl;

}

int main () {
cin >> m >> n;

11 x, y;
for (int i = 1; i <= m; ++i) {
cin >> x >> y;
vysilace.push_back(point{i, x, y});
}

obal = create_convex_hull(vysilace);



for (auto p : obal) {
cout << p.id << ": " << p.x << " " <K p.y << endl;

}

for (int i = 0; i < n; ++i) {
point stanice;
cin >> stanice.x >> stanice.y;
vyres_stanici(stanice);

P-111I-3 Hledani na disku

Podiloha a) — bindrni vyhledavani

Binarni vyhledavani v posloupnosti N prvki provede v nejhorsim p¥ipadé log NV
krokt, kde log zna¢i dvojkovy logaritmus. Cislujeme-li kroky od 0, pak v i-tém kroku
hledame v tiseku délky N/2¢. (Pokud prostfedni prvek nezapocitdme ani do mensich,
ani do vétsich, zmensuji se tseky trochu rychleji, ale ne natolik, aby to ovlivnilo
asymptotiku.)

Algoritmus v kazdém kroku pfecte jeden prostiedni prvek tiseku (fikejme mu
stied). Dokud jsou tseky velké, lezi kazdy stfed v jiném bloku na disku. Pfesnéji
feCeno: Ma-li tisek v i-tém kroku aspon 2B prvki, lezi jeho stfed v jiném bloku
nez stied (i + 1)-tého tseku. TakZe dokud je N/2° > 2B, kazdy dalsi krok musi
naéist novy blok. Tato nerovnost je ekvivalentni s N/B > 2i*1 po zlogaritmovani
i <log(N/B) — 1.

Naopak pokud uz je tisek kratky, tedy N/2! < 2B, vejde se cely do tii blokii.
Jakmile tyto bloky na¢teme do vnitini paméti, nepotifebujeme dal ¢ist z disku. Cely
zbytek vypoctu proto nic dalsiho necte.

Dokazali jsme tedy, Ze komunikac¢ni slozitost binarniho vyhleddvani je rovna
log(N/B) 4+ O(1) neboli log N — log B + O(1).

Podiloha b) — efektivni vyhledavani

Dalsi znamou datovou strukturou pro hledani prvkd v mnoziné jsou binarni
vyhledavaci stromy. Ty miZzeme na disk ulozit po hladinach (podobné jako haldu).
Podobna tavaha jako v predchozi ¢asti by nicméné vedla k zavéru, ze béhem hledani
jednoho prvku potfebujeme pieéist az log N — log B prvki. (Zde je naopak ,levna®
pocatecni ¢ast, kdy se pohybujeme blizko kofene, takze vrcholy stromu jsou v paméti
blizko sebe.)

Abychom dosahli nizsi komunika¢ni sloZitosti, budeme potifebovat z jednoho
precteného bloku vytézit vice informaci nez vysledek jednoho porovnani.

Binérni strom proto zobecnime na vicecestny vyhleddvact strom (takovym stro-
mim se nékdy ¥ika (a, b)-stromy nebo B-stromy). Definujeme ho nasledovné. Kazdy
vrchol stromu bude mit néjaky obecny pocet syni a bude v ném uloZen jeden nebo vi-
ce klict ve vzestupném poradi. Pfitom obsahuje-li vrchol néjaké klice 1 < ... < xy,
ma k + 1 synd. V binarnim stromu platilo, ze kli¢ v libovolném vrcholu je vétsi nez
v8echny klic¢e v levém podstromu a mensi nez vSechny v pravém. Zde bude platit, ze
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prvni podstrom obsahuje klice mensi nez x1, druhy ty mezi x1 a xo, ..., az (k+1)-ty
klice vétsi nez xy. V listech uz jsou ulozeny jen klice.

Hledani probiha podobné jako v binarnim stromu: kdykoliv prijdeme do vr-
cholu, porovname hledany prvek se vsemi kli¢i a podle toho vybereme podstrom,
v némz budeme pokracovat.

Pocty kli¢t v jednotlivych vrcholech muzeme volit libovolné. My je zvolime
tak, aby se jeden vrchol vesel do jednoho bloku disku a co nejlépe ho vyuzil. Kazdy
vrchol tedy bude obsahovat B kli¢h (ukazatele na syny nemusime ukladat, podobné
jako haldu miizeme i tento strom ulozit na disk po hladinach a podle pozice otce
spocitat pozice synil; kdybychom pfesto chtéli ukazatele ukladat, misto B synt jich
budeme mit B/2, coz asymptotiku neovlivni).

Strom budeme stavét nasledovné (detaily ulozeni na disku nefesime, zadani to
po ndas nechce). Mnozinu set¥idime a rozdélime ji na B + 1 tsekid. Hrani¢éni prvky
tsekl se stanou kli¢i v koreni stromu, z kazdého tiseku se stane jeden podstrom.
Podstromy vytvorime rekurzivni aplikaci téhoz algoritmu. Listy stromu uz mohou
obsahovat méné nez B klic¢u.

Strom miize vypadat tfeba takto:

3 6 B9

Kazdy krok konstrukce zmensi vstup (B +1)-krat, takze po logg, | N =~ logg N
krocich se dostaneme do listd. Strom ma tedy vysku logg N.

Hledani proto projde logg N vrchold a v kazdém z nich nacte jeden blok. Ko-
munikaéni slozitost tedy ¢ini O(loggy N) = O(log N/ log B).

Jesté ovéfime, Ze jsme nepokazili ¢asovou slozitost. Projdeme O(log N/ log B)
vrcholti, v kazdém potfebujeme zjistit, mezi které dva klice pat¥i hledany prvek.
To muZeme vyhledat bindrné (tentokrat v ramci jediného bloku) v ¢ase O(log B).
Casové slozitost bez nac¢itani blokt tedy ¢ini O(log N/log B -log B) = O(log N). To
je stale optimalni.

Podiloha c¢) — dukaz optimality

Nejprve si rozmyslime, Ze libovolny algoritmus pro vyhledavani musi provést
alespon log N porovnani v nejhorsim ptipadé. Budeme uvazovat jen deterministic-
ké algoritmy (nepouzivame zddnou ndhodu) a prvky budeme mit dovoleno pouze
porovnavat (Zaddné indexovani pole hodnotou prvku — to ndm zadéani zakazuje).

Mozné pribéhy algoritmu mizeme popsat stromem. V kazdém vnitinim vr-
cholu stromu se algoritmus zepta na porovnani hledaného prvku s néjakym prvkem
mnoziny (na porovnani dvou prvkd mnoziny se nemé smysl ptat, kdyZ je mnozina
statickd). Vnitini vrchol ma dva syny, které odpovidaji tomu, jak algoritmus po-
kracuje, pokud je hledany prvek vétsi nebo mensi. Vypocet skonéi, pokud nastane
rovnost nebo pokud se dostaneme do listu stromu. Odpovéd zvolime podle toho, ve
kterém vrcholu vypocet skoncil.
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Algoritmus ovSem musi umét dat N ruznych vysledki, takze strom musi mit
asponi N vrcholii. Nicméné bindrni strom vysky h ma nejvyse 20 + 21 + ... + 2" =
2h+1 _1 vrcholt. Pro v§sku stromu tedy musi platit 21 —1 > N, tedy h+1 > log N.
Alesponi jedna cesta mezi kofenem a listem tedy mé alespoti log N vrcholi. Proto
pro alespon jeden vstup algoritmus provede alespon log N porovnani.

Nyni budeme misto provedenych porovnani pocitat bloky nactené z disku. Je-
den vrchol stromu tedy odpovida nacteni jednoho bloku. Jeho synové odpovidaji
moznym vztahiim hledaného prvku k prvkim ulozenym v bloku. Jelikoz prvky mi-
Zeme jenom porovnavat, kazdy takovy vztah je urcen tim, kam by se do setridéné
posloupnosti prvkl v bloku zatradil hledany prvek. To dava nejvyse (2B+1) moZznosti
— B prvki a B+1 ,dér* mezi nimi. Kdykoliv porovnani skon¢i rovnosti, algoritmus
skon¢i. Takze vrchol mé nejvyse B + 1 synil.

Nyni mé strom vysky h nejvyse (B+1)" listii a nejvyse tolik vnitinich vrcholi.
V kazdém vrcholu miize rovnost nastat nejvyse B zptsoby, takze moznych odpovédi
algoritmu je maximalné 2B - (B + 1)" < (B + 1)"*2. Toto ¢islo musi byt opét vétsi
nebo rovno N, takZe h + 2 > logg,; N. Z toho plyne, Ze h > clogg N pro néjakou
konstantu c.

Takze kazdy algoritmus musi v nejhorsim pfipadé€ nacist aspoii clogg N blokt.
Proto je nas algoritmus z ¢asti b) optimélni az na multiplikativni konstantu.
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