70. ro¢nik Matematické olympiady — 2020,/2021

Resent uloh skolniho kola kategorie P

P-I-1 Ptivalovy dést

Zadani této ulohy bylo velmi podobné hledani nejkratsi cesty v neohodnoceném
grafu, coz se da vyfesit pomoci prohledavéni do $ifky v linedrnim ¢ase (vzhledem
k po¢tu hran grafu). Zde ovSem navic byly nékteré vrcholy (kfizovatky) zatopené a
mohly byt pouzity pouze ke konci nejkratsi cesty.

A7 dva body $lo ziskat za feSeni hrubou silou. V testech za jeden bod platilo
k = 1, tehdy stacilo upravit prohledavani do Sitky tak, Ze po nalezeni zatopeného
vrcholu se podivalo na vSechny jeho sousedy, a pokud jednim z nich byl vrchol ¢islo
n — 1, nalezli jsme nejkratsi cestu.

Dalsi dva body byly mozné ziskat bud za feSeni, které predpoklada, Ze je nejvyse
100 zatopenych kiizovatek, nebo za feseni, které predpoklada, ze mk < 10°:

Pokud je malo zatopenych kiizovatek, je mozné z kazdé z nich spustit prohle-
davani do Sitky a zapamatovat si, jakd nejkratsi cesta z ni vede do vrcholu n — 1.
Poté staci spustit prohledavani do sitky z vrcholu 0, které nepokracuje ze zatopenych
vrchold, a tim najit nejkratsi cesty ,,suchou nohou“ z vrcholu 0 do vsech zatopenych
vrchold a do vrcholu n — 1 (pokud takové existuji). Nakonec je tfeba tyto dvé vzda-
lenosti v kazdém zatopeném vrcholu zkombinovat a spoditat tak odpovéd na tlohu.
V tomto feSeni jsme spustili z + 1 prohledavani do sitky, kde 2 je pocet zatopenych
vrcholtl, m4 tedy ¢asovou slozitost nejvyse O(zm) a pamétovou O(n + m).

Pokud plati, Ze mk < 10, mfizeme pouzit trik, kdy z piivodniho (neorientova-
ného) grafu G = (V, E) vytvofime novy (orientovany) graf G' = (V’, E’) takovy, Ze
V' jsou vSechny dvojice (v,t), kde v € V' je vrchol G a t je celé ¢islo z {0,1,..., k}.
Tyto dvojice interpretujeme tak, Ze vrchol (v, t) znamend, Ze je Vasik ve vrcholu v a
zbyva mu jesté ¢ krokd, nez dostane rymu (pficemz pokud ¢ = k, tak to interpretu-
jeme tak, Ze jesté nenachladl). V G’ vede hrana z (v,t) do (v',t’), pravé tehdy kdyz
vv’ € E a navic je splnéna jedna z nasledujicich podminek:

(1) t =t' = k a v neni zatopeny (toto odpovid4 situaci, kdy Vasik do v piisel
suchy a suchy z néj i odchazi),
(2)t =k, t' =k —1 a v je zatopeny (toto odpovida situaci, kdy se Vasik

poprvé namodil ve vrcholu v),

(3) k>t>1at =t—1 (toto odpovida situaci, kdy je Vasik uz namoceny).

Vsimnéte si, Ze mame-li vv’ € E a ani jeden z nich neni zatopeny, pak vedou
orientované hrany obéma sméry mezi (v, k) a (v, k).

Plati, ze |V'| = (k+1)n a |E’| = 2km. Prvni nerovnost je zfejmé z konstrukce,
druhé plyne z toho, ze pro kazdou hranu vv’ € E a pro kazdé 1 <t < k vede z (v, t)
pravé jedna hrana do mnoziny {(v/,t') : 0 < ¢’ < k}.

Spustme nyni prohledavani do $itky z vrcholu (0, k). Z konstrukce G’ vyplyva,
7e nejkratsi cesta v G’ z (0, k) do (v,t) odpovida nejkratsi cesté v G z 0 do v takové,
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Ze Vasik se na ni namodil pfesné k — ¢t vrcholi pfed v (respektive jesté nenamodil,
pokud ¢ = k). Vezmeme-li tedy minimum ze vzdalenosti z (0,%) do (n — 1,t) pro
t €{0,1,...,k}, dostaneme kyZeny vysledek.

Casova i pamétova sloZitost pravé popsaného feseni je O(km + kn), protoZe
musime zkonstruovat graf G’, ktery ma takovou velikost. Takové slozitost pFitom
neni pro zisk péti bod@ dostatecnd, jelikoz zadani slibuje pouze mk < 10%, a G
tedy mize mit napitiklad veliké mnozstvi izolovanych vrcholti. Tohle se da ovSem
jednoduse vyfesit, kdyZ si uvédomime, %e nemusi G’ explicitné konstruovat a béhem
prohledavéni do sitky z (0, k) generovat pouze ty hrany a vrcholy, které skute¢éné
nav§tivime. Tim Gasovd i pamétova slozitost klesne na O(mk).

Pro ziskani plného poctu bodu si umédomme, Ze na predchozi feseni lze také
nahlizet jako na prohledani G, kde si ale kromé vzdalenosti od poc¢atecniho vrcholu
musime navic pamatovat, jak daleko jsme jiz usli od prvniho zatopeného vrcholu.
Uvazme ted naprosto hypotetickou situaci, ze Vasik doma zjisti, Ze nékde cestou
ztratil telefon, a tak se ho vyda hledat (vyzbrojen potapééskou vystroji a neoprénem,
takze ho jiz prochladnuti netrapi). Pochopitelné se vraci stejnou — nejkratsi — cestou,
az prijde do skoly, kde svij telefon najde na stole.

Vsimnéme si nyni toho, ze na této opacné cesté plati, ze vSechny zatopené
vrcholy byly ve vzdalenosti maximélné k& od vrcholu n — 1. A naopak, jakdkoliv
cesta z vrcholu n — 1 do vrcholu 0, ktera splituje, ze vSechny zatopené vrcholy, které
navs$tivi, jsou ve vzdalenosti nejvyse k£ od vrcholu n — 1, spliiuje podminky tlohy.
Optimalnim feSenim je proto spustit prohledavani do 8itky z vrcholu n — 1 takové,
ze do zatopenych vrcholi vstupujeme pouze, pokud jsou ve vzdalenosti nejvyse k
od vrcholu n — 1, a vypsat vzdalenost vrcholu 0, kterou timto postupem najdeme.
Casova i pamétova slozitost je ziejmé O(n + m).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

#define SIZE 1234567

int n, k;
bool zatopeny[SIZE];
vector<int> e[SIZE];

int d[SIZE];

int main() {
int m;
cin >> n >> m >> k;

int z;
for (int i = 0; i < n; ++i) {
cin >> z;
zatopeny[i] = (z==1);
}
int a, b;

for (int i = 0; i < m; ++i) {
cin >> a >> b;
e[a] .push_back(b); el[b].push_back(a);



for (int i = 0; i < nj; ++i)
d[i]=SIZE;
queue<int> q;
d[n-1]=0;
q.push(n-1);
while (!q.empty()) {
int v = q.front();
q.popQ);
int dv = dlvl;

for (auto w : e[v]) {
if (d[w]<=dv+1) continue;
if (dv>=k && zatopeny[w]) continue;
dlw] = dv+1;
q.push(w) ;

}

if (d[0] < SIZE) cout << d[0] << endl;
else cout << "-1" << endl;

return O;

P-I-2 Roman

Vymyslet feseni, které vytesi prvni dvé podilohy (celkem za 3 body), je jedno-
duché; jediny zadrhel mtize byt v implementaci. Popis téchto feSeni tedy vynechame.

Sest bodii slo ziskat pomoci oblibeného dynamického programovdni. To je obec-
né technika spoéivajici v tom, Ze feSeni celého problému (jak nejlépe rozdélit celou
knihu do kapitol?) spoc¢itdme pomoci FeSeni mensich problémi tvaru jak nejlépe
rozdélit prunich ¢ knih do kapitol?

Konkrétné ozna¢me f(k) nejvyssi pocet vyvazenych kapitol, ktery mizeme vy-
tvofit z prvnich k odstavcii Filipova romanu. ReSenim celého problému je tedy hod-
nota f pro celou knihu, tj. f(n). Reknéme, Ze chceme spocitat f(k) z hodnot f(i) pro
i < k. Potfebujeme vyzkouset vSechny moznosti rozdéleni do kapitol, ale vypocet
muzeme zna¢né zjednodusit diky tomu, Ze uz znadme hodnoty f(i) pro i < k.

Napfted se podivame na pripad, kdy je predem dané, Ze posledni kapitola zacina
odstavcem ¢islo j (a konéi odstavcem k). Pokud toto mame pevné dané, je nejvyssi
dosazitelny pocet vyvazenych kapitol roven f(j—1)-+v;x, kde hodnotu v, definujeme
jako 1, pokud je kapitola s odstavci od j do k (tedy nase posledni kapitola) vyvazena,
jinak jako 0. Prvni ¢len, f(j—1), je podle definice nejvyssi pocet vyvazenych kapitol
vytvoritelnych z prvnich j — 1 odstavci, tj. bez nasi posledni kapitoly. Hodnota
vjk je vlastné pocet vyvazenych kapitol v posledni kapitole (0 nebo 1) a v souctu
dostavame nejlepsi pocet vyvazenych kapitol pro prvnich k odstavct, kdyz posledni
kapitola zac¢ina odstavcem j.

A nyni staél vyzkouSet vSechny moznosti délky posledni kapitoly, tj. mozné
hodnoty pro j. Z téchto kandidatt vezmeme toho s nejvyssi hodnotou f(j — 1) +
vj,. Dostavame tedy, ze f(k) je maximem z hodnot f(j — 1) + vjx pro j od 1
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do k. Pro tplnost dodejme, ze definujeme f(0) = 0 (z 0 odstavct zddnou kapitolu
nevytvorime).

Pii poc¢itani f(k) zkousime k& moznosti, celkové tedy provedeme fadové n(n +
1)/2 krokti. To ndm dévé asymptotickou ¢asovou slozitost O(n?), dostate¢né dobrou
na 6 bodda.

Optimalni FeSeni

Existuje ale rychlejsi a jednodussi feseni nez pomoci dynamického programovéa-
ni. Pouzijeme hladovy algoritmus; nejprve ho popiSeme a pak ukazeme, pro¢ funguje.

Budeme prochézet odstavce od prvniho po posledni. U kazdého odstavce se (né-
jakym zptisobem) podivame, jestli nejde vytvofit vyvazena kapitola konéici timto
odstavcem. Pokud ano, vytvorime ji. Na odstavce, které jsme vidéli, pak zapomene-
me, a postup opakujeme se zbylymi.

Tedy napiiklad pokud je na vstupu pét odstavcti s hodnotami 1 1 -1 1 0,
algoritmus bude prochézet odstavce dokud nedojde ke tfetimu. Tam zjisti, Ze lze
vytvorit vyvazenou kapitolu od druhého odstavce po tieti. Pfidd tedy néasleduji-
ci rozdéleni: 1 | 1 -1 | 1 0. Pak zapomene na prvni tfi odstavce a zbudou mu
odstavce 1 0. Kdyz narazi na odstavec s hodnotou 0, vytvoii z néj vyvazenou ka-
pitolu. Celkové tedy dostaneme rozdéleni 1 | 1 -1 | 1 | O se dvéma vyvazenymi
kapitolami.

Zbyvéa si rozmyslet, jak zjistit u momentalniho odstavce, zda lze vytvofit vy-
vazend kapitola, kterd jim koné¢i. Pokud je odstavec neutrdlni (hodnota 0), staci
do kapitoly zahrnout pouze tento odstavec. Pokud je momentalni odstavec vesely a
predchozi smutny nebo naopak, mizeme vytvotit kapitolu o dvou odstavcich. A v ji-
ném pripadé vyvazenou kapitolu vytvorit nelze, protoze pokud by to slo, narazili
bychom uZ dfive na jeden z prvnich dvou pipadu; tento fakt nechdvame Etenari
k rozmysleni.

Spravnost

Zhruba feseno, hladovy algoritmus funguje spravné diky tomu, ze vytvari vy-
vazené kapitoly ,co nejrychleji“; jakmile je prilezitost v prvnich k odstavcich najit
vyvazenou kapitolu, algoritmus ji odhali. V této tiloze se timto pristupem neda nic
pokazit a nalezené feSeni je tak optiméalni.

Formalné mtizeme spravnost dokazat matematickou indukci podle hodnoty op-
timélniho FeSeni (po¢tu vyvazenych kapitol). Pokud je hodnota optiméalniho feseni 0,
hladovy algoritmus zjevné optiméalni feSeni najde, at dél4, co dél4. Nyni feknéme, Ze
lze z odstavct vytvorit X vyvazenych kapitol. Ozna¢me s ¢islo odstavce, kde konci
prvni vyvazend kapitola nalezend hladovym algoritmem. Pro vyse uvedeny ptiklad
11 -11 0jetedy s = 3. Vezméme néjaké optiméalni feseni a oznac¢me analogicky
t ¢islo odstavce, kde kon¢i prvni vyvazena kapitola tohoto feSeni.

Z toho, jak jsme hladovy algoritmus zadefinovali, musi platit s < ¢. Oznacme
T hodnotu optimalniho feseni, pokud zahodime prvnich ¢ odstavcid. Musi platit
T = X — 1 podle definic X a t. Podobné ozna¢me S hodnotu optimélniho feseni,
pokud zahodime prvnich s odstavci. Plati S > T = X —1, protoZze méame k dispozici
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stejné odstavce, jako pii useknuti prvnich ¢, a mozna néjaké navic. Zaroven ale
S nemuze byt vic nez X — 1, protoze jinak bychom mohli z pavodnich odstavca
vytvorit S + 1 vyvazenych kapitol; vime totiz, Zze v prvnich s odstavcich lze nalézt
vyvazenou kapitolu. Méli bychom tedy S + 1 > X vyvazenych kapitol, coz je ve
sporu s definici X.

Dohromady jsme tedy dostali S = X —1. Slovy to znamena, Ze po zahozeni prv-
nich s odstavct (tj. az po konec prvni vyvazené kapitoly, kterou hladovy algoritmus
nasel) lze ve zbytku odstavcti nalézt X — 1 vyvazenych kapitol. A nyni pouZijeme in-
dukéni predpoklad: uz vime, Ze hladovy algoritmus najde optimalni feseni, pokud je
jeho hodnota nejvyse X — 1. A presné na takové zadéani jej nyni spoustime. Dokazali
jsme tedy, ze hladovy algoritmus funguje i pokud je hodnota optimalniho feseni X,
¢imz jsme indukci dokondili.

Hladovy algoritmus lze snadno implementovat v ¢ase O(n) a ziskd plny pocet
bodu.

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;

vector<int> a(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin > alil;

int vysledek = 0;

for (int i = 0; i < n; i++) {
if (alil == 0) {
vysledek++;
} else if (i <n - 1) {
// Kdyz najdeme par opaénjch odstavci, musime jesté& zvysit i,
// abychom nezafadili jeden odstavec do dvou kapitol.

if (alil == -1 && al[i + 1] == 1) {
vysledek++;
i++;

} else if (alil == 1 && ali + 1] == -1) {
vysledek++;
i++;

}

}

cout << vysledek << endl;



P-I-3 Veletrh dortu

Cilem tlohy bylo nalézt pro danou posloupnost jeji nejdelsi souvislou podpo-
sloupnost se souctem nejvyse k.

Asi nejjednodussi feSeni této tlohy zkusi pro kazdy mozny zacdtek podpo-
sloupnosti £,1 < ¢ < n, a kazdy mozny konec r,/ < r < n, spocitat soucet
ag + ag+1 + - .. + a, a zapamatuje si nejdelsi podposloupnost, jejiz soucet nepiesé-
hl k. Pocet souvislych podposloupnosti je O(n?) a pro vypocet souc¢tu prvkt kazdé
podposloupnosti je potieba O(n) operaci. Celkova slozitost takového algoritmu je
proto O(n3) a algoritmus si vyslouzi 2 body.

Predchozi feSeni lze vylepSit za pomoci tzv. prefixovych souctd. Nejprve si
postupné pro kazdé ¢ spocitame soucet s; = a1 + as + ...+ a;. VSechny tyto soucty
lze postupné vypocitat v linedrnim case: Zac¢neme s sy = 0 a déale pokud jsme jiz
spocitali hodnotu s; pro ¢ > 0, snadno spocitame s;11 = s;+a;+1. Nyni mtizeme opét
vyzkouset vSechny mozné zacatky ¢,1 < ¢ < n a konce podposloupnosti r, ¢ < r < n.
Soucet ay + ag+1 + - .. + a, vSak nyni snadno spocitame v konstantnim case jako
s, — s¢_1. Casova slozitost takového algoritmu je O(n + n?) = O(n?) a odpovida
zisku 4 bodi.

Predchozi kvadratické feseni mizeme dale vylepsit na feSeni s ¢asovou slozi-
tosti O(nlogn) pomoci tzv. bindrniho vyhleddvani. Budeme opét prochazet vSechny
mozné zacatky podposloupnosti 1 < ¢ < n. Vyuzijeme toho, Ze vSechna a; jsou klad-
na ¢isla a soucet ay + agy1 + ...+ ar = s, — s¢g—1 tak s rostoucim r pouze poroste.
Budeme udrzovat dvé hodnoty rmin & Tmax takové, ze soucet s, . — si—1 > k a
Srin — S0—1 < k. Pro za¢atek zvolime ryi, = £ — 1 (to odpovida préazdné posloup-
nosti) a rmax = n (je-li pro tuto volbu s, . — sp—1 < k, vime, Ze nejdelsi souvisla
podposloupnost za¢inajici v £ kon¢i v n a jsme pro dané £ hotovi). V kazdém nésle-
dujicim kroku zvolime 79 = ("max — "min)/2 (déleni zaokrouhlime dold) a spoéitame,
zda s,, —s¢—1 < k. Je-li tomu tak, zménime hodnotu 7nin na g, zatimco v opa¢ném
pfipadé zménime hodnotu ry,x na ry. V obou pfipadech i po zméné mame zaruce-
no, ze nejdelsi podposloupnost zacinajici v £ se souctem nejvyse k koncéi v néjakém
r, pro které plati rpin < r < rmax. V kazdém kroku se rozdil mmax — 7min zmensi
na polovinu, takze po O(logn) iteracich dostaneme ryiy + 1 = rpax a optimalni
hodnota r pro zac¢atek podposloupnosti r je rovna rpy,. Tento algoritmus (bindrni
vyhleddvéni) opakujeme pro kazdy zacatek 1 < £ < n, a vyslednd ¢asova slozitost je
proto O(nlogn), coZ si vyslouzi 7 bodu.

Nakonec vysvétlime optimalni feSeni s ¢asovou slozitosti O(n). VyuZijeme toho,
ze jestlize nejdel$i souvisly tsek se souétem nejvyse k zacinajici v £ konéi v néjaké
pozici r, tak nejdelsi souvisly usek se souc¢tem nejvyse k zac¢inajici v £+ 1 konéi nutné
v pozici r nebo vyssi.

Nase FeSeni si bude udrzovat dvé proménné ¢ a r a soucet s, — sy_1. Na zacat-
ku je £ =1 ar =0 a v prubéhu algoritmu budou obé proménné pouze rust, kazda
vsak muze nabyvat hodnoty nejvyse n. Vyznam ¢ a r je, ze nejdelsi podposloup-
nost se souctem nejvyse k zacinajici v £ konéi v r (¢ = 1,7 = 0 odpovidé prazdné
posloupnosti). Algoritmus postupné zvy$uje proménnou ¢ a pro dany zac¢atek pod-
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posloupnosti £ vzdy zvysuje r tak dlouho, dokud plati r < n a s, —sg—1 < k. Jinymi
slovy prodluzujeme podposloupnost zacinajici v £ tak dlouho, dokud je jeji soucet
nejvyse k. Jakmile s,. — sy_1 > k, zapamatujeme si délku soucasné podposloupnosti
a zvysime ¢. Timto zpusobem pokracujeme, dokud ¢ nedosahne hodnoty n. Nakonec
vratime nejdel$i takto nalezenou souvislou podposloupnost. Algoritmus pro kazdé ¢
najde nejvétsi mozné r tak, aby soucet nalezené podposloupnosti byl stale nejvyse k,
takze nakonec vrati délku nejdelsi souvislé podposloupnosti se souctem nejvyse k.
Jeho cGasové slozitost je O(n). To proto, Zze v kazdém kroku bud zvysime hodno-
tu ¢, nebo hodnotu r; obé proménné jsou vsak na zacatku alespon nula a nikdy
nepfesadhnou hodnotu n.

#include <vector>
#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n, k;
cin >> n >> k;
vector < int > a(n);
for (int i = 0; i < n; ++i)
cin >> alil;

// Nejdelsi souvisly usek se soultem nejvyse k
// zalina na pozici p a ma délku d
int d = -1, p = -1;

int left = 0, right = -1, sum = 0;

// Prochazime za&atky vSech souvisljch useki
for (; left < n; ++left) {
while (right + 1 < n && sum + a[right + 1] <= k) {
// Inkrementujeme konec useku right, dokud je soufet od left do right nejvysSe k
sum += al[right + 1];
++right;
}
if (right - left + 1 > d) {
// Usek mezi left a right ma soudet nejvyse k
d = right - left + 1;
p = left;
}
// left se inkrementuje, proCeZ pfepolitime soulet mezi left a right
sum -= a[left];
}

cout << d << " " << p + 1 << endl;
}



P-I-4 Matice na disku

Podiloha a) — vypis po Fadcich

Vypsani matice po fadcich je pfimocaré. Vyuzijeme toho, jak jsme matici ulozili
na disk: prichod matici po fadcich odpovida pruchodu po sobé jdoucimi prvky na
disku. Staci tedy pouzit piiklad ze studijniho textu. Prochazime celkem N? prvki,
takze to zvladneme v ¢ase O(N?) a komunikaéni slozitosti O(N?/B).

Vsimnéte si, ze komunikacni slozitost je nejlepsi mozna: jelikoz kazdy blok
obsahuje B prvki, piectenim méné nez N2?/B bloki bychom néjaké prvky nutné
preskocili.

Podiloha b) — vypis po sloupcich

Rozmysleme si, co se stane, pokud budeme matici pfimocaie prochézet po
sloupcich.

Jelikoz délka Fadku N je nasobkem velikosti bloku B, kazdy radek se sklada
z N/B celych blokil. Tim pddem vSechny prvky v prvnim sloupci lezi v navzajem
riiznych blocich. Cteni prvniho sloupce tedy vyzaduje piecist N blokii.

Pak ¢teme druhy sloupec. Ten je uloZeny ve stejnych blocich jako prvni sloupec.
Jenze pokud je pamét mnohem mensi nez matice, vétsinu z téchto blokl jsme uz

museli z paméti odstranit. Proto i druhy sloupec bude vyzadovat precist radové N
blokd.

Podivejme se na priklad pro N =8 a B = 4:

111213 141516 17 18
21 22 23 24|25 26 27 28
31 32 33 3435 36 37 38
41 42 43 44]45 46 47 48
51 52 53 54|55 56 57 58
61 62 63 64|65 66 67 68
7172 7374|7576 77 78
81 82 83 84|85 86 87 88

Podobné miizeme argumentovat pro kazdy dalsi sloupec, takze komunikacni
slozitost naseho algoritmu dosdhne O(N?). Jelikoz kazdé ¢teni bloku trva O(B),
spotfebujeme celkem O(N?2B) ¢asu. (Ptvodni verze studijniho textu neifkala, kolik
¢asu trva prace s diskem. V reakci na dotazy ucastniki jsme to doplnili.)

Uvazme jesté pripad, kdy je pamét dost velka, aby se do ni veslo NB prvki.
Tehdy by po projiti prvniho sloupce mohly zistat vSechny potfebné bloky v paméti,
coz by stacilo i na dalsich B — 1 sloupct. Komunikac¢ni slozitost by se tedy snizila
na O(N?/B) a ¢asovd na O(N).

Jesté dodejme, Ze myslenky z podulohy c) se daji pouzit i na efektivngjsi feseni
této podulohy. K tomu se vratime na konci naseho feseni.

Podiloha c¢) — otoéeni po sméru hodinovych rucicek

Na otoceni matice bychom potiebovali ¢ist po fadcich a zapisovat po sloupcich
(nebo opa¢né). Uz ale vime, Ze pFistup po Fadcich je rychly a po sloupcich pomaly.
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Podmatici velikosti B x B, na disku zarovnanou na bloky, bychom ale otocit
uméli. Zadani nam totiz slibuje, ze M > B2, takZe miizeme podmatici celou nacist
z disku do paméti, tam ji otocCit a pak zase zapsat zpét na disk. To zvladneme v Case
O(B?) a komunikaéni slozitosti O(B).

Celou matici budeme rotovat nasledovné: Rozkrajime ji na podmatice B x B,
kazdou podmatici zvlast otocime a nakonec podmatice prehézime. Hezky to je vidét
na prikladu:

A|B
E|F
I[J

d|O|N|IN
TIM|[]]

gel il ==l lw

appl|d|v

eliiolle
HD| A

M|N

Pfehazeni podmatic bychom pfitom mohli délat na misté, ale to je zbytecné
pracné. Misto toho na disku vyhradime misto na druhou matici a oto¢ené podmatice
budeme zapisovat do ni. Pokud chceme vysledek na misté prvni matice, pak na zavér
algoritmu prosté prekopirujeme druhou matici do prvni.

Jak dlouho to celé potrva? Staci vynésobit slozitost zpracovani jedné podmatice
poétem podmatic, coz je (N/B) x (N/B) = N?/B?. Celkem tedy vyjde ¢asova slo-
zitost O(N?/B? . B%) = O(N?) a komunika¢ni slozitost O(N?/B?- B) = O(N?/B).
Oboji je nejlepsi mozné.

Efektivnéjsi FeSeni podilohy b)

Vratme se jesté k podiloze b). UkdZeme, Ze pokud bychom stejné jako v c)
veédéli, ze M > B2, lze také pouzit myslenku rozdéleni na bloky.

Matici budeme chtit transponovat — tim se mysli prohozeni index, tedy prvek
z pozice (i,7) skonéi na pozici (j,7). Transpozice se d4 také provést rozdélenim na
bloky, transponovanim kazdého bloku zvlast v paméti a zapsanim v jiném poradi.
Jak na to, opét naznacime obrazkem:

A|B|C|D
E|F|GH
I[1J|K|L
M|N|O|P

Casové a komunikaéni slozitost vyjde stejna jako u podilohy c). Nakonec trans-
ponovanou matici precteme po Tadcich, coz je ekvivalentni s prectenim ptivodni
matice po sloupcich. I tlohu b) tedy umime vyfesit v ¢ase O(N?) a komunikaéni
slozitosti O(N?/B) za predpokladu, ze M > B2.

Kdyby tento predpoklad nebyl splnén, mohli bychom misto podmatic B x B
pouzit podmatice v/M x /M. Podmatic této velikosti je (N/vM)? = N2 /M. Kazda
z nich se vejde do paméti a jeji precteni a zapsani stoji O(\/M) pristupt na disk, ¢ili
O(BVM) ¢asu. Celkem tedy vyjde ¢asova slozitost O(N2B/v/M) a komunikaéni
slozitost O(N?/v/M).

90|V |M

aolglAa
H|O|"1|H
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