70. ro¢nik Matematické olympiady — 2020,/2021

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 2. soutéini den

Na rfeseni uloh méate 5 hodin ¢istého casu.

Resenim kazdé tilohy je zdrojovy kéd programu zapsany v programovacim ja-
zyce Pascal, C, C++, Python nebo Java. ReSeni odevzdavite pomoci soutézniho
systému CMS, ktery ho automaticky otestuje na pfipravenych sadach testovacich
dat. Detaily hodnoceni naleznete v pravidlech soutéze. Podrobnéjsi informace o tes-
tovacich datech najdete na konci zadani kazdé ulohy.

P-II1-4 Stolni tenis

»Sebestova, jsem ve stolnim tenisu lepsi nez ty!“
»To tak, Pazoute, vzdyt jsme spolu béhem té&locviku hrali a porazila jsem t&.“
,Ale ja zase porazil Macha a ten pfece porazil tebe, takze tudle!*
Souté&zni tloha

Zaci 3.B béhem hodiny télocviku odehrali nékolik zapasti ve stolnim tenisu.
Po skonceni hodiny se béhem obéda nékteri zaci vytahovali, ze jsou lepsi nez jini.
Konkrétné je ve tfidé n zakt a mame zadano m dvojic zakd, pficemz pro kazdou
dvojici u,v vime, ze u se chlubi, Ze je lepsi nez v. To znamen4, Ze existuje néjaka
posloupnost zakt u = wy, wa, ..., w; = v takova, ze béhem télocviku u = w; porazil
zaka ws, ktery zase porazil zaka ws, ten porazil wy a tak déle az k zadkovi w;_1, ktery
porazil zaka w; = v. Kolik nejméné zapasi se mohlo béhem télocviku odehrat? Dva
zéci spolu mohli odehrat vice nez jeden zapas.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete dvé pfirozena cisla n a m. Na kazdém z nasleduji-
cich m 1a4dku jsou vzdy dvé pfirozend Cisla u a v, pficemz 1 < u,v <n au # v. Ta
znamenaji, ze zak u se chlubi, Ze je lepsi nez zak v.

Muzete predpokladat, ze kazda dvojice zékt {u, v} se na vstupu vyskytne nej-
vyse jednou v potadi u,v a nejvyse jednou v poradi v, u.
Format vystupu

Na vystup vypiste jediné ¢islo, a to nejmensi pocet zapasu, které spolu zaci
mohli odehrat tak, aby pro vsech m dvojic u,v platilo, ze se u muize chlubit, ze je
lepsi nez v.



Priklady

Vstup: Vijstup:
33 3

12

21

32

Situace ze zadani mohla nastat tfeba po tom, co zak 1 hral se zdkem 2 dva zapasy,
z nichz jeden vyhrél a jeden prohral, a dale zak 3 vyhral nad zakem 2. Jiné reseni
pouzivajici tfi zapasy dostaneme, jestlize zak 3 ve tfetim zapase vyhraje nad Zakem 1.
To proto, ze 1 vyhral nad 2, takze se zak 3 stale miize chlubit, Ze je lepsi nez 2.
Odehrani libovolnych dvou zapasii by nestacilo.

Vstup: Viystup:
4 4 3
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I v tomto piipadé staci odehrat tii zapasy. Mohlo se stat, ze zak 1 vyhral nad zakem
3, ten vyhral nad zakem 2 a ten vyhral nad Zdkem 1. Zk 1 se miize chlubit, Ze je
lepsi nez zak 2, protoze vyhral nad zakem 3, ktery vyhral nad zakem 2. Povsimnéte
si, ze zak 4 se chlubeni viibec neti¢astni.

Bodovani

V kazdém vstupu plati n > 1 a m > 0. Ve vstupech za t¥i body bude platit
n < 5am < 20, ve viech ostatnich vstupech bude platit n < 10% a m < 108, nékteré
z nich budou navic splinovat jednu ze dvou podminek:

e Kdykoli vstup obsahuje dvojici u,v, tak také obsahuje dvojici v, u. Za
takové vstupy bude mozné ziskat 2 body.

® Pro kazdé dva zéky u, v plati, Ze existuje alespon jedna posloupnost zakt
U = w1, Ws, ..., w; = v takova, ze pro vSechna 1 < i < t—1 vstup obsahuje
bud dvojici w;, w;+1, nebo dvojici w;41,w;. Jinak feceno, po zapomenuti
orientaci hran je graf souvisly, to se také nazyva slabd souvislost. Za takové
vstupy bude také mozné ziskat 2 body.

Nasledujici tabulka shrnuje horni meze v jednotlivych sadach vstupd a kolik
bodd muzete ziskat za jejich vyfeSeni:

body n m pozndmka

3 5 20
2 108 106 Pokud u, v, tak i v, u.
2 106 108 Graf je slabé souvisly.
3 10 10°




P-III-5 Elektrarny

Obyvatelé Pokrokostanu se rozhodli zavést do svych mést elektricky proud.
V Pokrokostanu je n mést a v kazdém z nich se da vybudovat elektrarna — v i-tém
z nich stoji vybudovani elektrarny a; milionti korun. Prvni pldn na elektrifikaci Po-
krokostanu byl, Ze se v kazdém mésté postavi jedna elektrarna. Ufednici si ale brzy
uvédomili, Ze mohou usettit, pokud do nékterych mést bude elektiina zavedena z ji-
ného mésta. Specialné si vytipovali m dvojic mést, pfiCemz pro dvojici ¢, j miZeme
dané mésta propojit za cenu b; ; miliont korun. Aby mésto bylo elektrifikovano, sta-
¢i, aby bylo spojeno posloupnosti spoji s néjakym jinym, ve kterém je vybudovana
elektrarna. Za jakou nejmens$i cenu miZeme elektrifikovat vSechna mésta v Pokro-
kostanu?

SoutéZni tloha

Na vstupu pro kazdé pokrokostanské mésto dostanete cenu a;, za kterou v ném
muzeme vybudovat elektrarnu. Dale dostanete m dvojic mést a pro kazdou z nich
dostanete cenu b; ;, za kterou mtizeme dand mésta ¢ a j propojit. VypiSte nejmensi

cenu, za kterou se daji v nékterych méstech vybudovat elektrarny a nékteré dvojice
mést propojit tak, aby v kazdém mésté ¢ bud byla postavena elektrarna nebo pro

néj platilo nasledujici: existuje posloupnost mést ¢ = iy,1i9,...,4, takova, Ze jsou
propojeny dvojice i1 a 9, dale is a i3, ..., iy_1 a iy a ve mésté iy je vybudovana
elektrarna.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete dvé mezerou oddélend prirozena ¢isla n a m. Na
druhém radku dostanete n mezerou oddélenych pfirozenych cisel aq,as,...,a, —
ceny, za které v daném mésté vybudujeme elektrarnu. Plati 1 < a; < 10%. Na kazdém
z m nésledujicich fddkl dostanete vzdy tfi mezerou oddélend pfirozena ¢isla ¢, 7, b;
— ceny, za které propojime mésta ¢ a j. Plati 1 <i,5 <nal<b;; < 105, Mizete
predpoklédat, ze i # j a Zze kazdou dvojici {i, j} dostanete nejvyse jednou.
Format vystupu

Na vystup vypiste jediné pfirozené ¢islo — cenu, za kterou mizeme elektrifikovat

vsechna mésta v Pokrokostanu. Pozor, vysledek se nemusi vejit do standardniho 32-
bitového datového typu int.



Priklady

Vstup: Vijstup:
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Vstup je znazornén na obrazku, pricemz kolecka znazornuji mésta a cisla odpovida-
JjI cené stavby elektrarny resp. propojeni. Jednim spravnym reSenim je vybudovat
elektrarnu v méstech 2, 3 a 6. Elektrarna ve mésté 2 bude zasobit i mésto 1, za-
timco elektrarna ve mésté 6 bude zasobit mésta 4 a 5. Celkova cena elektraren je
542+ 3 =10 a celkova cena propojeni je 1 + 1+ 1 = 3. Zaplatime tedy celkem 13
milionti. Povsimnéte si, ze posledni elektrarnu miizeme postavit i ve mésté 4, nebo 5.
Nechame-li propojeni mést stejné, budou mit i tato FeSeni cenu 13 miliont.

Vstup: Viystup:
67 24
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Jednim spravnym feSenim je postavit jednu elektrarnu pro mésta 1,2, 3 v libovolném
z nich a druhou pro mésta 4,5,6 opét v libovolném z nich. Celkova cena je pak 24
miliond, nebot musime déle propojit 4 dvojice mést (napt. 1 a2,2a3,4ab,5a6),
kazdou za 1 milion. Jinym spravnym feSenim je postavit pouze jednu elektrarnu
v libovolném mésté a kromé zminénych 4 dvojic jesté propojit mésta 1 a 4.

Vstup: Viystup:
20 8
53

V tomto pripadé neni mozné zadana meésta propojit, jedina moznost je postavit
elektrarnu v obou z nich.



Bodovani

Vstupni data jsou rozdélena do tii casti. Ve vsSech testovacich sadach plati
1<n<105a0<m<3-10° Dale:

® 3 body — plati m = n — 1 a i-t4 dvojice mést, jez mlzeme propojit, je
dvojice 7,7 + 1. Jinymi slovy, vstupni graf je tzv. cesta.

® 3 body — plati, Ze cena libovolné elektrarny je vétsi nez cena libovolného
propojeni dvou mést, tedy ocislujeme-li ceny elektraren a,as,...,a, a
ceny propojeni by, bz, ..., by, plati mini<;<y a; > maxi<j<m b;.

® / body — bez dalsich omezeni.

P-II1I-6 Zemé zivitelka

Zemé zivitelka je nejvétsi a nejvyznamnéjsi veletrh zemédélstvi v CR. Letos
tam bude celych n vystavnich stankd, a aby se zamezilo hromadéni lidi, zavedli
organizatori dvé opatieni:

® Vstup je povolen jen kazdou celou minutu (tj. dvefe jsou oteviené ve
12:00:00, 12:01:00, atd.) a celkem se dvefe oteviou m-krat. Po vstupu se
¢lovék ocitne rovnou u stanku 1.

e Stanky se musi prochézet poporadé (tj. 1, 2, ..., n), u kazdého se ¢lovék
musi zdrzet pfesné jednu minutu, a vystavu miize opustit az po navstiveni
posledniho stanku.

Reéeno formalnéji: o¢islujeme minuty s otevienymi dveimi 1 aZ m, 12:00 je
tedy minuta 1, 12:01 je minuta 2 a tak dale. Reknéme, Ze &lovék vejde na veletrh
v z-té minuté. Bude v pak u stdnku 1 v 2-té minuté, u stdnku 2 v (z + 1)-té minuté
a tak dale.

Pokud ptijde ¢lovék ke stanku, u kterého zrovna stoji i jeho majitel, dostane
néjaky maly darkovy predmét. Pavel miluje darkové predmeéty, a tak by jich chtél
ziskat co nejvic. Nastésti se mu podafilo zjistit rozvrh toho, kdy u kterého stanku
jeho majitel bude. M4 k dispozici seznam celkem k trojic tvaru (s, o,d) Fikajicich,
ze u s-tého stanku bude jeho majitel od minuty o do minuty d vcetné.

V rozvrhu miize byt i vic trojic se stejnym s, tzn. mize se stat, ze majitel od
stanku odejde a zase se vrati. Nestane se ale, ze by v rozvrhu byly pro jedno s dvé
trojice uréujici protinajici se intervaly. Formalné, pokud je v rozvrhu trojice (s, o, d)
a trojice (s,0’,d’), bude platit d < o’ nebo d’ < o.

Kolik nejvic darkovych predmétia miize Pavel ziskat, kdyz si spravné nacasuje
prichod na veletrh?

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete t¥i pfirozena ¢isla, n, m a k. Na kazdém z k dalsich
radkid dostanete tii ¢isla s;, 0; a d; znadici, ze majitel s;-tého stanku bude pritomen
od minuty o; do minuty d; véetné. Minuty ¢islujeme od 1 do m podobné jako vyse.
Format vystupu

Na vstup vypiste nejvyssi pocet darkovych predmétiti, ktery muize Pavel ziskat.



Priklady

Tti darkové predmeéty miize Pavel ziskat, kdyz vejde v minuté 6. Darek tak dostane
ve sténku 1 (minuta 6), stdnku 2 (minuta 7) a stanku 4 (minuta 9). VSimnéte si, ze
se muze stat, ze u nékterych stanku se majitel neobjevi viibec, jako zde u stanku 3.

Bodovani

Ve vSech vstupech plati 1 <n,m,k al <o; <d; <n+m. Nasledujici tabulka
shrnuje horni meze v jednotlivych sadach vstupi a kolik bodt muzete ziskat za jejich

Vijstup:

vyfeSeni:
body n o m k
2 10 10 10
2 105 105 10
3 105 10° 10°
3 105 10° 10°



