70. ro¢nik Matematické olympiady — 2020,/2021

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na fegeni tiloh méte 5 hodin é&istého ¢asu. Reseni kazdé tilohy odevzdejte do soutéz-
niho systému OSMO jako samostatny soubor.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis FeSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho feseni
(Gasovd a pamétova slozitost). Slovni popis FeSeni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na vase feSeni predchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska reseni se odkazovat miizete.

e Zapis algoritmu. Ve vSech tlohéach je tfeba uvést zapis algoritmu, a to
ném bézném programovacim jazyce ¢i néjakém dostatecné srozumitelném
pseudokddu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, tFidéni apod.

Za kazdou ulohu muzete ziskat maximéalné 10 bodt. Hodnoti se nejen spravnost fese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (vCetné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové sloZitosti, tzn. podle
zavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce. U tlohy P-III-3 hraje velkou roli i komunikaéni slozitost.

V zadani kazdé tlohy najdete pfiblizné limity na velikost vstupnich dat. Efek-
tivnim vyfeSsenim tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na
soucasném bézném pocitac¢i dokonci vypocet béhem nékolika sekund.



P-III-1 Dobijeci stanice

Matéj si chce koupit elektromobil. S dobijecimi stanicemi v jeho konéinach je
to vsak zatim bida, takze zacal premyslet, jak casto by se mu mohlo stat, Ze se neni
schopen dostat z jednoho mésta do druhého.

SoutéZni tloha

Matéjovo okoli se skldda z n mést a n — 1 obousmeérnych silnic propojujicich
néjaké dvojice mést. Silnice se jinde nez ve méstech nepotkavaji, a navic mezi kaz-
dymi dvéma mésty existuje pravé jedna trasa. (Informatik by tedy fekl, zZe silniéni
sit tvoii strom.) V nékterych méstech jsou navic dobijeci stanice.

Elektromobil, ktery ma Matéj vyhlidnuty, je na jedno dobiti schopen projet
k silnic (pro jednoduchost pfedpokladame, Ze jsou vSechny silnice stejné dlouhé).
V dobijeci stanici lze elektromobil dobit znovu na plnou kapacitu.

Pomozte Matéjovi spocitat dvojice mést, mezi kterymi bude na elektromobilu
schopny projet. Formalnéji, spoéitejte, kolik existuje usporddanych dvojic (a,b) pro
a # b takovych, ze Matéj mize vyrazit z a s plnym nabitim a dorazit do b, aniz by
nékdy po cesté jel na vybitou baterii.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete tfi mezerou oddélena nezaporna cela Cisla n, k, d.
Na dalsim fadku dostanete d mezerou oddélenych pfirozenych éisel aq,...,aq (1 <
a; < npro 1 < i< d) oznacujicich mésta, ve kterych jsou umisténé dobijeci stanice.
Na kazdém z dalsich n — 1 fadkd dostanete vzdy dvé mezerou oddélena pfirozend
Gsla u; a v; (1 < ugv; < ny, u; # v;) Fikajici, Ze mésta u; a v; jsou propojena
obousmeérnou silnici.

Format vystupu

Na vystup vypiste jedno ¢islo, totiz pocet usporddanych dvojic rtiznych mést
(a,b) takovych, ze Matéj mize vyrazit s plnym nabitim z a a dorazit do b.



Priklady
Vstup: Vijstup:
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Nemdme z&dné dobijeci stanice. Cesta z 2 do 4 se skldda ze t¥f silnic (2-1, 1-3,
3-4), elektromobil vsak zvladne bez dobiti projet jen dvé; podobné pro cesty 2 — 5,
4 — 2,5 — 2. Mezi vSemi ostatnimi dvojicemi mést uz umime projet.
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V tomto pripadé se Matéj umi dopravit z kazdého mésta do kazdého jiného, poten-
cialné s mezizastavkou v dobijeci stanici ve mésté 4.

Bodovani

Ve vsech vstupech platin > 2,1 < k£ <100 a 0 < d < n. Nésledujici tabulka
popisuje, kolik bod mizete ziskat za feseni, kterd budou predpokladat piislusné
horni meze na n:

body n
10 300000
6 8000
4 1000

Néjaké body miizete také ziskat, budete-li pfedpokladat, ze v Zddném mésté
neni dobijeci stanice.



P-III-2 Zakladny na Marsu

Béhem své mise na Marsu maji kosmonauti Kocourkovské vesmirné agentury
za kol postavit m vysila¢i a n zédkladen na pfesné urcenych mistech. Aby bylo ze
zakladny mozné komunikovat se Zemi, musi existovat tfi vysilace takové, ze zakladna
lezi uvniti trojthelnika s témito vysilaci jako vrcholy. Reditel Kocourkovské vesmirné
agentury dnes zjistil, Ze lokace pro zédkladny a pro vysilace vybiraly dva riizné tymy,
které o sobé navzajem nevédély. Pomozte mu ovérit, zda kazda zakladna bude moci
komunikovat se Zemi.

SoutéZni tloha

Na vstupu dostanete m bodt v roviné reprezentujicich lokace pro vysilace a
n bodl v roviné reprezentujicich pozice zakladen. Pro kazdou zakladnu najdéte tii
vysilace takové, ze zédkladna lezi uvnitt trojuhelnika jimi tvofeného, nebo vypiste, ze
takovy trojuhelnik neexistuje. Pokud existuje vice takovych trojic vysilacd, vypiste
kteroukoliv z nich.

Muzete predpokladat, ze vsech m + n zadanych bodd je po dvou rtznych, ze
pozice vysiladii jsou v obecné poloze (tj. zadné t¥i nelezi na p¥imce) a Ze zadné pozice
zakladny nelezi na pfimce tvofené pozicemi dvou vysilac¢i.

Ve svém Feseni miizete bez detailnéjsiho popisu pouzivat zakladni geometrické
operace proveditelné v konstantnim case, napiiklad zjisténi, na které strané oriento-
vané primky AB lezi bod C'.

Format vstupu

Na prvnim fadku dostanete dvé mezerou oddélené pfirozena cisla m a n. Na
i-tém z nasledujicich m radkt dostanete dvé mezerou oddélena celd cisla z; a y;,
soutfadnice i-tého vysilace. Na i-tém z nasledujicich n fadkt dostanete dvé mezerou
oddélena cela cisla x; a y;, soufadnice i-té zakladny.

Format vystupu

Na vystup vypiste n fadkd, na i-tém z nich vypiste bud trojici ¢isel z mnoziny
{1,...,m}, totiz ¢isla vysilaci, které tvori trojuhelnik, uvnitt néjz lezi i-ta zakladna,
anebo —1, pokud takové tii vysilace neexistuji.



Priklady
Vstup: Vijstup:
2 154

Vstup je nakresleny na nasledujicim obrazku, zakladny jsou zvyraznény krizky a
oznaceny jako U a V| vysilace jsou zvyraznény puntiky a oznaceny jako A, B, C, D
a E. Zédkladna U lezi napiiklad ve trojihelniku ADE (coz jsou zdkladny ¢islo 1, 4
a 5), jind vyhovujici odpovéd by ale byla napftiklad také 1 3 4 odpovidajici troji-
helniku AC'D. Zakladna V' nelezi uvnitf zadného trojihelnika tvoreného vysilaci.

@
(9]

40

0
-®

H
i
H
i
\ ’ ]
4 )
X 3 Gl T
4 ]
0l 4
% H
i
0' ]
.
% E !
2 . ) H
PRty ]
‘ Ra Y ]
B . \ !
4 e . ]
’ - kY
. . \ i
. . H
S U \
LA N
1 Pt 3 |
. o
S, o
L !
e A ]
D03 M
o \ip
Al

N

Bodovani

Ve vSech vstupech plati m > 3 a n > 1. Pro vSechny zadané soufadnice plati
—10° < x;,y; < 10°. Nasledujici tabulka popisuje, kolik bodd muzZete ziskat za
feSeni, ktera budou predpokladat prislusné horni meze na m a n:

body m n

10 10° 10°
7 10° 50
5 103 10
2 100 10



P-II1-3 Hledani na disku

Tato soutézni tloha navazuje na ulohy z domaciho a krajského kola. Za vlastnim
zadanim tlohy najdete studijni text, ktery je totozny se studijnim textem z domaciho
a krajského kola.

V této tloze budeme chtit sestrojit datovou strukturu ulozenou na disku pro
vyhledavéni v mnoZiné. Na za¢atku dostaneme mnozinu M = {z1,...,2x}. Chceme
ji predzpracovat a ulozit na disk tak, abychom v ni uméli efektivné hledat. Pak budou
prichazet dotazy na riizna y a pro kazdé z nich budeme chtit rozhodnout, zda y lezi
v M.

Chceme dosdhnout co nejlepsi komunikac¢ni slozitosti hledani — tedy pfi hledani
kazdého y precéist co nejméné blokt z disku. SloZitost pfedzpracovani mnoziny (&a-
sové ani komunika¢n{) nas nezajima, dokud je polynomidlni. Staci, kdyz popisete,
jak chcete data na disku uspotradat.

Prvky x1,...,x N ay nemusi byt ¢isla. Miizete nicméné predpokladat, ze kazdé
dva umime v konstantnim c¢ase porovnat a dozvime se, ktery je vétsi, pripadné ze
jsou stejné. Prvky zabiraji stejné paméti jako c¢isla, do jednoho bloku se jich tedy
vejde B.

Podiloha A (3 body)

Prvky mnoziny mizeme na disk ulozit v setfidéném poradi a pak v nich bi-
narné vyhledavat (neboli hledat ptilenim intervalu). Casova slozitost vyhled4vani je
O(log N), nepocitame-li na¢itani dat z disku. Jaké je komunika¢ni slozitost? Pfed-
pokladejte, ze algoritmus z disku necte opakované tentyz blok.

Podiloha B (5 body)

Vymyslete reprezentaci mnoziny s co nejmensi komunikacni slozitosti. Zacho-
vejte pfitom ¢asovou slozitost vyhledavani O(log N + B - pocet prectengch bloki).
Podiloha C (2 body)

Dokazte, ze komunikacni slozitost, které jste dosahli v pfedchozi podiloze, je
nejlepsi moznéa. Piesnéji feCeno Ze neexistuje zadny deterministicky algoritmus, ktery
by byl 7ddoveé efektivnéjsi.

Za tuto podulohu miiZete ziskat body i tehdy, pokud podialohu B nevyfesite,
ale dokazete néjakou netrividlni dolni mez pro slozitost vSech algoritmu.



Studijni text

V tomto ro¢niku olympiady se budeme zabyvat poc¢itanim s obrovskym mnoz-
stvim dat. Budeme zpracovavat vstupy, které se nam ani celé nevejdou do hlavni
paméti pocitace. Proto nase programy budou muset pracovat s daty uloZzenymi na
disku a vyrovnat se s tim, ze disk je mnohem pomalejs$i nez hlavni pamét. Budeme
pritom uvazovat nésledujici zjednoduseny model disku.

N4as pocita¢ mé k dispozici vnitini a vnéjsi pamét. Pro zjednoduseni budeme
vnitini paméti fikat prosté pamét a té vnéjsi disk.

K datim ve (vnitini) paméti miizeme pfistupovat pfimo — tak, jak jsme zvykli
v béznych algoritmech. Tato pamét ale ma jenom omezenou kapacitu: M polozek,
kde M je néjaky parametr, ktery uré¢ime pozdéji. Do kazdé polozky mutzeme ulozit
jedno ,rozumné velké“ ¢islo. Tim myslime ¢isla, kterd nejsou radové vétsi nez Cisla
na vstupu.

Disk je neomezené velky. Je rozdéleny na bloky o velikosti B polozek (dalsi
parametr). S témito polozkami ale nelze pocitat pfimo. MiZzeme pouze nadist cely
blok do paméti, anebo naopak B po sobé jdoucich polozek paméti zapsat do jednoho
bloku na disku. Cteni budeme v programech zapisovat jako volani funkce READ(b),
ktera dostane poradové ¢islo bloku b a vrati obsah bloku. Podobné WRITE(b, obsah)
zapiSe blok na disk. Jak ¢teni, tak zdpis trvaji éas O(B).

Efektivitu algoritmi posuzujeme pomoci dvou druhu sloZitosti: ¢asove sloZitosti
vypolétl v paméti a komunikacni sloZitosti, coZ je polet pfenost blokd (¢teni a
zApist) mezi paméti a diskem.

Budeme se snazit hledat algoritmy, které dosahuji stejné ¢asové slozitosti jako
na klasickém pocitaci, a k tomu maji co nejlepsi komunikacéni slozitost. Nebude-li
feCeno jinak, nase algoritmy by mély fungovat pro libovolné hodnoty parametra M
a B. Muzeme pfitom piedpoklddat, ze O(B) polozek se do paméti vejde. Specidl-
né nam tedy pamét vystaci na konstantni pocet ¢iselnych proménnych. Ale pokud
bychom vytvorili rekurzivni funkci, musime si dat pozor na prostor potfebny na
zasobnik.

Priklad: Sekvenéni prichod

Praci s diskem si vyzkouSime na jednoduchém ptikladu. Na disku dostaneme
posloupnost N celych éisel. Cisla budou rozdélena do blokii: v prvnim bloku prvnich
B d¢isel, pak dalsich B atd. Celkem tedy vstup zabird [N/B] blokt. Nasim tkolem
bude najit mezi zadanymi ¢isly to nejvetsi.

Pljdeme na to jednoduse: budeme postupné prochéazet bloky vstupu jeden po
druhém. Kazdy blok nacteme do paméti, projdeme vsSechny jeho prvky, pricemz
si udrzujeme pribézné maximum. Poté uz blok nebudeme potfebovat, takze tutéz
pamét miZzeme vyuzit na dalsi blok. V pseudokédu by to vypadalo takto:

1. i+0 a4 Aktudlni pozice ve vstupu
2. m 4 —0o0 4 Prubézné mazimum
3. Dokud i < N: 4 Jesté néco zbyvd



4. b <+ READ(i/B) < Precteme dalsi blok vstupu
5. n < min(B, N — i) < Kolik v ném je poloZek?
6. Pro jod 0 don —1: <4 Projdeme polozky
7. m < max(m, b[j])

8. 141+ 2

9. Vypiseme m.

Casova slozitost tohoto algoritmu je jisté linearni s velikosti vstupu, tedy O(N).
Jak je to s komunikaéni slozitosti? Kazdy blok vstupu na¢teme pravé jednou, takze
preneseme [N/B] < N/B + 1 blokti. To je jisté nejlepsi mozné, protoze na kazdy
blok se musime alespon jednou podivat.

Jesté musime ovérit, kolik potfebujeme vnitini paméti. Spotiebujeme konstant-
ni pocet polozek na proménné a B polozek na pravé zpracovavany blok. To se urcité
vejde do O(B), a tim padem i do pamé&ti.

Priklad: Test symetrie

Opét bude zadana néjaka posloupnost ¢isel. Tentokrat budeme chtit zjistit, zda
je symetricka, tedy zde prvni prvek je roven poslednimu, druhy pfedposlednimu a
tak dale.

Kdyby byla délka vstupu délitelna B, stacilo by porovnat prvni blok s posled-
nim (prvni ma byt zrcadlovym obrazem posledniho), druhy s pfedposlednim atd.
Pritom bychom kazdy blok piecetli pravé jednou.

Pokud délka vstupu dava po déleni B néjaky nenulovy zbytek z = N mod B,

vvvvv

posledniho bloku a zéasti v B — z polozkach predposledniho.

Predstavime si proto, Ze spustime soucasné dva programy: jeden bude ¢ist vstup
od zacatku do konce, druhy od konce k zacatku. Kazdy z nich si bude udrzovat
svij aktualni blok a ¢as od ¢asu precte novy. Pokazdé porovname aktualni polozku
pfectenou obéma programy.

Prvni program se bude chovat stejné jako sekvenéni ¢teni z minulého piikladu,
druhy bude ¢ist tytéz bloky pozpatku. Dohromady tedy pfectou nejvyse 2[N/B]| <
2N/B + 2 blokii. Dokonce se mohou zastavit po zpracovani N/2 part prvki, ¢imz
se komunikaéni slozitost zlepsi na N/B + 2. Casova slozitost je stale O(N).

Dodejme jesté, Ze zapisovani komunikaéni slozitosti pomoci O-¢kové notace je
ponékud zradné. Funkci 2N/ B + 2 totiz nelze jen tak zjednodusit na O(N/B) — pro
funkce dvou (a vice) proménnych uz neplati, Ze pfi¢itanou konstantu miZzeme jen
tak ,schovat do O“.* Nejjednodussi mozny zapis tedy je O(N/B + 1).

* Notace f(n) = O(g(n)) totiz znamend, Ze existuje konstanta ¢ takova, Ze pro
vSechna n kromé koneéné mnoha vyjimek plati f(n) < c¢- g(n). U funkei vice pro-
ménnych definujeme O obdobné a povolime konecné mnoho vyjimek pro kazdou
proménnou. JenZe zlomek N/B mtze byt libovolné maly i po zakdzani koneéné
mnoha hodnot N i B, takze 41 nepiebijeme sebevétsi konstantou c.

8



Priklad: Otoceni posloupnosti

Pokracujeme v predchozim piikladu: co kdybychom chtéli posloupnost cisel
otocit? Tedy presunout prvni prvek na posledni misto, druhy na predposledni a tak
dale.

Opét nejprve uvazujme pripad, kdy je délka posloupnosti délitelnd velikosti
bloku. Tehdy miZeme postupovat po blocich. Nejprve nacteme do paméti prvni
a posledni blok, oto¢ime obsah obou blokt a zapiseme je zpét na disk v opa¢ném
poradi. Pak provedeme totéz s druhym a pfedposlednim blokem atd. A nakonec, ma-
li posloupnost lichy pocet blokil, precteme prostiedni blok, oto¢ime ho a zapiSeme
Zpét.

Vsimnéte si, ze takto kazdy blok jednou piecteme a jednou zapiSeme, tudiz
komunikaéni slozitost ¢ini opét O(N/B).

V piipadé, kdy zbytek N mod B neni nulovy, pouzijeme osvédc¢enou tvahu se
soucasné bézicimi programy, které si vymeénuji prvky. Komunikac¢ni slozitost pak
bude O(N/B +1).



