69. ro¢nik Matematické olympiady — 2019/2020

Resent ailoh istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-ITI-1 Oploceni zahradek

Nikde na pozemku se nebudou setkavat ¢ty¥i konce ploti (dva vodorovné a
dva svislé). Kdyby tomu tak bylo, mizeme napiiklad oba vodorovné ploty spojit do
jednoho a uSetfime tim jeden poplatek.

Predstavme si, Ze vSechny poplatky sefadime podle ceny od nejvyssi po nejnizsi,
v pifpadé rovnosti zvolime néjaké jedno konkrétni pofadi. Radek nebo sloupec, ktery
je umistén dfive ve zvoleném pofadi, nazveme dulezitéjsi. Stejné oznaceni pouzijeme
i pro ploty v téchto radcich.

Uvazujme libovolnou kfizovatku fadku a sloupce. Kli¢ovym pozorovanim je, ze
se nikdy nevyplati, aby touto kiizovatkou prochazel plot v méné dtiilezitém sméru.
Kdybychom totiz takovy plot rozdélili na dva a naopak spojili bychom oba ploty
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Vezméme si nyni optimalni feseni, v némz vyse uvedené pravidlo neni nikde
poruseno. Je zjevné, Ze tim je podoba optimalniho feSeni jednozna¢né uréena: v kaz-
dém Fadku/sloupci je plot pferusen pfesné na téch mistech, kde k¥izuje dilezitéjsi
sloupce /fadky.

Na zékladé tohoto pozorovani uz dokazeme efektivné spocitat celkovou cenu
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poplatkii. Potfebujeme jenom pro kazdy fadek/sloupec zjistit, kolik dulezitéjsich
sloupcii/fadkt ho kiizuje. To udélame tak, Ze si je vSechny vySe popsanym zpusobem
usporadame a potom je postupné zpracovavame, pri¢emz si pamatujeme, kolik radki
a kolik sloupcu jsme uz zpracovali.

Pii dobré implementaci takto dostaneme feSeni s ¢asovou slozitosti O((d + s) -
log(d + s)). Na asymptotickou ¢asovou sloZitost nemé vliv to, zda usporfddédme ceny
pro kazdy rozmér zvlast, nebo vSechny dohromady.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int D, S;
cin >> D >> S;
vector<int> svisle(D-1), vodorovne(S-1);
vector< pair<int,int> > moznosti;
for (int d=0; d<D-1; ++d) {
cin >> svislel[d];
moznosti.emplace_back(svisle[d],0);
T
for (int s=0; s<S-1; ++s) {
cin >> vodorovne[s];
moznosti.emplace_back(vodorovne[s],1);
¥
sort( moznosti.begin(), moznosti.end() );
reverse( moznosti.begin(), moznosti.end() );



vector<int> zpracoval(2,0);

int odpoved = 0;

for (auto moznost : moznosti) {
int cena = moznost.first, pocet = 1 + zpracoval[l-moznost.second];
odpoved += cena * pocet;
++zpracoval [moznost.second] ;

¥

cout << odpoved << endl;

Dodateéné komentate

Na vyse popsané feseni ve skutecnosti neméa zadny vliv posledni podminka ze
zadani: ta, ze ploty je tfeba stavét vzdy tak, aby se zadny z nich nedal prodlouzit.
Nase fesSeni ji zjevné splnuje a zaroven z ditkazu jeho spravnosti vyplyva, zZe tato
podminka je zbytecnd. Kdybychom ji v zaddni neméli, optimélni feSeni by stéale
meélo stejnou cenu.

Diky této dodatecné podmince je ale mozné i bez vyse uvedeného dikazu vy-
tvofit 6-bodové feseni s ¢asovou slozitosti O(d?s?(d + s)). Pii tomto feSeni si uvé-
domime, ze prvnim postavenym plotem musi nutné byt néktery cely fadek nebo
néktery cely sloupec. Vyzkousime postupné vSechny moznosti. Kazda nam problém
rozdéli na dva mensi obdélnikové podproblémy téhoz typu, které je tieba vyftesit
kazdy zvlast. To provedeme rekurzivng, pficemz vysledky memoizujeme. Jiny, ale
ekvivalentni pohled je postup zdola nahoru (iterativni dynamické programovani):
postupné najdeme optimaln{ feseni pro kazdou z O(d%s?) obdélnikovych podoblasti
vstupu, od nejmensich po nejvétsi.

Komplikovanéjsi, ale také korektni diikaz tvrzeni, na némz je zalozeno vzorové
feSeni, je mozné provést matematickou indukci. Presnéji, indukci podle obsahu ob-
délnika dokazeme, ze pro jakykoliv obdélnik s danym obsahem plati, ze jako prvni
mizeme postavit plot s maximalnim poplatkem. Kdyby totiz bylo optimalni jako
prvni postavit jiny plot kolmy na ten, ktery chceme, z indukéniho predpokladu vi-
me, ze v kazdé poloviné pozemku je optimalni jako prvni postavit kus naseho plotu.
Nyni miazeme tyto prvni t¥i kroky bez zhorSeni celkové ceny nahradit postavenim
naseho plotu a dvou ¢asti toho druhého. Rozmyslete si, jak tento argument dokoncit
pro feseni zacinajici postavenim jiného plotu rovnobézného s tim, ktery chceme.

P-II1I-2 Horolezci

Trividlni pozorovani: Cena vystroje kazdého z horolezcti bude rovna nékteré
z vySek na vstupu. (Pfesnéji, maximu z vysek vrchold, na které pijde.)

Zakladni netrivialni pozorovani: Vzdy je optiméalni pouZit nejvyse t¥i horolezce.

Dukaz: Uvazujme libovolny plan expedice, ktery pouziva vice nez tii horolezce.
Vybereme si toho horolezce H, ktery ma nejlevnéjsi vystroj. Potom dokazeme vy-
tvorit levnéjsi plan expedice takto: Horolezce H nechdme doma a vystroj mu viubec
nekoupime. Kazdy den, kdy mél horolezec H 1ézt, ptifadime jinému horolezci (ne
nutné vSechny dny stejnému). Toto lze vzdy provést, nebot:
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1. Kazdy jiny horolezec mé aspon tak dobrou vystroj jako H, takze mtize
lézt na vrchol, na ktery mél jit H.

2. Mame alespon tfi dalsi horolezce a nejvyse dva z nich lezou v predchozim
a nasledujicim dni. Zbyva tedy alespon jeden horolezec, ktery si tento den
muze pridat mezi svoje.

Pomérné piimocafe tak dostdvame FeSeni s ¢asovou slozitosti O(n2"™): Pfedpo-
kladame, ze mame presné tfi horolezce. Vyzkousime vSechny moznosti, ktery den
prifadit kterému horolezci. Pfitom pro kazdy den mame jen dvé moznosti, nebot ho
nemuzeme pfifadit tomu horolezci, ktery mél predchéazejici den. Pro kazdou moznost
spo¢itdme, kdo potiebuje jakou vystroj (pfitom kdyZz nékterého horolezce nepouzi-
jeme vibec, zlstane mu cena vystroje nula).

Uloha mé vice riiznjch FeSeni s polynomialni ¢asovou slozitosti, vétsinou zaloze-
nych na vhodném pouziti dynamického programovani. Zakladni feSeni je zaloZzeno na
pozorovéani, ze kdyz se postupné rozhodujeme, kdo ptijde na ktery vrchol, tak existu-
je jen O(n*) zajimavych stavii: potfebujeme védét, kolik vrcholt jsme uz zpracovali
(n + 1 moznosti), pro kazdého horolezce jeho dosud nejvyssi piidéleny vrchol (do n?
moznosti) a ¢islo horolezce, ktery Sel na predchazejici vrchol (3 moznosti).

Ovéfeni vystroji

Zamyslime se nad jednodussi tlohou: Nékdo nam fekl, jaké vystroje nasi tii
horolezci maji. Nagim tkolem uz je pouze ovéfit, zda takto vybaveni zvladnou celou
expedici.

To umime pomeérné snadno ovéfit v linedrnim c¢ase: postupné pro kazdé ¢ od 1
do n a pro kazdého horolezce zjistime, zda je mozné naplanovat prvnich ¢ dni tak, aby
vsSechno odpovidalo podminkam a aby v i-ty den lezl pravé on. PouzZijeme k tomu
jednoduché pozorovani: naplanovat prvnich ¢ dni a skoncit horolezcem = dokazeme
pravé tehdy, kdyz x muze vylézt do vysky v; a je mozné naplanovat prvnich ¢ — 1
dni tak, abychom skoncili horolezcem jinym nez x.

Kubické feseni

Jeden z horolezcii zjevné musi mit vystroj na nejvyssi vrchol na vstupu. Vy-
zkousime vSech O(n?) moznosti pro zbyvajici dva horolezce: pro kazdého z nich
je to bud vyska nékterého jiného vrcholu ze vstupu, nebo nula, pokud ho viibec
na expedici nevezmeme. Kazdou z moznosti vySe popsanym postupem v éase O(n)
zkontrolujeme a vybereme nejlevnéjsi z téch, které vyhovuji.

Kvadratické Feseni

Horolezce si oznac¢ime 1, 2 a 3. Horolezec 1 bude mit vystroj na nejvyssi vrchol
na vstupu. Vyzkousime vSech O(n) moZnosti pro cenu vystroje horolezce 2. Kdyz
vime, jakou vystroj maji tito dva, mizeme pouzit podobny postup, jako vysSe popsané
ovéfovani, jenom s jednim rozdilem: misto toho, abychom si jen pamatovali, které
situace se daji dosahnout a které ne, budeme si pamatovat, pro jakou nejmensi cenu
vystroje horolezce 3 je ktera situace dosazitelna.

Toto FeSeni tedy vyzkousi O(n) moznosti, kazdou z nich v ¢ase O(n), takze
jeho casova slozitost je kvadratickd vzhledem k poc¢tu dni expedice.
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NEKONECNO = INT_MAX/3;
int N;
vector<int> V;

int dopocitej_tretiho(int prvni, int druhy) {
vector< vector<int> > opt(N, vector<int>(3,NEKONECNO));
// opt[i]l [j] == optimdlni cena vjstroje tf¥etiho horolezce, pfi niz lze
// napléanovat dny O..i tak, aby posledni den lezl horolezec j+1.

if (prvni >= V[0]) opt[0][0]
if (druhy >= V[0]) opt[0][1]
opt[0][2] = V[0];

0;
0;

for (int n=1; n<N; ++n) {
if (prvni >= V[nl) optln][0] = min( opt[n-1]1[1], opt[n-11[2] );
if (druhy >= V[nl) opt[n][1] = min( opt[n-1]1[0], opt[n-11[2]1 );
opt[n][2] = max( V[n], min( opt[n-1][0], opt[n-1]1[1] ) );

}

return min( opt[N-1][0], min( opt[N-1][1], opt[N-1]1[2] ) );

int main() {
cin >> N;
V.resize(N);
for (int &v : V) cin >> v;
int prvni = *max_element( V.begin(), V.end() );
int nejlepsi = prvni + dopocitej_tretiho(prvni,0);
for (int druhy : V)
nejlepsi = min( nejlepsi, prvni + druhy + dopocitej_tretiho(prvni,druhy) );
cout << nejlepsi << endl;

}

Zrychlujeme

Celé feseni muzeme jesté o kousek zrychlit. Podivejme se na to, jak se situace
postupné méni, kdyz cenu vystroje horolezce 2 budeme postupné snizovat. Na zacat-
ku budou mit horolezci 1 i 2 vystroj dostate¢nou na vSechny vrcholy a horolezec 3
si vystaci s nulovou cenou.

S kazdym sniZenim se stane, Ze se néjaky vrchol stane dostupnym pouze pro
horolezce 1. Muzeme si predstavit, ze tyto nejvyssi vrcholy ndm plan rozdéluji na
samostatné a od této chvile jiz nezavislé tiseky. Nutnou cenu vybaveni pro horolezce 3
dostaneme jako maximum z jeho nutného vybaveni ze vSech téchto tisekil. Kazdym
snizenim ceny vystroje horolezce 2 se tak jen néjaky tisek rozdé€li na dva dalsi.

Zbyva si rozmyslet, jak efektivné poznat tseky a jak v nich dopocitavat cenu
vystroje horolezce 3. V ramci jednoho useku ale plati, ze kromé krajnich vrchold,
které jsou pevné prifazené horolezci 1 maji vSechny ostatni nizsi vysku a muze je
absolvovat horolezec 1 i 2. Useky liché délky tak snadno porkyjeme posloupnosti
typu 1212...121 a horolezce 3 nepotiebujeme. Pokud méa tusek sudou délku, neni
mozné jej obsadit stfidavé horolezci 1 a 2 tak, aby se jednickou zacinalo i koncilo.
Horolezci 3 vSak mizeme prifadit ten nejnizsi vrchol z celého tseku a zbytek doplnit
od kraji pomoci 1 a 2.



Hranice tisekt i jejich minima mtizeme nejsnaze spocitat tim, ze je nebudeme
postupné délit, ale naopak je postupné pospojujeme. Tim dostdvame FesSeni, které
vyzkousi O(n) moZnosti a na kazdou spotiebuje O(1) ¢asu. ProtoZe ale vrcholy po-
tfebujeme prochézet v poradi podle velikosti (nejprve od nejmensiho po nejvétsi pro
predpocitani minim v tsecich a néasledné od nejvétsiho po nejmensi pro dopocitani
ceny vystroje tfetiho horolezce), musime je na zacatku sefadit v ¢ase O(nlogn).

P-III-3 Exaktni exponencialni algoritmy

Obé soutézni tlohy jsou vlastné tlohami o barveni grafi. Graf, ktery obarvu-
jeme, ma ve vrcholech jednotlivd zvifata a hrany pfedstavuji konflikty mezi nimi.
Riizné barvy predstavuji rizné vybéhy. Vrcholim grafu chceme pfifadit barvy tak,
aby zadné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu.

V podiloze A se ptame, zda lze zadany graf obarvit tfemi barvami (které
budeme pro jednoduchost nazyvat cervend, zelend a modra).

V podtloze B se ptame, jaky nejmensi pocet barev nam postaci na obarveni
zadaného grafu.

(Pro zajimavost uvedeme, Ze pro tyto tlohy nejen Ze nezndme zadny efektivni
algoritmus, ale mame i dobry divod domnivat se, Ze takové algoritmy pro né nee-
xistuji — jedna se o tzv. NP-tézké problémy. Efektivni exponencialni algoritmy jsou
tedy nejlepsim exaktnim feSenim téchto problémd, jaké zname.)

Podiloha A, pomalejsi FeSeni

Vsech moznosti, jak lze zvifata rozmistit do vybéht, je 3". Chceme-li tedy
dosdhnout ¢asové slozitosti 0(2”), musime délat néco Sikovnéji. Ukdzeme si dva
mozné piistupy.

Prvni je zalozen jen na SikovnéjSim zkousSeni moznosti. Zacneme tim, Ze si graf
rozdélime na komponenty souvislosti. Zjevné staéi zkontrolovat kazdou z nich zv1ast.
KdyZ nyni mame souvisly graf, vSechny moznosti jeho obarveni budeme zkousSet
backtrackingem. Pocateéni vrchol muzeme bez jmy na obecnosti obarvit ¢ervenou
barvou. Kazdy dalsi vrchol uréeny na obarveni zvolime tak, aby sousedil s alespon
jednim vrcholem, ktery je uz obarven. Tak zajistime, Ze pro kazdy vrchol budeme
mit na vybér nejvyse dvé mozné barvy (nebof mu nesmime dét stejnou barvu, jakou
uz mé jeho soused). Celkové tedy v nejhorsim piipadé vyzkousime nejvyse 271
ruznych obarveni.

Druhy zptsob je zalozen na pozorovani, ze tutéz otazku pro dvé barvy namisto
tFl uz umime zodpovédét efektivné (tj. v polynomidlnim ¢ase). Jednd se vlastné
o otazku, zda je graf bipartitni. S efektivnim fesenim této tlohy jsme se setkali
v krajském kole. Ulohu pro t¥i barvy nyni miizeme vyftesit tak, ze vyzkousime viech
2™ moznosti, které vrcholy jsou Cervené. Pro kazdou z nich v polynomidlnim case
ovéiime, zda lze zbyvajici vrcholy obarvit zelenou a modrou barvou.

Podiloha A, vzorové FeSeni
Vzorové feseni ziskame tak, ze vylepsime druhé z vysSe uvedenych pomalejsich
feSeni. Budeme pii tom vyuzivat jesté jeden pojem ze studijniho textu: nezévislé
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mnoziny. Kdyz se podivime na korektné obarveny graf, je zjevné, Ze kazda barva
urcuje jednu nezavislou mnozinu jeho vrcholi. VySe uvedené feSeni bychom tedy
mohli vylepsit tak, Ze namisto vSech 2" podmnozin vrcholi budeme zkouset jen ty
podmnoziny, které jsou nezavislé. Téch ale stile mize byt fadoveé 2", takze samo
0 sobé toto pozorovani nestac¢i. Jsme ale na dobré cesté.

Nezavislou mnozinu vrchol X nazveme nezvétsitelnou, jestlize do ni nemtizeme
pridat zadny dalsi vrchol grafu tak, aby zustala nezavislou.

Tvrzeni 1: Pokud je mozné zadany graf korektné obarvit tfemi barvami, potom
ho 1ze obarvit takovym zptisobem, aby mnozina ¢ervenych vrcholt byla nezvétsitelna.

Dukaz: Uvazujme libovolné platné obarveni. Postupné se podivame na kazdy
vrchol, ktery neni Cerveny. Jestlize ani zadny jeho soused neni Cerveny, prebarvime
ho na cerveno. Kdyz tento proces skonci, mame opét platné obarveni a zaroven je
zjevné, ze nova mnozina cervenych vrcholt je nezvétsitelna.

Tvrzeni 2: Viech moznych nezvétsitelnjch nezavislych mnozin je nejvyse 3"/3
a vSechny je muzeme vygenerovat v case 0(3”/ 3), neboli 0(1.4423").

Dukaz: ,,Lepsi algoritmus 2“ ze studijniho textu ve skutecnosti fesi pfesné tuto
ulohu.

Ziskali jsme FeSeni podalohy A v ase O(1.4423"). Jesté jednou si ho struéné
shrneme: pouzijeme Lepsi algoritmus 2 ze studijniho textu na vygenerovani vsech
moznosti, které vrcholy budou cervené. Pro kazdou z nich v polynomialnim case
ovéfime, zda je mozné zbytek grafu obarvit dvéma barvami.

Podiloha B, exponencialni FeSeni

V nejhorsim pfipadé budeme potfebovat n barev — pokud se zadna dvé zvirata
nesnesou, potiebuje mit kazdé vlastni vybéh. Piimocaré zkouseni vSech moznosti
backtrackingem bude proto mit ¢asovou slozitost az fadové n”, tedy jesté horsi nez
exponencialni.

Abychom dosahli exponencialni ¢asové slozitosti, nebudeme vrcholy barvit je-
den po druhém, ale budeme jednu po druhé pridavat celé barvy.

N4&s algoritmus si muZzeme predstavit jako rekurzivni funkci, ktera na vstu-
pu dostane mnozinu jesté neobarvenych vrchol a na vystupu vrati nejmensi pocet
dalsich barev potfebny na jejich korektni obarveni. Télo této funkce bude vypadat
nésledovné: Je-li mnoZina prazdnéd (tzn. uz jsme obarvili vSechno), vratime nulu.
Jinak vezmeme nésledujici barvu a vyzkousime vSechny moznosti, které neobarvené
vrcholy ji dostanou a které ne. Pro kazdou z téchto moznosti rekurzivnim volanim
nasi funkce zjistime, kolik dalSich barev je jesté zapotiebi k dokonceni barveni, a vy-
bereme nejlepsi z téchto moznosti.

Nyni stac¢i uvédomit si, ze mizeme pouzit memoizaci — pro kazdou z 2™ pod-
mnozin vrcholl jednou spocitame jeji optimalni feSeni a zapamatujeme si ho.

Graf, ktery obarvujeme, ma 2" podmnozin vrchold, potiebujeme tedy zodpo-
védét 2" otazek. U kazdé z nich vyzkousime nejvyse 2" moznosti, které vrcholy do-
stanou nasledujici barvu. Celkové proto muzeme casovou slozitost shora odhadnout

O(4™) — Gspésné jsme tak sestrojili Feseni s exponencialni ¢asovou slozitosti.
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Totéz feseni muzeme zformulovat také jako iterativni dynamické programovani:
postupné pro kazdou podmnozinu vrcholt zadaného grafu, od nejmensich po nejvétsi,
zjistime optimalni potfebny pocet barev vyzkouSenim vysSe popsanych moznosti.
V praxi by se takové feseni dobfe implementovalo pomoci bitovych masek.

Poduloha B, vzorové fesSeni

vz

Vyse uvedeny odhad ¢asové slozitosti neni té€sny a Sikovnéjsi tvahou ho dokaze-
me vylepsit. Staci si vSimnout, ze vzdy, kdyz zkousime néjakou konkrétni moznost,
jak pfidat jednu novou barvu, je kazdy vrchol v jednom ze tfi stavi: uz obarveny,
pravé dostava barvu, nebo zustava neobarveny. Celkem pii zodpovidani vSech ota-
zek tedy vyzkousime jen 3" moznosti, takze pii Sikovné implementaci bude mit vyse
popsané feseni Gasovou sloZitost dokonce O(3").

Popsany algoritmus dokazeme jesté vylepsit podobnym zpisobem, jako jsme
to udélali v podiloze A. Stadi si uvédomit, Ze i zde plati analogie Tvrzeni 1: pokaz-
dé, kdyz zkousime vSechny moznosti pro novou barvu, staci zkouset ty, které jsou
nezvétsitelné. Jiz primocary odhad ukazuje, ze takto pro kazdou z 2™ otazek vyzkou-
Sime nejvyse 1.4423" moznosti, jak pfidat novou barvu, takze budeme mit ¢asovou
slozitost O(2.8846™).

Presnéjsi analyzou tohoto algoritmu je mozné odvodit jesté tésnéjsi horni odhad
jeho ¢asové slozitosti: O0(2.4423™).



