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Resent ailoh $kolniho kola kategorie P

P-I-1 Schodisté

K urcéeni poctu riznych cest nahoru po schodisti pouzijeme dynamické pro-
gramovani. Postupné pro kazdy schod budeme pocitat, kolika zptsoby se na néj
dokazeme dostat. Pfi tom budeme vyuzivat dfive vypocitané tdaje. Tento pocet
zpusobi pro schod i oznacime p;

Na schod 0 (coZ je zem pted zac¢atkem schodisté) se dostaneme jednim zpiso-
bem — tak, Ze nic neudéldme. Polozime tedy po = 1.

Uvazujme nyni néjaky vyssi schod i. VSechny mozné zpusoby, kterymi se lze
dostat na schod 7, mizeme rozdélit do nékolika disjunktnich skupin podle toho, ze
kterého schodu j jsme udélali posledni krok na schod i. Ze zemé na néjaky konkrétni
schod j se dostaneme piesné p; zpiisoby. Plati proto, Ze p; je rovno souc¢tu hodnot p;
pro ty schody 7, z nichz dokazeme udélat krok na schod ¢ — tedy pro takové schody,
pro které plati j < i a (hj41+ -+ h;) < d.

Dobra implementace tohoto feSeni ma casovou slozitost v nejhorsim ptipadé
kvadratickou vzhledem k poc¢tu schodt. Za takové feSeni jste mohli ziskat 6 bod1,
pripadné dokonce 8, pokud jste hledani vyhovujicich j zacali od j = i — 1 smérem
dolit a prerusili jste ho, jakmile rozdil vysSek i-tého a j-tého schodu byl uz pfilis
velky.

Vzorové feseni ma linearni casovou slozitost vzhledem k pocétu schodt, tedy
¢asovou slozitost O(n). Pfedchozi FeSeni zlepSime pomoci jednoduchého néstroje:
prefixovych soucti.

Mame-li néjakou posloupnost ag,...,a,_1, mizeme v linedrnim c¢ase nalézt
novou posloupnost by, ..., b, definovanou nasledovné: bg =0a Vi > 0:b; = b;_1 +

a;—1. Potom plati, ze kazdé b; je rovno souctu prvnich i ¢lend posloupnosti a.

Prefixové soucty nejprve pouzijeme na zadanou posloupnost vysek schodl h;
a vytvorime si tim novou posloupnost v;: ,nadmorskou vysku“ jednotlivych schodi.
Podminku ,,dokédZeme udélat krok ze schodu j na schod i“ nyni mtzeme ovérit
v konstantnim case: staci se podivat, zda v; — v; < d.

Druhym krokem naseho feSeni bude, ze pro kazdy schod i najdeme nejnizsi
schod m;, z néhoz jesté dokazeme udélat krok na schod i. Tyto idaje m; ziskame
také v linearnim case, a to diky jednoduchému pozorovani, Ze hodnoty m; jsou
neklesajici. Kdyz napiiklad ze schodu 2 nedokazeme udélat krok na schod 7, jisté ho
nebudeme moci udélat ani na vyssi schod 8.

Na zacatku schodisté vime, ze mq = 0: ze zemé mtzeme udélat krok na prvni
schod. Postavime nyni Adama na schod 1 a Bétku na schod 0 a budeme opakovat
nasledujici proces:



e Adam se posune o jeden schod nahoru. Toto je novy schod 1.

e Dokud Bétka stoji na schodu, z néhoz nedokaze udélat krok k Adamovi,
posune se o jeden schod nahoru. Timto zptisobem Bétka postupné vyjde
ze schodu m;_1 na schod m;. Hodnotu m; si zaznamename.

Cely tento proces mizeme odsimulovat v linearnim case a postupné tak zjistime
vSechny hodnoty m;. Pokud vam neni zfejmé, pro¢ ma simulace uvedeného procesu
linearni ¢asovou sloZitost, v§imnéte si, Ze Adam udéla dohromady presné n— 1 kroku
a Bétka udéla dohromady nejvyse n — 1 krokt.

Posledni tpravou pivodniho kvadratického feseni bude, Ze si zaroven s hodno-
tami p; budeme prubézné pocitat také jejich prefixové soucty s;.

Vypodcet konkrétni hodnoty p; bude nyni vypadat takto: Necht j = m;. Vime,
ze p; = pj + -+ + pi—1. Pomoci jiz spocitanych prefixovych soucttt posloupnosti p
dokdZeme tento soucet vypocitat v konstantnim case: p; = s; — s;. Nésledné uz
jenom dopocditame, ze s;11 = §; + p; a mizZzeme piejit na dalsi schod.

Na zévér uz jenom podotkneme, Ze hodnoty p; mohou rist az exponencialné.
Aby nebylo zapotfebi implementovat aritmetiku velkych ¢isel, piidali jsme do zadéni
alohy vétu, Ze nas z ¢isla p, zajima pouze zbytek po déleni &slem 10° + 7. Tento
zbytek zjevné zjistime tak, ze viechny mezivysledky budeme poéitat modulo 10°+7.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MOD = 1000000007;

int uprav(int x) {
if (x < 0) x += MOD;
if (x >= MOD) x -= MOD;
return x;

}

int main() {
int N, D;
cin >> N >> D;
vector<int> H(N);
for (int &h : H) cin >> h;

// vypo&itéme vysky, v nichZz jsou jednotlivé schody
vector<long long> V = {0};
for (int h : H) V.push_back( V.back()+h );

// pro kazdj schod vypocitame prvni schod, z néhoZ na né&j miZeme udélat krok
vector<int> M = {0,0};
for (int a=2, b=0; a<=N; ++a) {
while (V[a] - V[b] > D) ++b;
M.push_back(b) ;
¥

// postupné po&itame odpovédi a zaroveii jejich prefixové soucty
vector<int> P = {1}, S = {0,1};
for (imt i=1; i<=N; ++i) {

P.push_back( uprav( S[i] - S[M[il]l ) );

S.push_back( uprav( S.back() + P.back() ) );



cout << P[N] << endl;

P-I-2 Nova bankovka

Césteény pocet bodii za tuto tilohu bylo mozné ziskat réiznymi zpisoby. Prvni
sadu testovacich dat stacilo vyresit hrubou silou — vyzkousenim vsech moznych zpt-
sobti placeni. Druhou sadu bylo mozné Fesit nize popsanym hladovym algoritmem
bez vylepsSeni pomoci Tvrzeni 1 ¢i 2. Prvni tii sady lze vyfesit algoritmem, ktery pro
kazdou ¢astku od 1 do maxt; zjisti optimalni zpasob placeni pomoci dynamického
programovani.

Nejprve dokdzeme jedno tvrzeni o ptivodni sadé platidel. Toto tvrzeni plati
pro ceské koruny i pro eura a je zcela intuitivni — nase sady platidel byly navrzeny
tak, aby se s nimi pohodlné pracovalo. Pfesny dikaz ale bude vyzadovat dislednou
argumentaci.

Kdybychom neméli zddné nové platidlo, mohli bychom pouzivat jednoduchy
hladovy algoritmus: Chceme-li néjakou ¢astku zaplatit co nejmensim poctem plati-
del, staci vzdy pouzit nejvyssi platidlo, jehoz hodnota neptekroci ¢astku, kterou je
jesté tfeba zaplatit.

Diikaz tvrzeni provedeme odzadu. Mince s hodnotou 1, 2 a 5 nazveme malé
mince. K zaplaceni ¢astky od 1 do 9 tolard lze pouzit pouze malé mince. Snadno
ovérime, Ze pro kazdou z téchto ¢astek najde hladovy algoritmus optimalni feSeni.

Naopak, kdyz zaplatime jakoukoliv ¢astku optimalnim poctem platidel, potom
pouzité malé mince maji v sou¢tu hodnotu mensi nez 10. Pro¢ tomu tak je? V opac-
ném piipadé bychom mohli mezi pouzitymi malymi mincemi vybrat podmnozinu
s hodnotou pfesné 10 nebo 11 a misto téchto minci by pak bylo lepsi pouzit jednu
minci s hodnotou 10, resp. nahradit tuto podmnozinu dvojici minci 10 + 1.

Tato dvé pozorovani ndm dohromady fikaji, ze at platime jakoukoliv éastku
optimalnim zpusobem, malymi mincemi vzdy zaplatime piesné jeji posledni cifru.
Pritom vime, Ze to hladovy algoritmus udéla vidy optimalné. Nyni miizeme zapo-
menout na existenci malych minci, vynulovat posledni cifru ¢astky, kterou platime,
a celou uvahu zopakovat pro dalsi rad.

Takto postupné dostaneme, ze hladovy algoritmus funguje i pro desitky, stovky,
tisice a desetitisice tolarti. Dokonceni diikkazu pro fady od statisicti vySe uz pfene-
chédme na ctenare.

Uvazujme nyni, co se zméni zavedenim nového platidla s nominalni hodnotou .
Kdybychom védéli, kolikrat mame pfi placeni ¢astky ¢ pouzit bankovku x, bylo by
to snadné — zbytek castky zaplatime ptivodni sadou platidel a mizeme tedy pouzit
jednoduchy hladovy algoritmus.

My to sice nevime, ale je zde snadnd pomoc: vyzkousSime ,vSechny“ moZnosti
a vybereme z nich tu nejlepsi. Pfi tomto zkouSeni moznosti se samoziejmé vyplati
jesté trochu pfemyslet: napfiklad pro £ = 3 si nemuzeme dovolit zkouset vice nez
300 miliéni moznosti. Pomtize ndm jedno z nasledujicich tvrzeni:
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Tvrzeni 1. Pro zadanad omezeni plati, ze bankovku s hodnotou z vzdy pouzi-
jeme méné nez 50 000-krat.

Diikaz. Jestlize > 50000, potom ji pouzijeme méné nez 50 000-krat, protoze
500002 > 2 -10° > maxt; (zaplatili bychom uré¢ité vice nez pozadovanou ¢astku).
Jestlize x < 50000, nikdy se nevyplati pouzit 50 000 kusii bankovky x, nebot misto
nich je lepsi pouzit = kusi bankovky s hodnotou 50 000.

Tvrzeni 2. Pro zadand omezené plati, Ze bankovku s hodnotou x vzdy pouzi-
jeme méné nez 40 014-krat.

Driikaz. Libovolnou ¢astku do 2 - 10° dokazeme bez pouziti bankovky z zaplatit
pomoci méné nez 40 014 kust platidel. Kdybychom bankovku z pouzili vicekrat, méli
bychom uz prilis mnoho kust platidel a nejednalo by se tak o optiméalni feseni.

Implementace feseni je jednoducha: vyzkousime vSechny smysluplné moznosti
pro pocet pouzitych bankovek s hodnotou x a pro kazdou z nich spustime hladovy
algoritmus na zaplaceni zbytku ¢astky zbyvajicimi typy platidel. Mezi vSemi takto
ziskanymi FeSenimi vybereme nejlepsi.

def hladove(t):
platidla = [1,2,5,10,20,50,100,200,500,1000,2000,5000,10000,20000,50000]
pocet_kusu = 0
for p in reversed(platidla):
pocet_kusu += t // p
t=t%hp
return pocet_kusu

int( input() )

= .Q
oo

int( input() )
[ int(_) for _ in input().split() ]
for t in T:

nejlepsi = hladove(t)
for kolik_x in range(0, nejlepsi):
if kolik_x * x > t:
break
toto = kolik_x + hladove(t - kolik_x * x)
nejlepsi = min(nejlepsi, toto)
print(nejlepsi)

P-I-3 Rekonstrukce mapy

V nasem Feseni budeme pouzivat terminologii z teorie grafa: kralovstvi je strom,
ostrovy a mosty jsou jeho vrcholy a hrany, po¢et mosti vedoucich z ostrova nazyvame
stupen vrcholu.

Pro n = 1 méame jeden vrchol a ten musi mit stupen 0. Nadale budeme pred-
pokladat, ze n > 1.

Jelikoz strom ma n—1 hran, kazdy vrchol musi mit stupen nejvyse n—1. Strom
je souvisly, proto kazdy vrchol musi mit stupen alesponn 1. Kazda hrana pfispiva ke
stupni dvou vrcholt, takZze soucet stupiit vSech vrcholti musi byt pfesné 2(n — 1).
Pokud nékteréd z téchto podminek neni splnéna, feSeni neexistuje.
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Ukazeme, ze vySe uvedend trojice podminek je nejen nutna, ale zarover i po-
stacujici. Jinymi slovy feceno, jsou-li vSechny t¥i uvedené podminky splnény, potom
strom se zadanymi stupni vrchold vzdy existuje. Tvrzeni dokdZzeme matematickou
indukci podle poctu vrchold stromu.

Pro n = 2 existuje jedinad posloupnost stupnt spliujici vSechny podminky:
(1,1). Pro ni skutec¢né existuje strom: dva vrcholy spojené hranou.

Mé¢jme nyni posloupnost délky n. Zjevné musi existovat néjaké i takové, ze
d; = 1 (kdyby vSechny stupné byly alespon 2, byl by jejich soucet prilis velky). Necht
J je index odpovidajici nejvyssi hodnoté d;. Vytvofime novou posloupnost d’ z d
tak, ze vynechdme d; a o 1 snizime hodnotu d;. Nova posloupnost d’ spliiuje vSechny
podminky (rozmyslete si, pro¢) a protoze je kratsi, podle indukéniho pfedpokladu
ji skutecné odpovida néjaky strom. Strom pro puvodni posloupnost nyni sestrojime
tak, ze pfidame novy list a pripojime ho hranou k vrcholu odpovidajicimu ptvodni
hodnoté d;.

Uvedeny dtkaz ndm zaroven primo ukazuje algoritmus, jak hledany strom se-
strojit.

Chceme-li dosdhnout optimélni ¢asové sloZitosti (linedrni vzhledem k poctu
vrchold stromu), potfebujeme si jeSté rozmyslet, jak Sikovné hledat indexy i a j
v kazdé iteraci. V naSem feSeni to udélame tak, Ze si vrcholy rozdélime na n — 1
hroméadek podle jejich stupné. Za vrchol ¢ vzdy vezmeme libovolny vrchol stupné 1 a
za vrchol j libovolny vrchol s aktudlné maximalnim stupném. Maximalni stupen se
bude béhem vypoctu jediné zmensovat a pokazdé se snizi nejvyse o 1, takze kazdou
iteraci algoritmu skute¢né zvladneme v konstantnim case.

import sys

N = int( input() )

D = [ int(.) for _ in input().split() ]

if min(D) < 1 or max(D) > N-1 or sum(D) != 2%N-2:
print (’neexistuje’)
sys.exit ()

stupen_na_vrcholy = [ [] for

for n in range(N):
stupen_na_vrcholy[D[n]].append(n)

in range(N) ]

max_stupen = max(D)

for kolo in range(N-1):
i = stupen_na_vrcholy[1].pop()
j = stupen_na_vrcholy[max_stupen] .pop()
print( i+1, j+1 )
stupen_na_vrcholy[max_stupen-1].append(j)
if len(stupen_na_vrcholy[max_stupen]) ==
max_stupen -= 1



P-I-4 Exaktni exponencialni algoritmy

Cést A: dva konflikty mezi zviFaty

Predstavme si konflikty mezi zvifaty jako hrany grafu. Ma-li kazdé zvire nejvyse
dva konflikty, ma kazdy vrchol naSeho grafu stupeni nejvyse 2. To ale znamena, Ze
jeho komponenty souvislosti jsou jenom izolované vrcholy, cesty a cykly. A pro kazdy
z nich dokazeme tlohu o nejvétsi nezavislé mnoziné vytesit hladove:

® Izolované vrcholy (zvifata bez konfliktii) vezmeme vSechna.
® 7 cesty délky d zjevné mizeme vybrat nejvyse [d/2] zvitat.
® 7 cyklu délky d zjevné mlzeme vybrat nejvyse |d/2] zvifat.* (V obou
pripadech to udélame tak, ze jdeme po cesté/cyklu a vezmeme kazdé druhé
zvite.)
Cast B: lepsi algoritmus pro nezavislou mnoZinu

Jestlize algoritmem z ¢asti A vyfesime vstupy, v nichz ma kazdé zvife nejvyse
dva konflikty, vime, Ze zvife z vybrané v kroku 2 ,lepsiho algoritmu 1“ m4 alespon
t¥i konflikty. Kdyz se tedy algoritmus v kroku 4 rekurzivné zavola na vsechna zvifata
kromé z a N(z), bude se volat na vstup s nejvyse n — 4 zvifaty.

7 véty o Casové slozitosti rekurze dostaneme, Ze ¢asova slozitost takto uprave-
ného algoritmu je @(a"), kde « je kladny redlny kofen rovnice % — 23 — 1 = 0.

Pomoci vhodného néstroje (napiiklad Wolfram Alpha) miizeme zjistit, Ze o =~
1.3803. Dostévame tedy algoritmus s ¢asovou slozitosti O(1.3803") — coi je efektiv-
néjsi, nez oba algoritmy ze studijniho textu.

Cast C: v&% z krabic

Existuje vice rtiznych ptistupi, které vedou k rtznym polynomdém v casové
slozitosti. Asi nejefektivnéjsi a zaroven nejjednodussi na implementaci je FeSeni, které
stavi véz shora dolti — novou krabici budeme vzdy vkladat dospodu jiz existujici véze.

P1i takovém FeSeni nas vlastné pro kazdou podmnozinu krabic zajimé jenom
jediny bit informace: je mozné ze vsech téchto krabic postavit véz? VSimnéte si, ze
jakmile vime, které krabice tvori véz, pak uz je jednozna¢né déno, jak je véz vysoka
(soucet vysek krabic ve vézi) a jak je tézka (soucet jejich hmotnosti).

Kdyz si klademe otazku, zda lze z dané sady krabic postavit véz, jednoduse
vyzkousime vSechny moznosti, kterd z krabic bude umisténa tuplné dole. V tvahu
ptipadaji jenom ty krabice, jejichz nosnost je rovna alespon celkové hmotnosti vSech
ostatnich krabic. Pro kazdou takovou krabici se rekurzivné podivame, zda dokdzeme
ze zbyvajicich krabic postavit véz, kterd na ni bude stat. Pokud se nam to nékdy
podari, feSeni existuje, v opacném pfipadé neexistuje.

Nasleduje itera¢ni implementace tohoto feSeni. Jeji éasova sloZitost je O(n2").
// parametry: VySky, hMotnosti a Nosnosti krabic
int nejvyssi_vez(const vector<int> &V, const vector<int> &M, const vector<int> &N) {

int n = V.size();
int maximalni_vyska = O;

* Symboly [-] a || oznacuji horni a dolni celou ¢ast ¢isla.
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// vytvofime pole, kde si pro kaZdou podmnozinu pamatujeme,
// zda z ni lze postavit véz

vector<bool> lze_vez(1<<n, false);

lze_vez[0] = true;

// postupné projdeme vSechny neprazdné podmnoZiny v takovém pofadi, abychom
// p¥i zpracovéani mnoZiny S méli jiZ zpracované vSechny jeji podmnoziny
for (int podmnozina=1; podmnozina<(1<<n); ++podmnozina) {
int celkova_vyska = 0, celkova_hmotnost = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) if (podmnozina & 1<<i) {
celkova_vyska += V[i];
celkova_hmotnost += M[i];
}
// vyzkouSime vSechny moZnosti, kterad z krabic je na spodku véze
for (int i=0; i<n; ++i) if (podmnozina & 1<<i) {
if (N[i] >= celkova_hmotnost - M[i] && lze_vez[podmnozina ~ 1<<i]) {
lze_vez[podmnozinal = true;
maximalni_vyska = max(maximalni_vyska, celkova_vyska);

}

return maximalni_vyska;

Vsimnéte si, ze pfi implementaci jsme pouzili techniku z posledniho odstavce
studijniho textu: podmnoziny krabic reprezentujeme pomoci pfirozenych c¢isel od 0
do 2™ — 1. Kdyz chceme zjistit, zda se krabice ¢ nachazi v konkrétni podmnoziné,
podivame se, zda mé prislusné ¢islo nastaveno -ty bit.



