69. ro¢nik Matematické olympiady — 2019/2020

Ulohy 4stredniho kola kategorie P — 2. soutéZni den

Na teSeni tiloh méte 5 hodin ¢istého casu.

Resenim kazdé tilohy je zdrojovy kéd programu zapsany v programovacim ja-
zyce Pascal, C, C++, Java nebo Python. ReSeni odevzdavate pomoci soutézniho
systému CMS, ktery ho automaticky otestuje na pfipravenych sadach testovacich

dat. Detaily hodnoceni naleznete v pravidlech soutéze. Podrobnéjsi informace o tes-
tovacich datech najdete na konci zadani kazdé tlohy.

P-111-4 Rekonstrukce dvou map

Cestovatel Parko Molo nedavno navstivil jedno ostrovni kréalovstvi tvofené
n stejné vypadajicimi ostrovy. Nékteré dvojice ostrovii byly propojeny mosty, a to
tak, Ze po mostech bylo mozné dojet z libovolného ostrova na libovolny jiny ost-
rov pravé jednim zptusobem. (Mostt tedy bylo pfesné n — 1 a odborné fikdme, Ze
kralovstvi mélo stromovou topologii.)

Kdyz uz Parko z kralovstvi odcestoval, uvédomil si, ze iplné zapomnél nakreslit
si jeho mapu. Ve svém notesu nasel jenom seznam, kam si zapsal, kolik mostt vedlo
ze kterého ostrova. Ale ani spravnosti tohoto seznamu Uplné neduvéiuje.

Soutézni tloha

Jsou déna dcisla dy, ..., d,. Zjistéte, zda existuje ostrovni kralovstvi vyse po-
psanych vlastnosti, jehoz ostrovy je mozné ocislovat od 1 do n tak, aby pro kazdé ¢
platilo, Ze z ostrova i vede pfesné d; mosti. Jestlize takové kralovstvi existuje, zjis-
téte také, zda je jeho mapa jednoznacné urcena. Pokud ano, sestrojte ji, pokud ne,
sestrojte dvé rizné mapy odpovidajici zadani.

Pozor: Dvé mapy povazujeme za stejné, pokud lze ostrovy na jedné z nich
precislovat tak, aby z ni vznikla druha mapa.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu je uveden typ vstupu ¢. Jestlize ¢ = 1, Gkolem je pouze
zjistit, kolik riznych map odpovidd zadanému popisu (0 / 1 / alespoii 2). Jestlize
t = 2, je tfeba takové mapy také sestrojit.

Na druhém Fadku vstupu je kladné celé ¢islo n. Na tifetim jsou mezerami od-
délena kladna cela cisla dy, ..., d,.
Format vystupu

Prvni fadek vystupu bude obsahovat ¢islo k: pocet map odpovidajicich vstupu.
Presnéji, k ma byt rovno 0, pokud neexistuje zddnd mapa odpovidajici vstupu, k£ mé
byt rovno 1, pokud jsou v8echny mozné mapy stejné, k ma byt rovno 2, pokud existuji
alespon dvé principialné rtizné mapy.

Pro t = 1 mize byt zbytek vystupu libovolny. Pro ¢t = 2 musi zbytek vystupu
obsahovat postupné popisy k rtiznych map odpovidajicich vstupu. Popis mapy tvori
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n — 1 fadkt, na kazdém z nich jsou dveé cisla z rozsahu 1 az n: ¢isla dvou ostrovi
spojenych mostem.

Pripominame, ze mapa musi byt takova, aby se z kazdého ostrova dalo po
mostech dostat na libovolny jiny ostrov. Navic musi pro kazdé ¢ platit, Ze z ostrova ¢
vede pfesné d; mostu.

Omezeni a hodnoceni

Vas program bude testovan na 10 sadach vstupt, za kazdou spravné vyfeSenou
vstupni sadu dostanete jeden bod.

Ve vsech vstupech plati t € {1,2},2<n<10°aVi:1<d; <n—1.

V prvnich péti sadach je t = 1 a postupné plati n < 5, n < 100, n < 5000,
n < 10° a n < 106,

Druhjch pét sad je identickych s prvnimi péti, az na to, Ze je v nich t = 2.

V sadach 2, 4, 7 a 9 jsou pouzity pouze vstupy, pro které existuje nejvyse jedna
mapa.

Priklady

Vstup: Vijstup:
2 0

4

1111

Tento vstup je piiklad 1 v testovadi. Zadna jemu odpovidajici mapa neexistuje.

Vstup: Viystup:
2 1
6 21
131131 23
54
6 5
25

Toto je priklad 2. VSechny mapy, které mu odpovidaji, jsou stejné.

Piiklad 3 je stejny jako ten predchozi, jenom ma t = 1. Pro néj staci vypsat jeden
fadek s cislem 1.

Vstup: Vystup:
2 2
8

43211111

Toto je priklad 4. Namisto tecek maji byt ve vystupu uvedeny postupné popisy dvou
riuznych map. Ty zde v zadani imysiné neuvadime, ale kdyz odevzdate reSeni této
ulohy, dozvite se, zda dava pro tento vstup spravny vystup, a pokud ne, v ¢em je
problém.



P-III-5 Véze

Mame obrovskou $achovnici o rozmérech d x d. Radky a sloupce $achovnice
jsou oznaceny ¢isly od 0 do d — 1. Na Sachovnici je rozmisténo n vézi, nékteré jsou
bilé, ostatni cerné.

Sachovéa véZ se miize v jednom tahu posunout na sachovnici bud vodorovné,
nebo svisle. Miize pfitom pfejit pres libovolny pocet policek, vSechna tato policka
musi byt prazdnéa. Policko, na kterém véz dokonéi svilj pohyb, musi byt bud prazd-
né, nebo musi obsahovat figuru opaéné barvy (ta je v takovém p¥ipadé odstranéna
z Sachovnice). Vé&z ohrozuje vSechna policka, na kterd se muze pfesunout jednim
tahem.

Souté&zni tloha

Predstavte si, Ze jsme na kazdé prazdné policko Sachovnice napsali dvé disla:
nejprve pocet bilych a potom pocet ¢ernych vézi, které toto policko ohrozuji. Tuto
dvojici ¢isel nazveme typ policka.

Pro kazdy typ policka zjistéte, kolik takovych policek na nasi Sachovnici exis-
tuje.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou zadana cisla d a n. Kazdy ze zbyvajicich n fadku
popisuje jednu véz ve tvaru ,tfadek sloupec barva“, kde barva je B pro bilou a C pro
Cernou véz. Je zaruceno, ze véze stoji na riznych polickach.

Na vystup vypiste nékolik radkt ve tvaru ,b ¢ p“, kde b je pocet bilych veézi
ohrozujicich policko, ¢ je pocet cernych vézi ohrozujicich policko a p je pocet volnych
poli¢ek tohoto typu. Vypisujte jen takové trojice (b,c,p), pro které p > 0. Radky
vystupu musi byt usporadany primarné podle b a sekundarné podle c.

Omezeni a hodnoceni

Vas program bude testovan na 10 sadach vstupt, za kazdou spravné vyfesenou
vstupni sadu dostanete jeden bod.

Ve vSech vstupech plati 1 < d < 10°, 0 < n < 200000 a n < d2.

Dodatecné horni hranice pro d a n v jednotlivych sadach jsou uvedeny v nasle-
dujici tabulce.

V sadach oznacenych pismenem R jsou vsechny véze umistény v navzajem
ruznych fadcich a sloupcich.

V sadach oznacenych pismenem B jsou vSechny véze bilé.

sada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d 8 20 50 106 106 106 106 10° 10° 10°
n 102 102 60000 60 000
typ B R B B R B



Priklady

Vstup: Viystup:
81 0 0 49
478 10 14

Jedna bila véz: 49 poli¢ek neni ohroZeno viibec, 14 je ohrozeno jednou bilou a zadnou
cernou vezi.

Vstup: Vgstup:

100002 4 0 0 10000000000
11 11 C 0 1 399960
011 C 0 2 40

00C

11 0¢C

Ctyti derné véze v rozich malého &tverce na velké $Sachovnici.

Vstup Vgstup:
TT 002
00C 0111
6 2C 0217
11C 105
348B 116
4 3¢C 201
24¢C

6 3B

Vstup vypada takto:




P-III-6 Cestou na trh

Tina nedavno narazila na nasledujici aritmetickou tlohu: , Na trh slo deset Zen,
kazdd méla deset pytli. V kaZdém pytli jsou t7 kocky a s kaZdou z nich sedm kotat.
Zjistéte, kolik slo na trh vseho dohromady.“

Pro Tinu bylo samoziejmé snadné spocitat, ze na trh slo 10 Zen, 100 pytld, 300
kocek a 2100 kotat, v8eho dohromady tedy bylo 2510.

Zaujala ji ale opacna otazka: pro které vysledky lze takovouto tilohu zformulovat
a jak bude vypadat?
Soutézni tloha
Je dano ¢islo n: pocet vSeho dohromady, co §lo na trh. Sestavte jednu moznost,
kolik bylo ¢eho, za nésledujicich predpokladii:
® Vsechny pocty musi byt vétsi nebo rovné 2.
® Pokud existuje vice ruznych feseni, chceme urcit takové, v némz je co
nejvice razngych typi objekti. (V ukazkové tloze jsou ¢tyfi typy objekti:
Zeny, pytle, kocky a kotata.)

Format vstupu a vystupu

Vstup je tvofen jedingm fadkem s jednim é&islem n (2 < n < 1012).

Prvni faddek vystupu bude obsahovat ¢islo ¢ (¢ > 1): nejvétsi mozny pocet
typt objekti. Druhy fadek vystupu bude obsahovat ¢ mezerami oddélenych cisel:
celkovy pocet objektt tohoto typu pro kazdy typ objektu, a to v pofadi, v némz
jsou jednotlivé typy objekti uvedeny v zadani tlohy.

Omezeni a hodnoceni

Vas program bude testovan na 10 sadach vstupt, za kazdou spravné vyfeSenou
vstupni sadu dostanete jeden bod.

V jednotlivych saddch maximalni hodnota n nepiekro¢i 10, 102, 103, 10, 106,
107, 10%, 5- 1019, 3- 10! a 10'2.



Priklady

Vstup: Vijstup:
12 2
2 10

Dveé zeny, kazda méla pét pytli.
Existuji jesté dvé jina optimalni feSeni: ,tri pstrosi, kazdy ma tfi antény“ a , ctyfi
zaby, kazda se dvéma pulci®.

Vstup: Viystup:
27 3
3 6 18

Tii velbloudi, kazdy ma dva hrby, na kazdém hrbu tri deky:.

Vstup: Vijstup:
11 1
11

Jedenact fotbalistu.



