69. ro¢nik Matematické olympiady — 2019/2020
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 69. ro¢niku MO kategorie P se kona v ttery 21. 1. 2020 v dopolednich
hodinach. Na feseni tloh mate 4 hodiny cistého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné praktickd tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakdzano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomticky
kromé psacich potfeb (napf. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriugici jeho sprdvnost (pfipadné dtikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni moZné odkazovat se na
vase Teseni tloh domaciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici.

e Zapis algoritmu. Ve vSech tlohach je tfeba uvést zépis algoritmu v né-
jakém dostateéné srozumitelném pseudokédu (pfipadné v programovacim
jazyce Pascal, C/C++ nebo Python). Nemusite detailné popisovat jedno-
duché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchjch matema-
tickych vztahi, vyhledavani v poli, tfidéni apod.

Za kazdou ulohu mizete ziskat maximalné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoc¢tu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadéani
kazdé ulohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSsenim
tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na souc¢asném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feSeni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympia-
dy https://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam uspésnych
fesiteld krajského kola a seznam fesitelt postupujicich do tstfedniho kola.



Obratte list.



P-II-1 Reverze

Na polici je vyznaceno n pozic a na kazdé z nich lezi jedno jablicko. Pozice jsou
ocislovany zleva doprava ¢isly od 0 do n — 1. Jablicko na pozici ¢ ma velikost a;.
Vsechna jablicka maji navzajem rizné velikosti.

Chceme vSechna jablicka usporadat podle velikosti od nejmensiho po nejvétsi.
Kvtli pfisnym hygienickym predpistim je vSak nesmime pfemistovat sami, musime
na to pouzit techniku.

V mistnosti s jablicky mdme mechanické rameno. Pomoci ného mtizeme sebrat
jablicka z libovolného souvislého tiseku police a vratit je zpatky na polici na jejich
puvodni mista, ale v opacném poradi. Tuto operaci nazveme reverze. Kazda reverze
trva stejné dlouho bez ohledu na to, jak dlouhy tsek obracime.

SoutéZni tloha

Je zadano pocatecni rozmisténi jablicek na polici. NapiSte program, ktery po-
moci mechanického ramena jablicka co nejefektivnéji usporada.
Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu je jedno celé ¢islo n: pocet jablicek.

Na druhém radku vstupu jsou zadany velikosti jablicek: navzdjem riznad kladna
cela ¢isla ag, ..., an_1.

Na vystup vypiste nékolik fadkt — jeden pro kazdou reverzi, kterou chcete
provést, a to v chronologickém pofadi. Pro kazdou reverzi vypiste nejmensi a nejvétsi
¢islo pozice v tseku, ktery chcete obratit.

Hodnoceni

Hlavnim kritériem hodnoceni kvality vaSeho feSeni je 7ddovy pocet reverzi,
které potiebujete provést. (Na konstantach nezalezi, takze napiiklad n3 reverzi je
stejné dobré feseni jako 7n® + 40 reverzi.)

Sekundarnim kritériem hodnoceni je ¢asova slozitost vaseho programu.

Za TeSeni, kterému staci provést linedrni pocet reverzi, ale méa kvadratickou
Casovou slozitost, muzete ziskat 6 bod.

Za TeSeni, které potfebuje vétsi nez linedrni pocet reverzi, miizete dostat nejvyse
4 body.



Priklady

Vstup: Vijstup:
7 46
10 50 40 30 70 60 20 14

Nejprve obratime usek 46, ¢imz dostaneme poradi jablicek 10 50 40 30 20 60 70.
Potom obratime tsek 1-4 a tim dostaneme spravné rostouci poradi.

Vstup: Vjstup:

7 56

20 30 40 50 60 70 10 45
3 4
23
12
01

Pro tento vstup existuji i jina feSeni s mensim poctem reverzi, nez ma reSeni uvedené
zde v prikladu.



P-II-2 Potrubi

Potrebujeme postavit potrubi délky presné ¢ centimetri, které bude mit ale-
spori f filtri. Mame k dispozici nékolik kusi trubek. Kazdy kus ma svou délku d;
a svij maximalni pritok za sekundu v;. Nékteré trubky obsahuji v sobé filtr, nékteré
ne. Hodnoty ¢ a d; jsou rozumné mald kladnd celd ¢isla.

SoutéZni uloha

Zjistéte, zda je mozné z trubek, které mame k dispozici, slozit potrubi s pozado-
vanymi parametry. Pokud ano, urcete také, jaky nejvétsi pratok mize toto potrubi
mit. (Pritok potrubi je roven minimu z pritokt trubek, z nichz se potrubi sklada.)
Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou déna dvé celd Cisla ¢ a f. Na druhém fadku
vstupu je ¢islo n: pocet trubek. Zbytek vstupu tvoti n fadkl. Kazdy z nich je tvaru
»di v; [ a popisuje jednu trubku (f; je A pokud trubka obsahuje filtr, resp. N, pokud
filtr neobsahuje).

Na vystup vypiSte maximalni pritok hledaného potrubi, nebo —1, jestlize neni
mozné pozadované potrubi postavit.
Hodnoceni

Plny pocet bodu dostanete za feSeni, které efektivné vytesi vstupy s parametry
n, ¢, f < 10000.

Nejvyse 7 bodi dostanete za TeSeni efektivni pro n, £, f < 500.

Nejvyse 5 bodii dostanete za feSeni efektivni pro n,£ < 500 a f = 0.

Nejvyse 3 body dostanete za feSeni efektivni pro n < 20.



Priklady

Vstup: Vigstup:
100 O 850

4

40 1500 N

60 700 A

25 850 N

35 2700 A

Optimalni je pouzit prvni, tieti a ¢tvrtou trubku. Prvni a druha trubka také tvoii
potrubi spravné délky, ale s mensim priitokem.

Vstup: Viystup:
200 2 1300

3

100 1700 N

100 1500 A

100 1300 A

Nemiizeme mit pritok vyssi nez 1300, nebot musime pouzit obé trubky s filtrem.

Vstup: Vystup:
100 O -1

1

110 4747 A

Jedina nase trubka je piilis dlouha.



P-II-3 Virus

Tajny agent James v pfestrojeni za instalatéra tspésné pronikl na nepiatel-
skou ambasadu. Na USB Kkli¢i si pfinesl sofistikovany virus, kterym by chtél nakazit
vSechny pocitace na ambasadé.

Na ambasadé je n pocitact. Nékteré dvojice pocitaci jsou propojeny kabely
a dokézou tak spolu pfimo komunikovat. Takové dvojice nazveme sousedni.

Bézné viry funguji tak, ze nakazeny pocitac¢ postupné nakazi vsechny své souse-
dy. Jamesuv virus je ale sofistikovanéjsi. Aby se dalo obtiznéji odhalit, odkud vlastné
prisel, sifi se tak, ze kazdy nakazeny pocitac¢ postupné nakazi vSechny sousedy svych
sousedl.

Nakazit pocita¢ virem z USB kli¢e trva dost dlouho a James pfi tom riskuje,
ze bude chycen a odhalen. Aby James minimalizoval riziko, chce nahrat virus do
pocitace jenom jednou.

Problém je, ze pri soucasném stavu propojeni mezi pocitaci se muze stat, ze se
virus nedokaze rozsifit na vSechny ostatni pocitace. James se proto rozhodl, ze dfive
nez néjaky pocita¢ nakazi, nékteré dvojice pocitact jesté propoji novymi kabely.
Také toto by ale bylo dobré provést co nejrychleji.

SoutéZni tloha

Je dan popis soucasného stavu pocitacové sité na ambasadé. Napiste program,
ktery pripravi instrukce pro Jamese: nejprve najde jednu nejmensi moznou sadu
novych kabelid, které ma zapojit, a potom mu sdéli ¢islo pocitace, na ktery ma
z USB kli¢e nahrat virus.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim radku vstupu jsou ¢isla n > 3 a m: pocet pocitacd na ambasadé
a pocet dvojic sousednich pocitact. Pocitace maji ¢isla od 0 do n— 1. Zbytek vstupu
tvori m fadkt. Na kazdém z téchto radkd jsou vzdy ¢isla dvou pocitaca, které spolu
sousedi (tj. mohou mezi sebou piimo komunikovat).

Na vystup postupné vypiste popis vsech kabeld, které ma James pfidat, a na
zavér Cislo pocitace, na ktery ma nahrat virus.

Hodnoceni

Plny pocet bodt dostanete za feSeni, které efektivné vyresi vstupy s n < 100 000
a m < 500000.

Za TeSeni efektivni pro n < 5000 muzete dostat maximéalné 7 bodi.
Nezapomente, zZe dilezitou soucéasti feseni je diikaz jeho spravnosti.



Priklady
Vstup: Vijstup:
6 0

N R, P, OO OB
WNWN -

3

Neni treba pridavat zadné kabely, stac¢i nakazit pocitac¢ c¢islo 0. Ten potom primo
nakazi vSechny ostatni pocitace. (Naptiklad pocitac 1 je soused souseda pocitace 0,
protoze 0 sousedi s 3 a 3 sousedi s 1.)

Vstup: Vijstup:
4 2 30
02 01
23 1

Az James natahne dva nové kabely, bude pocita¢ 1 sousedit s pocitacem 0 a ten
bude sousedit s pocitaci 2 a 3. Kdyz tedy James nakazi pocitac 1, tento pocitac
nakazi pocitace 2 a 3. Ndsledné jeden z téchto pocitaci nakazi pocitac 0. (Pocitac¢ 0
je sousedem souseda poditace 2, nebot 0 sousedi s 3 a 3 sousedi s 2.)



P-II-4 Exaktni exponencialni algoritmy

Tato soutézni tiloha navazuje na tlohu z doméaciho kola. Za zadanim tlohy
najdete studijni text, ktery je totozny se studijnim textem ze zadani domaciho kola.
Podulohy jsou nezavislé, miizete je Fesit v libovolném poradi.

Podiloha A (5 bodu)

Mame n tkold, které uz mély byt vSechny hotové a je tedy potieba vykonat je
co nejdiive. Neni mozné délat vice ukolt najednou, je tfeba provadét je postupné
jeden po druhém. Praci na jednotlivych tkolech ovSem mizeme libovolné prerusovat
a stfidat (napiiklad nejprve 10 minut pracovat na prvnim tkolu, potom 5 minut
na drubhém, potom 2 minuty nedélat nic, a pak opét 10 minut pracovat na prvnim
tikolu). Ukoly jsou oéislovany od 1 do n. Splnéni tikolu &islo i trva celkové ¢; sekund.

Nékteré tikoly je vhodné dokoncit ve spravném poradi. Piesnéji feCeno, pro
kazdou dvojici tkoldl 4, j je zaddna nezdpornad pokuta s; ;, kterou musime uhradit,
kdyz dokoncime tkol ¢ diive nez tikol j.

Navic plati, Ze tkoly je tfeba splnit co nejdiive. Bude-li ikol ¢ hotov po x
sekundéch od za¢atku, zaplatime za néj pokutu p(i,x). Pro kazdy kol roste veli-
kost pokuty v zavislosti na Case, tzn. kdyz x1 < z9, potom p(i,x1) < p(i,z3). Pro
ruzné tkoly mohou stejnému casu dokonceni odpovidat rtizné vysoké pokuty. Kon-
krétni podobu funkce p(4, x) neznate, mizete ji ale ve svém programu pouzivat (jako
kdybyste méli k dispozici knihovnu, kterd tuto funkci obsahuje).

Chceme vykonat vSechny tikoly tak, aby byl soucet pokut (dohromady za potradi
dokonéeni a za ¢as dokonéeni) co nejmensi. Navrhnéte algoritmus s ¢asovou sloZitosti
0(2"), ktery zjisti, jak toho dosdhnout. Nezapomerite na dikaz spravnosti.

Podiloha B (5 bodu)

Mésto je tvoreno n lokalitami a m ulicemi. Kazd4 ulice je obousmérna a spojuje
nékteré dveé lokality. V nékterych lokalitach bychom chtéli postavit vefejné zacho-
dy, a to tak, aby kazda ulice méla alesponn na jednom konci zdchod. Navrhnéte co
nejefektivnéjsi algoritmus na urceni nejmensiho poc¢tu zachodiu, které stacéi postavit,
kdyz pro né vhodné zvolime lokality.

Pfi vipoctu Casové slozitosti nemusite urcovat presné hodnoty konstant. Staci
napifklad uvést slozitost ve tvaru ,@(c¢"), kde ¢ je hodnota spliiujici nasledujici
vztah: ...“.



Studijni text — Exaktni exponencialni algoritmy

Pfi analyze algoritmi se ¢asto setkdvame se zjednodusenym tvrzenim, zZe algo-
ritmy s polynomidlni Casovou slozitosti povazujeme za efektivni, zatimco algoritmy
s exponencidlni (a horsi) ¢asovou slozitosti povazujeme za neefektivni. V tomto roé-
niku olympiady trochu nahlédneme do svéta exponencidlnich algoritmi a uvidime,
Ze toto zjednoduseni nemusi byt vzdy pravdivé.

Porovnani ¢asovych sloZitosti

Pro soucasné pocitace muzeme odhadnout, ze za minutu vykonaji priblizné
1019 jednoduchych logickych krokt programu. Mame-li tedy algoritmus s ¢asovou
sloZitosti f(n) a zajima nas, jak velké vstupy dokaze za minutu vyfesit, hleddme
jednoduse nejvétsi n takové, ze f(n) < 1010, Vysledky pro nékteré zajimavé funkce
uvadime v tabulce:

f(n) ‘ nlogn ‘ n? ‘ n3 ‘ 3n? ‘ 2" ‘ 1,42™ ‘ 1,17 ‘ n!
maxn | 500000000 | 100000 | 2154 | 240 | 33 | 66 | 241 | 13

Vidite, Ze napiiklad mezi polynomialni dasovou sloZitosti 3n* a exponencialni &aso-
vou slozitosti 1,1 neni v praxi az tak velky rozdil: oba algoritmy maji skoro stejné
rozsahy efektivné feSitelnych vstupt.

Mozn4 jste si v tabulce vSimli, Ze 66 je dvakrat 33. To neni ndhoda, plati totiz
(V2)m = (2V/ 2)” = 2"/2_ Znamena to, 7e kdy# Gasovou sloZitost algoritmu zlepsime
z 2" na V2" ~ 1,42™, potom takto upraveny algoritmus zvladne ve stejném case
vytesit priblizné dvakrat vétsi vstup nez ptivodni algoritmus.

Tuto tivahu miiZzeme zobecnit. V§raz a™ upravime nasledovné: plati a = 21982,
a proto a” = (21°g2 “)n = 2nlogz @ Tim napiifklad dostaneme, #e 1,17 je piiblizné
totéz jako 2013757 yesp. 27/7:27254 ZlepSeni Gasové slozitosti z 2" na 1,1" tedy zna-
mena, ze novym algoritmem ve stejném c¢ase vyresime vice nez sedmkrat vétsi vstup
nez algoritmem puvodnim. Obecné plati, ze kazdé snizeni zakladu exponencidlni
funkce nekolikrat zvétsi rozsah vstupi, které jesté dokdzeme efektivné vytesit.
Tézké problémy

V teoretické informatice mame mnoho algoritmickych problém, které jsou téz-
ké: nezname pro né zadny algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti a ¢asto mame
dobré duvody domnivat se, ze takové ¢asové slozitosti pro né vibec nelze dosahnout.
(Exaktni diikaz této domnénky pro jednu konkrétni sadu tézkych problémi je jednim
z nejvyznamnéjsich otevienych problémt v informatice.)

Z pozorovani uvedenych v predchozi ¢asti studijniho textu ovsem vyplyva jeden
mozny ,smér utoku“: kdyz narazime na takovyto problém a potiebujeme ho exaktné
vyresit, jednou z moznosti je snazit se nalézt takovy exponencialni algoritmus, jehoz
zéklad exponencialni funkce bude co nejmensi. Cim blize k jedni¢ce se dostaneme,
tim vétsi vstupy dokdzeme vyTesit v rozumném case.

Ve studijnim textu si ukdzeme dva takové tézké problémy a predvedeme na
nich dvé techniky névrhu Sikovnjch exponencidlnich algoritmi.
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Zapis Casové sloZitosti exponencialnich algoritmi

Pfi odvozovéani ¢asové slozitosti klasickych efektivnich algoritmt byva zvykem
zanedbavat konstanty. Misto pfesného vyjadfeni, ze algoritmus na vstupu velikosti n
vykona nejvyse Tn? —3n+147 krokt vypoétu, spokojime se obvykle s asymptotickym
odhadem ,¢asova slozitost algoritmu je O(n?)“ — neboli ,céasova sloZitost je n&jaka
funkce, ktera roste fadové nejvyse tak rychle, jako funkce n2“.

Pti analyze exponencidlnich algoritm® nékdy budeme podobnym zptisobem
zanedbéavat i polynomiélni faktory. Takovy horni odhad slozitosti budeme zapisovat
O. Napiiklad funkce 1,9", 100 - 2" nebo (3n? + 6)2" + n* patif obé do t¥idy @(2”),
ale funkce 0,047 - 2,01™ tam uz nepatii.

Formélng, funkce f patii do O(g) pravé tehdy, kdyz patif do O(p-g) pro néjaky
polynom p.

Casova sloZitost rekurzivnich programi

Neékteré exaktni exponencialni algoritmy jsou zalozeny na backtrackingu (tzn.
na rekurzivnim prohleddvani s navratem). Pfi analyze jejich ¢asové sloZitosti budeme
pouzivat nasledujici tvrzeni:

Véta o Casové slozitosti rekurze. Méjme rekurzivni algoritmus A, ktery pii
feSeni problému postupuje nasledovné: Kdyz ma vstup malé konstantni velikosti,
vyfesi ho v konstantnim case. V obecném pripadé pro vstup velikosti n postupné
provede k rekurzivnich volani, pfi¢emz pfi ¢-tém z nich se rekurzivné zavola na vstup
velikosti nejvyse n — a;. (Hodnoty k a a; jsou konstanty, které se béhem vypoctu
neméni.) Kromé téchto rekurzivnich volani algoritmus provede jenom polynomialné
mnoho kroka vypoctu vzhledem k n. Potom plati, Ze casova slozitost algoritmu je
O(a™), kde « je jediné kladné realné feeni rovnice

:ETL _xn—al .. _xn—ak — 0

Naért dukazu. Oznacime-li ¢asovou slozitost naseho algoritmu 7T, z popisu
algoritmu A dostavdme, 7e T spliiuje rekurentni vztah T'(n) = T(n —aq) + -+ +
T(n — a) + p(n), kde p je n&jaky polynom. KdyZ zanedbdme p a hleddme ¢istou
exponencialni funkci T splitujici tento rekurentni vztah, takze polozime T'(n) =
o™, dostaneme pro « vyse uvedenou rovnici. Nasledné lze ukazat, ze kdyz za «
vezmeme kladné redlné feseni této rovnice, potom nas algoritmus skuteéné vykona
O(a™) rekurzivnich volani. Celkovy ¢as jeho béhu tedy mizeme shora odhadnout
O(p(n) - a™).

Priklady pouziti. Jestlize algoritmus pii feSeni problému velikosti n provede
dvé rekurzivni volani na problémy velikosti n — 1, dostdvame rovnici ™ — 2"~ ! —
2"~ 1 = 0. ProtoZe hleddme kladny realny koien, miizeme obé strany rovnice vydélit
nenulovym vyrazem z" ! a dostaneme  —1—1 = 0, neboli z = 2. Tento algoritmus
mé tedy asovou slozitost O(2").

Jestlize vSak algoritmus provede jedno rekurzivni volani na problém velikosti
n—1 a jedno na problém velikosti n — 3, dostaneme stejnou ivahou rovnici 23 — 22 —
1 = 0. Jejim jedinym kladnym redlnym kofenem je x ~ 1,4656. Takovy algoritmus
ma tedy Gasovou slozitost O(1,4656™).

11



Maximalni nezavisla mnozina

V zoologické zahradé pravé postavili novy vybéh. Maji n zvifat, kterd by do
vybéhu chtéli vypustit. Problém je ale v tom, Ze nékteré dvojice zvifat nemohou
byt spolu ve vyb&hu, nebot by se zvifata pokousala. Na vstupu dostanete seznam
vsech m takovych dvojic. Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti, kolik nejvyse zvirat
miuze skoncit ve vybéhu.

Dtive nez se pustime do lepsich feSeni, ukdzeme si, jak lze tuto tlohu snadno
vyTesit s ¢asovou slozitosti O(m2™). Existuje pfesné 2" riznych podmnozin zvitat.
Postupné kazdou z nich vygenerujeme, projdeme cely seznam dvojic a podivame se,
zda jsme nahodou nevybrali obé zvifata z nékteré dvojice.

Maximalni nezavisla mnoZina: lepsi algoritmus 1

Na&s algoritmus bude mit podobu rekurzivni funkce, kterd dostane na vstupu
néjakou mnozinu zvitat a na vystupu vrati adaj, kolik nejvyse z téchto zvitat mizeme
umistit do prazdného vybéhu.

Uvazujme néjaké zvite z. Optimalni feseni, které neobsahuje z, najdeme tak,
ze se funkce rekurzivné zavola na vSechna zvifata kromé z. Jak najdeme optimélni
feSeni, které obsahuje z? Ozname N(z) mnozinu téch zvifat, kterd nemohou byt
ve vybéhu spolecné se zviretem z. Kdyz se rozhodneme do vybéhu pustit zvite z,
zvifata z N(z) tam pustit nemtizeme. Optimalni FeSeni obsahujici z tedy ziskdme
tak, ze se funkce rekurzivné zavolad na vSechna zvifata kromé z a kromé mnoziny
N(z). Nésledné do takto ziskaného feSeni pridame jesté zvife z. Na vystup nase
funkce vrati vétsi z obou pravé popsanych feseni.

Je zjevné, ze za zvife z se vyplati zvolit to zvire, které ma co nejvice konflikti
s jingmi — abychom pfi druhém rekurzivnim voldni dostali co nejmensi mnozinu
zbyvajicich zvirat. Toto pozorovani nas privadi k nasledujicimu algoritmu:

1. Pokud m4 kazdé zvife nejvyse jeden konflikt: Vezmi vSechna bezkonfliktni
zvitata. Z kazdé dvojice, ktera je v konfliktu, vezmi jedno libovolné zvire.
Tim vypocet konci.

2. V opa¢ném pripadé najdi zvife z, které ma nejvice konfliktd s ostatnimi
zviraty.

3. Rekurzivné najdi nejlepsi feseni pro vSechna zvirata kromeé z.
4. Rekurzivné najdi nejlepsi feSeni pro vSechna zvifata kromé z a N(z),
pridej do tohoto feseni z.

5. Na vystup vrat lepsi z téchto dvou feSeni.

Pro velké vstupy tento algoritmus vzdy vykonda dvé rekurzivni volani. Prvni je
na vstup velikosti n — 1. Jelikoz vybrané zvife z méa alespon dva konflikty, druhé
rekurzivni volani je na problém velikosti nejvyse n — 3. Z véty o cCasové slozitosti
rekurze tedy plyne, Ze toto FeSeni mé ¢asovou slozitost O(1,4656™).

Maximalni nezavisla mnozina: leps$i algoritmus 2

Také tento algoritmus bude mit podobu rekurzivni funkce, ktera dostane na

vstupu néjakou mnozinu zvitat a na vystupu vrati tdaj, kolik nejvyse z téchto zvirat
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miZzeme umistit do prazdného vybéhu.

Pripomenme si, ze optimalni feSeni, které obsahuje zvife z, umime nalézt tak,
7e najdeme optiméaln{ feSeni pro vSechna zvifata kromé z a N(z) a potom do néj
pridame jesté zvire z. Tentokrat budeme pokracovat trochu jinou myslenkou. Tvr-
dime, Ze v optimalnim FeSeni, které z neobsahuje, musi byt ve vybéhu alespon jedno
ze zvifat pat¥icich do N(z). To je dost zjevné: FeSeni, v némz neni ve vybéhu ani z,
ani z4dné zvife z N(z), nemiZze byt optimalni, nebot ho mizeme zlepsit pfidanim
zvirete z do vybéhu.

Méjme nésledujici algoritmus (slovo ,nejméné“ v kroku 1 vysvétlime pozdéji):

1. Najdi zvife z, které ma nejmeéné konflikt s ostatnimi.

2. Pro kazdé zvife y z mnoziny {z} U N(z):

3. Rekurzivnim volanim najdi nejlepsi feseni pro vsechna zvirata
kromé y a N(y).

4. Pridej do néj y, ¢imz dostanes nejlepsi feSeni obsahujici y.

5. Na vystup vrat nejlep$i z feSeni sestrojenych v predchézejicim kroku.

Priklad. Necht z je zebra a nechf zaroven s ni nemutze byt ve vyb&hu ki,
srnka ani antilopa. Potom v optimélnim feSeni je alesponi jedno z téchto ¢tyt zvirat.
Postupné tedy pro kazdé z nich najdeme rekurzivnim volanim nejlepsi feSeni, které
ho obsahuje.

Nechf mé vybrané zvife k konfliktti. Ze zptsobu volby zvifete z v kroku 1
vyplyva, Ze kazdé zvire mé alesporni k konflikt. Potom tento algoritmus provede k+1
rekurzivnich volani, pficemz kazdé z nich bude na néjaky novy problém s nejvyse
n — (k+ 1) zvifaty.

Lze ukazat, ze nejhorsi pripad nastane pro & = 2, tedy kdyz ma kazdé zvire
presné dva konflikty. V tomto ptipadé bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost
O(3"/3), coz mitzeme upravit do podoby O(1,4423™).

Maximalni nezavisla mnoZina: nalezeni vSech optimalnich FeSeni

,Lepsi algoritmus 2“, ktery jsme pravé popsali, mizeme snadno upravit tak,
aby spocital nejen nejvétsi pocet zvirat ve vybéhu, ale navic aby postupné vygenero-
val a vypsal vSechna optimdlni feSeni této tilohy. Z toho plyne, ze optimalnich feSeni
nemuze byt vice nez (’5(3”/3). Je jich tedy vzdy vyrazné méné nez 2".

Snadno ukazeme, ze tento odhad je pomérné tésny. Staci vzit n = 3k zvitat,
rozdélit je do trojic a Tici, ze v kazdé trojici jsou kazda dveé zvitata v konfliktu. Potom
bude kazdé optimalni feSeni obsahovat pravé jedno zvite z kazdé trojice, takze bude
existovat piesné 3% = 3"/3 optimalnich feseni.

Problém obchodniho cestujiciho

V zemi se nachézi n mést oéislovanych od 1 do n. Pro kazdou dvojici mést (i, j)
zndme cenu ¢; ; jizdenky z mésta ¢ do mésta j. Obchodni cestujici Emil potiebuje
procestovat celou zemi: chce zacit ve mésté 1, postupné navstivit prdvé jednou kazdé
jiné mésto a nakonec se vratit zpét do mésta 1. Kolik penéz mu na to stac¢i?
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Primocaré feseni této tilohy ma ¢asovou slozitost jesté horsi nez exponencidlni.
Emila zajima, v jakém pofadi ma navstivit mésta 2 az n, hleda tedy jejich optimalni
permutaci. To miizeme vyFesit tak, Ze postupné vygenerujeme vsech (n — 1)! permu-
taci mést 2 az n a pro kazdou z nich spocitame, kolik by nas stélo jizdné. Takové
feeni ma Gasovou slozitost O(n!).

Problém obchodného cestujiciho: dynamické programovani

Ukézeme si, jak lze tuto tlohu vyfesit s dasovou slozitosti O(2"), presndji v dase
O(n%2m).

Podivejme se na Emila nékdy béhem jeho cesty. Uz navstivil néktera meésta a
zaplatil néjaké penize za jizdné. Polozime mu nyni otazku: ,Za kolik nejméné penéz
dokéazes svoji cestu dokoncit?“

Na ¢em zéavisi odpovéd? Pouze na dvou vécech: na mésté a, kde se Emil pravé
nachazi, a na mnoziné mést B, kterd jesté nenavstivil. Ozna¢me d, g odpovéd na
otazku s témito dvéma parametry.

Je-li mnozina B prazdna, na otazku lze snadno odpovédét: d, g = ¢4 1, nebot
uz se jenom potfebujeme vratit z aktualniho mésta a na zacatek. Ve vsech ostatnich
ptipadech se podivame, co Emil udéld v nasledujicim kroku: vybere si nékteré mésto
b € B a odcestuje do néj. Nejlepsi feseni pro konkrétni mésto b bude Emila stat
Cap + dp,p\{p) Penéz: nejprve zaplati c,;, za cestu z a do b a potom dy, p\ () za
optimalni dokonceni feseni v situaci, kdy stoji ve mésté b a jesté potiebuje navstivit
ostatni mésta z mnoziny B.

Hodnotu d, g pro B # () tedy spoc¢itame tak, Ze postupné vyzkousime vSechna
b € B, pro kazdé z nich zjistime, k jakému nejlepsimu feSeni vede, a z takto ziskanych
hodnot vezmeme minimum.

Zajimé nas celkem O(n2") raznych hodnot d, g, nebot je n zptsobt jak zvolit a
a pro kazdé konkrétni a pak nejvyse 27! moznosti pro B. Pro kazdé mésto kromé a
méme totiz dvé moznosti: bud toto mésto v B lezi, nebo tam nelezi. Kazdou otdzku
dokézeme zodpovédét v c¢ase O(n), takze celkova Casové slozitost vypoctu vsech
hodnot d, g je O(n?2™). Vyslednym Fesenim je potom hodnota di{2,3,...n}-

Rekurzivni implementace vypada takto:

Funkce d(a, B):

1. Jestlize jsme uz nékdy zpracovali vstup (a, B):
Vratime zapamatovanou odpovéd.
Jestlize je B prazdna:
odpovéd + Cla, 1]
Jinak:

odpovéd < min{C|a, b] + d(b, B\ {b}) | b € B}
Zapamatujeme si Ze pro vstup (a, B) je vystupem odpovéd.
Vréatime odpovéd.

®© NSO W

Vsimnéte si, ze pii kazdém rekurzivnim volani se zmensi mnozina dosud nena-
vstivenych mést. Diky tomu kazda vétev rekurze skonéi. Pro kazdou z O(n2"™) dvojic
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(a, B) se t&lo této funkce (vypocet konkrétni hodnoty d, g) provede nejvyse jednou,
proto skute¢né dosdhneme slibené celkové ¢asové slozitosti O(n?2m).

Totéz mlzeme zapsat bez rekurze:

1. Pro kazdé a:

2 Dia,0] + Cla,1]

3 Pro kazdou velikost vb mnoziny B od 1 do n — 1:

4. Pro kazdou mnozinu B velikosti vb:

5. Pro kazdé a ¢ B:

6 Dia, B] < o

7 Pro kazdé b € B:

8 Dila, B] + min(D|a, B], Cla, b]+D[b, B\{b}])

Vsimnéte si, Ze v této implementaci pii vypoctu néjaké hodnoty d, g uz zndme
iteraci vnéjsiho for-cyklu: mnozina B\ {b} mé mensi velikost nez mnozina B.

Na zavér dodejme, ze pii praktické implementaci tohoto algoritmu bychom
pro uloZzeni mnozin B pouzili tzv. bitové masky (bitmasky): mnozinu {z1,...,2;}
bychom reprezentovali ¢islem 2% - .. + 2% tedy ¢islem, které ma nastaveny prave
bity s ¢isly x1,...,x;.

Rozmyslete si, ze mé-li konkrétni mnozina pfifazeno né€jaké ¢islo, potom vsech-
ny jeji podmnoziny maji mensi éisla (nebot kdyZ smaZeme z mnoziny prvek, tak
ve dvojkovém zapisu cisla, které ji reprezentuje, zménime pitislusnou jednic¢ku na
nulu). Misto vnéjsich dvou for-cykli bychom tedy mohli pouZit jen jeden for-cyklus
pres vSechna ¢isla predstavujici platné kédy mnozin, od nejmensiho po nejvétsi. Tim
dostaneme jiné pofadi, v némz budeme mnoziny B zpracovavat, ale vySe popsany
algoritmus bude stale korektné fungovat, protoze pro kazdé B a b bude i nyni platit,
7e mnozinu B \ {b} zpracujeme d¥ive nez mnozinu B.
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