69. ro¢nik Matematické olympiady — 2019/2020
Ulohy domdciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvoiit a od-
ladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou tloh
odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pfistupné na stran-
ce hitps://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana
feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vy-
sledky vyhodnoceni se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny
pocet 10 bodd, muzete své Feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, za kazdou z nich lze ziskat az 10 bodi.
Reseni musi obsahovat popis algoritmu, zdtivodnéni jeho spravnosti a odhad ¢asové
a pamétové slozitosti. Nemusite psat program, algoritmus staéi zapsat ve vhodném
pseudokédu nebo dokonce jenom slovné, ale v tom ptipadé dostatecné podrobné
a srozumitelné. Hodnoti se nejen spravnost, ale také efektivita zvoleného postupu
feseni. Uloha P-I-4 je tvofena tfemi samostatnymi podilohami. Cést bodt dosta-
nete, i kdyz vyfesite spravné jenom nékterou z nich. Reseni obou teoretickjch tiloh
odevzdavejte ve formé souboru typu PDF pies vysSe uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tiloh miizete odevzdavat do 15. listopadu 2019. Opravend feseni
a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olym-
piddy na adrese hitps://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace
o kategorii P.

Experimentalni jazyky: V letosnim roéniku MO-P jsme experimentalné povolili
odevzdavat praktické tlohy i v jazycich Python 3 a Java 11. U nich nicméné neza-
rucujeme, ze bude mozné ziskat plny pocet bodu — je mozné, ze program nestihne
dobé&hnout do ¢asového limitu, byt pouziva algoritmus s optimélni ¢asovou slozitosti.
Také neslibujeme, ze tyto jazyky budou k dispozici v dalsich kolech soutéze.



P-I-1 Schodisté
Na horu Inari vede dlouhatanské nepravidelné schodisté. Jeho schody jsou ocis-
lovany zdola nahoru od 1 do n. Vysku schodu ¢ oznacime h;.

Mnich Takesi kazdé rano vynasi védro vody po schodisti na horu Inari. Zac¢ina
u studné vykopané tésné pod schodem 1 a kon¢i az ve svatyni zbudované na vrcholu
hory hned nad schodem n.

Takesi kazdym krokem stoupéa alespon o jeden schod vyse, obcas ale udéla delsi
krok a nékteré schody vynecha. Nejvétsi vyskovy rozdil, ktery zvlddne prekonat
jednim krokem, oznac¢ime d. Takovy krok dokéze udélat bez ohledu na to, kolik
schodd pfi tom vynecha.

Pro zadany popis schodisté vypocitejte, kolika rtiznymi zptisoby mize Takesi
vystoupat na horu.
Format vstupu a vystupu
Na prvnim fadku vstupu je uveden pocet schodi n a maximalni vyska kroku d.
Na druhém Fadku vstupu jsou celé ¢isla hq, .. ., h, udavajici vysky jednotlivych
schodt.
Na vystup vypiste jeden fadek s jednim celym c¢islem: zbytek, ktery dava hle-
dany pocet zptisobtt po déleni ¢islem 10° + 7.
Omezeni a hodnoceni
Vase Teseni bude testovano na péti sadach vstupnich dat, za spravné vyteseni
kazdé z nich dostanete dva body. V kazdé sadé plati 1 < h; < 10% ataké h; < d < 10°
pro vSechna . V jednotlivych sadach plati nasledujici dalsi omezeni:
e Sada #1: n < 16.
e Sada #2: n < 50 a v kazdém vstupu existuje nejvyse 108 riiznych zptisobt
vystupu na horu.
® Sada #3: n < 1000.
e Sada #4: n < 100000 a d < 10.
e Sada #5: n < 500000.

Priklad

Vstup: Viystup:
4 100 6

20 30 50 30

Cislem i oznaéime stav, v némz Takesi pravé stoji na i-tém schodu — specialné 0
oznacuje stav, kdy jesté nezacal stoupat po schodech. Existuje Sest riznych zpusobi,
jak mize Takesi vystoupat na horu. Odpovidaji jim nasledujici posloupnosti stavii:
01234, 0124, 0134, 0234, 024 a 034.



P-I-2 Nova bankovka

V Kocourkové maji systém platidel velmi podobny nasemu. Nejmensi nominélni
hodnotou je 1 tolar. Existuji mince a bankovky s néasledujicimi peknymi, systematic-
ky zvolenymi nominédlnimi hodnotami: 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000,
5000, 10000, 20000 a 50000 tolarti.

Kocourkovska centralni banka se rozhodla, ze vyda jesté jednu novou bankovku
v hodnoté presné x tolari.

Obyvatelé Kocourkova si nyni kladou fadu otédzek tohoto typu: ,,Kdyz budu
chtit zaplatit pfesné ¢; tolart, kolik nejméné kust platidel stac¢i pouzit?«
Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu je €islo x: nominalni hodnota nové bankovky. Na
druhém fadku je ¢islo g: pocet otazek, které maji obyvatelé Kocourkova. Na tfetim
fadku jsou mezerami oddélend ¢isla tq,...,t,: sumy pro jednotlivé otazky.

Na vystup vypiste g fadkl: postupné pro kazdou otazku jeden radek s prislus-
nou spravnou odpovédi.
Omezeni a hodnoceni

Vase feseni bude testovano na péti sadach vstupnich dat, za spravné vyieseni
kazdé z nich dostanete dva body. V kazdé sadé plati ¢ < 50 a je zaruceno, Ze x

bude rtzné od nominalnich hodnot existujicich platidel. V jednotlivych sadach plati
nasledujici dalsi omezeni:

sada T vsechna t;
#1 <20 <20
#2 = 100000 <10°
#3 < 10° < 10°
#4 <107 <107
#5 <2-10° <2-10°

Priklad

Vstup: Vijstup:

4700 3

4 2

53 9400 9401 30000 3

2

Nova bankovka ma hodnotu 4700 tolar.
® Nejlepsim zpiisobem jak zaplatit 53 tolarti je pouzit platidla s hodnotami
50 + 2 + 1.
® Nejlepsim zpitisobem jak zaplatit 9400 tolari je pouzit dvé nové bankovky.

® Nejlepsim zpiisobem jak zaplatit 9401 tolart je pouzit dvé nové bankovky
a jednu 1-tolarovou minci.

® Nejlepsim zpiisobem jak zaplatit 30000 tolart je 10000 + 20000.



P-I-3 Rekonstrukce mapy

Cestovatel Parko Molo nedavno navstivil jedno ostrovni kralovstvi tvorené
n stejné vypadajicimi ostrovy. Nékteré dvojice ostrovti byly propojeny mosty, a to
tak, Ze po mostech bylo mozné dojet z libovolného ostrova na libovolny jiny ost-
rov pravé jednim zpisobem. (Mosti tedy bylo pfesné n — 1 a odborné fikdme, Ze
kralovstvi mélo stromovou topologii.)

Kdyz uz Parko z kralovstvi odcestoval, uvédomil si, Ze iplné zapomnél nakreslit
si jeho mapu. Ve svém notesu nasel jenom seznam, kam si zapsal, kolik mostt vedlo
ze kterého ostrova. Ale ani spravnosti tohoto seznamu tplné nedivéiuje.

SoutéZni tloha

Jsou déna ¢éisla dy, ..., d,. Zjistéte, zda existuje ostrovni kralovstvi vyse po-
psanych vlastnosti, jehoZ ostrovy je mozné ocislovat od 1 do n tak, aby pro kazdé ¢
platilo, Ze z ostrova i vede pfesné d; mosti.

Pokud takové krélovstvi existuje, sestrojte jeho (jednu moznou) mapu — pfesnéji
seznam mostl spojujicich jeho ostrovy.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim rfadku vstupu je uvedeno kladné celé ¢islo n. Na druhém fadku
vstupu jsou mezerami oddélend kladn4 celd ¢isla dy, . .., d,. (Tato ¢isla se vejdou do
bézné celodiselné proménné, ale nic jiného o jejich velikosti nepfedpokladejte.)

Pokud takové kralovstvi neexistuje, vypiste na vystup jeden radek s fetézcem
,heexistuje”.

Pokud takové kralovstvi existuje, vystup bude tvoren n — 1 fadky a na kazdém
z nich budou dvé cela ¢isla z rozsahu od 1 do n: ¢isla dvou ostrovil spojenych mostem.
Tato ¢isla musi byt zvolena tak, aby se z kazdého ostrova dalo dojet po mostech na
libovolny jiny ostrov a navic aby platilo, Ze z kazdého ostrova ¢ vede pfesné d; mosti.
Existuje-li vice raznych feseni, vypiste jedno libovolné z nich.

Omezeni a hodnoceni

® 7a TeSeni s optimalni ¢asovou slozitosti muzete dostat plny pocet 10 bod.

® 7a jiné TFeseni, které je dostatecné efektivni na to, aby na bézném pocitaci
béhem nékolika sekund vyfesilo vstup velikosti n = 10®, mfizete dostat az
8 bodu.

® Reseni dostateéné efektivni pro n = 5000 bude ohodnoceno az 6 body.

® 7Za libovolné funkéni feSeni lze ziskat 3 body, bez ohledu na jeho efektivitu.

e Nezapomerite, ze dilezitou soucasti feSeni je dikaz jeho spravnosti.



Priklady

Vstup: Vijstup:
3 neexistuje
412

Rozmyslete si, ze v zadném kralovstvi nemohou byt dva ostrovy piimo spojeny vice
nez jednim mostem. Mame-li tedy pouze tii ostrovy, nemiize existovat ostrov, z néhoz
vedou Ctyfi mosty.

Vstup: Vijstup:
/ " )
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Vstup: Viystup:
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P-I-4 Exaktni exponencialni algoritmy

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Do-
porucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom se vratit k samotnym
soutéznim tloham.

a) (2 body) V tloze o maximalni nezavislé mnoziné uvazujme nyni jenom
vstupy, v nichz plati, Ze kazdé zvife ma nejvyse dva konflikty. Navrhnéte
algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolny takovy
vstup vypocita, kolik nejvyse zvifat mtzeme pustit do vybéhu.

b) (4 body) Ukazte, jak lze pomoci algoritmu z podilohy a) zlepsit ,lepsi
algoritmus 1“ ze studijniho textu. Jakou casovou slozitost bude mit algo-
ritmus, ktery takto dostanete?

¢) (4 body) Mame n krabic. Kazda krabice mé né&jakou vysku (v cm), néjakou
hmotnost a néjakou nosnost (oboje v kg). Z nékterych krabic chceme
postavit véz: jednu krabici polozime na zem, druhou na prvni, tfeti na
druhou, a tak dale. Krabice miizeme na véz pokladat v libovolném poradi.
Véz je stabilni, pokud pro kazdou krabici plati, Ze sou¢et hmotnosti vsech
krabic umisténych nad ni je mensi nebo roven jeji nosnosti.

Navrhnéte algoritmus s ¢asovou slozitosti @(2”), ktery zjisti, jakou nej-
vy$si stabilni véz miizeme z dané sady krabic postavit.

Studijni text - Exaktni exponencialni algoritmy

P1i analyze algoritmt se casto setkdvame se zjednoduSenym tvrzenim, ze algo-
ritmy s polynomidlni Casovou sloZitosti povazujeme za efektivni, zatimco algoritmy
s exponencidlnd (a horsi) Casovou sloZitosti povazujeme za neefektivni. V tomto roc-
niku olympiddy trochu nahlédneme do svéta exponencialnich algoritmi a uvidime,
ze toto zjednoduseni nemusi byt vzdy pravdivé.

Porovnani ¢asovych sloZitosti

Pro soucasné pocitace mizeme odhadnout, ze za minutu vykonaji pfiblizné
1019 jednoduchych logickych krokt programu. Mame-li tedy algoritmus s ¢asovou
slozitosti f(n) a zajima nds, jak velké vstupy dokédZze za minutu vyfesit, hleddme
jednoduse nejvétsi n takové, ze f(n) < 100, Vysledky pro nékteré zajimavé funkce
uvadime v tabulce:

f(n)‘ nlogn ‘ n? ‘ n? ‘3714 ‘ 2"

maxn | 500000000 | 100000 | 2154 | 240 | 33 | 66 | 241 | 13

n!

1,427 ‘ 1,1

Vidite, Ze napiiklad mezi polynomialni dasovou sloZitosti 3n* a exponencialni &aso-
vou slozitosti 1,1™ neni v praxi az tak velky rozdil: oba algoritmy maji skoro stejné
rozsahy efektivné fesitelnych vstupd.

Mozné jste si v tabulce v§imli, ze 66 je dvakrat 33. To neni ndhoda, plati totiz
(V2)"™ = (21/2)" = 2/2. Znamen4 to, Ze kdyz casovou slozitost algoritmu zlepsime
z 2" na V2 ~ 1,42™, potom takto upraveny algoritmus zvladne ve stejném case
vyresit priblizné dvakrat vétsi vstup nez ptivodni algoritmus.
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Tuto Gvahu miZeme zobecnit. Vyraz a™ upravime nasledovné: plati a = 21982,
a proto a” = (21°g2 “)n = 2"1°82@ Tim napiiklad dostaneme, 7e 1,1" je p¥iblizné
totéz jako 2013757 regp. 27/7:27254 Zlepseni ¢asové slozitosti z 2" na 1,1" tedy zna-
mena, ze novym algoritmem ve stejném cCase vyresime vice nez sedmkrat vétsi vstup
nez algoritmem puvodnim. Obecné plati, ze kazdé snizeni zdkladu exponencidlni
funkce nekolikrdt zvétsi rozsah vstupi, které jesté dokazeme efektivné vyresit.
Tézké problémy

V teoretické informatice mame mnoho algoritmickych problém, které jsou téz-
ké: nezname pro né zadny algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti a ¢asto mame
dobré duvody domnivat se, ze takové ¢asové slozitosti pro né vibec nelze dosahnout.
(Exaktni diikaz této domnénky pro jednu konkrétni sadu tézkych problémi je jednim
z nejvyznamnéjsich otevienych problémi v informatice.)

7Z pozorovani uvedenych v predchozi ¢asti studijniho textu ovsem vyplyva jeden
mozny ,smér utoku“: kdyz narazime na takovyto problém a potfebujeme ho exaktné
vyresit, jednou z moznosti je snazit se nalézt takovy exponencialni algoritmus, jehoz
zéklad exponencialni funkce bude co nejmensi. Cim blize k jedniéce se dostaneme,
tim vétsi vstupy dokdzeme vytesit v rozumném case.

Ve studijnim textu si ukdzeme dva takové tézké problémy a predvedeme na
nich dvé techniky névrhu Sikovnjch exponencialnich algoritmii.

Zapis €asové sloZitosti exponencialnich algoritmu

P1i odvozovani ¢asové slozitosti klasickych efektivnich algoritmd byva zvykem
zanedbavat konstanty. Misto pfesného vyjadfeni, ze algoritmus na vstupu velikosti n
vykona nejvyse Tn? —3n+147 krokt vypoctu, spokojime se obvykle s asymptotickym
odhadem ,¢asova sloZitost algoritmu je O(n?)“ — neboli ,¢asové slozitost je néjakd

funkce, kterd roste faddové nejvyse tak rychle, jako funkce n2“.

Pti analyze exponencidlnich algoritm® nékdy budeme podobnym zptisobem
zanedbéavat i polynomiélni faktory. Takovy horni odhad slozitosti budeme zapisovat
O. Napiiklad funkce 1,9", 100 - 2" nebo (3n? + 6)2" + n* patif obé do t¥idy @(2"),
ale funkce 0,047 - 2,01 tam uz nepatii.

Formalné, funkce f patii do @(g) pravé tehdy, kdyz patii do O(p-g) pro né&jaky
polynom p.

Casova sloZitost rekurzivnich programu

Nékteré exaktni exponencidlni algoritmy jsou zaloZeny na backtrackingu (tzn.
na rekurzivnim prohledévani s ndvratem). Pfi analyze jejich ¢asové slozitosti budeme
pouzivat nasledujici tvrzeni:

Véta o Casové sloZitosti rekurze. Méjme rekurzivni algoritmus A, ktery pii
feSeni problému postupuje nasledovné: Kdyz ma vstup malé konstantni velikosti,
vyfesi ho v konstantnim case. V obecném pripadé pro vstup velikosti n postupné
provede k rekurzivnich volani, pficemz pfi i-tém z nich se rekurzivné zavola na vstup
velikosti nejvyse n — a;. (Hodnoty k a a; jsou konstanty, které se béhem vypoctu
neméni.) Kromé téchto rekurzivnich volani algoritmus provede jenom polynomialné
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mnoho krokd vypoctu vzhledem k n. Potom plati, Ze Casova slozitost algoritmu je
O(a™), kde « je jediné kladné realné feSeni rovnice

T L %% = (),

Naért dukazu. Oznacime-li ¢asovou slozitost naseho algoritmu T, z popisu
algoritmu A dostdvame, ze T spliiuje rekurentni vztah T'(n) = T(n — a1) + -+ +
T(n — a) + p(n), kde p je n&jaky polynom. KdyZ zanedbdme p a hleddme ¢istou
exponencialni funkci T splitujici tento rekurentni vztah, takze polozime T'(n) =
a™, dostaneme pro « vyse uvedenou rovnici. Nésledné lze ukazat, ze kdyz za «
vezmeme kladné redlné reseni této rovnice, potom nas algoritmus skutecné vykona
O(a™) rekurzivnich volani. Celkovy ¢as jeho béhu tedy miZzeme shora odhadnout
O(p(n) - a).

Priklady pouziti. Jestlize algoritmus pii feSeni problému velikosti n provede
dvé rekurzivni volani na problémy velikosti n — 1, dostdvdme rovnici 2" — "1 —
2"~ 1 = 0. Protoze hleddme kladny realny koien, mtizeme obé strany rovnice vydélit
nenulovym vyrazem z" ! a dostaneme 2 —1—1 = 0, neboli x = 2. Tento algoritmus
ma tedy Gasovou sloZitost O(2").

Jestlize vSak algoritmus provede jedno rekurzivni volani na problém velikosti
n—1 a jedno na problém velikosti n — 3, dostaneme stejnou avahou rovnici 23 — 22 —
1 = 0. Jejim jedinym kladnym redlnym kofenem je x ~ 1,4656. Takovy algoritmus
ma tedy Gasovou slozitost O(1,4656™).

Maximalni nezavisla mnoZina

V zoologické zahradé pravé postavili novy vybéh. Maji n zvirat, kterd by do
vybéhu chtéli vypustit. Problém je ale v tom, Ze nékteré dvojice zvifat nemohou
byt spolu ve vybéhu, nebot by se zvirfata pokousala. Na vstupu dostanete seznam
vSech m takovych dvojic. Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti, kolik nejvyse zvirat
miize skoncit ve vybéhu.

Dfive nez se pustime do lepsSich feSeni, ukazeme si, jak lze tuto tlohu snadno
vyTesit s ¢asovou slozitosti O(m2™). Existuje pfesné 2" riznych podmnozin zvitat.
Postupné kazdou z nich vygenerujeme, projdeme cely seznam dvojic a podivame se,
zda jsme nahodou nevybrali obé zvifata z nékteré dvojice.

Maximalni nezavisla mnoZina: lepsi algoritmus 1

N4&s algoritmus bude mit podobu rekurzivni funkce, ktera dostane na vstupu
néjakou mnozinu zvirat a na vystupu vrati idaj, kolik nejvyse z téchto zvirat mizeme
umistit do prazdného vybéhu.

Uvazujme néjaké zvite z. Optimalni feseni, které neobsahuje z, najdeme tak,
ze se funkce rekurzivné zavold na vSechna zvifata kromé z. Jak najdeme optimélni
feSeni, které obsahuje z? Ozname N(z) mnozinu téch zvifat, kterd nemohou byt
ve vybéhu spolecné se zvifetem z. Kdyz se rozhodneme do vybéhu pustit zvite z,
zvifata z N(z) tam pustit nemtZzeme. Optimélni FeSeni obsahujici z tedy ziskdme
tak, Ze se funkce rekurzivné zavold na vSechna zvifata kromé z a kromé mnoZiny
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N(z). Nésledné do takto ziskaného feSeni pridame jesté zvife z. Na vystup nase
funkce vrati vétsi z obou pravé popsanych feseni.

Je zjevné, Ze za zvife z se vyplati zvolit to zvife, které ma co nejvice konfliktu
s jinymi — abychom pfi druhém rekurzivnim volani dostali co nejmensi mnozinu
zbyvajicich zvirat. Toto pozorovani nas privadi k nasledujicimu algoritmu:

1. Pokud ma kazdé zvife nejvyse jeden konflikt: Vezmi vSechna bezkonfliktni
zvitata. Z kazdé dvojice, ktera je v konfliktu, vezmi jedno libovolné zvire.
Tim vypocet konci.

2. V opa¢ném pripadé najdi zvife z, které ma nejvice konfliktd s ostatnimi
zvitaty.

v v

3. Rekurzivné najdi nejlepsi feSeni pro vSechna zvirata kromeé z.

4. Rekurzivné najdi nejlepsi feSeni pro vSechna zvifata kromé z a N(z),
pridej do tohoto feseni z.

5. Na vystup vrat lepsi z téchto dvou fesSeni.

Pro velké vstupy tento algoritmus vzdy vykonda dvé rekurzivni volani. Prvni je
na vstup velikosti n — 1. Jelikoz vybrané zvife z méa alespon dva konflikty, druhé
rekurzivni volani je na problém velikosti nejvyse n — 3. Z véty o cCasové slozitosti
rekurze tedy plyne, Ze toto feSeni mé ¢asovou slozitost @(1,4656”).

Maximalni nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 2

Také tento algoritmus bude mit podobu rekurzivni funkce, kterd dostane na
vstupu néjakou mnozinu zvirat a na vystupu vrati adaj, kolik nejvyse z téchto zvirat
mizeme umistit do prazdného vybéhu.

Pripomenme si, ze optimalni feseni, které obsahuje zvife z, umime nalézt tak,
Ze najdeme optimalni feSeni pro vSechna zvifata kromé z a N(z) a potom do néj
pridame jesté zvite z. Tentokrat budeme pokracovat trochu jinou myslenkou. Tvr-
dime, Ze v optimalnim feSeni, které z neobsahuje, musi byt ve vybéhu alespon jedno
ze zvifat patficich do N(z). To je dost zjevné: FeSeni, v némz neni ve vybéhu ani z,
ani zadné zvite z N(z), nemlze byt optimalni, nebof ho mizeme zlepsit pfiddnim
zvitete z do vybéhu.

Méjme nésledujici algoritmus (slovo ,nejméné“ v kroku 1 vysvétlime pozdéji):

1. Najdi zvife z, které ma nejméné konflikti s ostatnimi.
2. Pro kazdé zvife y z mnoziny {z} U N(z):

3. Rekurzivnim voldnim najdi nejlepsi feseni pro vsechna zvirata
kromé y a N(y).
4. Pridej do néj y, ¢imz dostanes nejlepsi feSeni obsahujici y.

5. Na vystup vrat nejlepsi z feSeni sestrojenych v predchézejicim kroku.
Piiklad. Nechf z je zebra a necht zaroven s ni nemtze byt ve vybéhu ki,
srnka ani antilopa. Potom v optimalnim feSeni je alespon jedno z téchto ¢ty zvirat.
Postupné tedy pro kazdé z nich najdeme rekurzivnim volanim nejlepsi feSeni, které
ho obsahuje.



Nechf mé vybrané zvife k konfliktt. Ze zptsobu volby zvifete z v kroku 1
vyplyva, Ze kazdé zvire mé alespon k konflikt. Potom tento algoritmus provede k+1
rekurzivnich volani, pficemz kazdé z nich bude na néjaky novy problém s nejvyse
n — (k + 1) zvifaty.

Lze ukazat, ze nejhorsi pfipad nastane pro & = 2, tedy kdyz méa kazdé zvire
presné dva konflikty. V tomto pripadé bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost
@(3"/3), coZ muzeme upravit do podoby @(174423").

Maximalni nezavisla mnoZina: nalezeni vSech optimalnich feSeni

,Lepsi algoritmus 2“, ktery jsme pravé popsali, mizeme snadno upravit tak,
aby spocital nejen nejvétsi pocet zvirat ve vybéhu, ale navic aby postupné vygenero-
val a vypsal vSechna optimdlni feSeni této tlohy. Z toho plyne, Ze optimalnich feSeni
nemuze byt vice nez @(3”/3). Je jich tedy vzdy vyrazné méné nez 2".

Snadno ukazeme, ze tento odhad je pomérné tésny. Staci vzit n = 3k zvitat,
rozdélit je do trojic a Fici, ze v kazdé trojici jsou kazda dvé zvifata v konfliktu. Potom
bude kazdé optimalni feSeni obsahovat pravé jedno zvite z kazdé trojice, takze bude
existovat piesné 3F = 3"/3 optimalnich feseni.

Problém obchodniho cestujiciho

V zemi se nachazi n mést oc¢islovanych od 1 do n. Pro kazdou dvojici mést (4, j)
zndme cenu ¢; ; jizdenky z mésta ¢ do mésta j. Obchodni cestujici Emil potiebuje
procestovat celou zemi: chce zacdit ve mésté 1, postupné navstivit prdve jednou kazdé
jiné mésto a nakonec se vratit zpét do mésta 1. Kolik penéz mu na to staci?

Primocaré feSeni této tilohy ma ¢asovou slozitost jesté horsi nez exponencidlni.
Emila zajima, v jakém poradi ma navstivit mésta 2 az n, hleda tedy jejich optimalni
permutaci. To miizeme vyFesit tak, Ze postupné vygenerujeme vsech (n — 1)! permu-
taci mést 2 az n a pro kazdou z nich spocitame, kolik by nas stélo jizdné. Takové
feeni ma Gasovou slozitost O(n!).

Problém obchodného cestujiciho: dynamické programovani

Ukézeme si, jak lze tuto tlohu vyftesit s casovou slozitosti @(2”)7 presnéji v ase
O(n?2m).

Podivejme se na Emila nékdy béhem jeho cesty. Uz navstivil n€ktera mésta a
zaplatil néjaké penize za jizdné. Polozime mu nyni otazku: ,,Za kolik nejméné penéz
dokazes svoji cestu dokoncit?“

Na ¢em zéavisi odpovéd? Pouze na dvou vécech: na mésté a, kde se Emil pravé
nachazi, a na mnoziné mést B, kterd jesté nenavstivil. Oznaéme d, p odpovéd na
otazku s témito dvéma parametry.

Je-li mnozina B prazdna, na otazku lze snadno odpovédét: d, g = ¢4 1, nebot
uz se jenom potfebujeme vratit z aktudlniho mésta a na zacatek. Ve vsech ostatnich
pripadech se podivame, co Emil udélé v nasledujicim kroku: vybere si nékteré mésto
b € B a odcestuje do néj. Nejlepsi feseni pro konkrétni mésto b bude Emila stat
Cap + dp,p\{p) Penéz: nejprve zaplati c,;, za cestu z a do b a potom dy, p\ () za
optimalni dokonceni feseni v situaci, kdy stoji ve mésté b a jesté potiebuje navstivit
ostatni mésta z mnoziny B.
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Hodnotu d, g pro B # ) tedy spo¢itame tak, ze postupné vyzkousime vSechna
b € B, pro kazdé z nich zjistime, k jakému nejlepsimu feseni vede, a z takto ziskanych
hodnot vezmeme minimum.

Zajimé nas celkem O(n2") raznych hodnot d, g, nebot je n zplsobt jak zvolit a
a pro kazdé konkrétni a pak nejvyse 27~ moznosti pro B. Pro kazdé mésto kromé a
méme totiz dvé moznosti: bud toto mésto v B lezi, nebo tam nelezi. Kazdou otdzku
dokédZeme zodpovédét v case O(n), takze celkovd Casova slozitost vypoétu vsech
hodnot d, 5 je O(n?2"). Vyslednym feSenim je potom hodnota di{2,3,....n}-

Rekurzivni implementace vypada takto:

Funkce d(a, B):

1. Jestlize jsme uz nékdy zpracovali vstup (a, B):

Vréatime zapamatovanou odpovéd.
Jestlize je B prazdna:

odpoved + Cla, 1]
Jinak:

odpovéd <— min{Ca,b] + d(b, B\ {b}) | b € B}
Zapamatujeme si ze pro vstup (a, B) je vystupem odpovéd.
Vratime odpovéd.

® NSO W

Vsimnéte si, ze pti kazdém rekurzivnim volani se zmensi mnozina dosud nena-
vstivenych mést. Diky tomu kazda vétev rekurze skonéi. Pro kazdou z O(n2"™) dvojic
(a, B) se télo této funkce (vypocet konkrétni hodnoty d, g) provede nejvyse jednou,
proto skuteéné dosdhneme slibené celkové ¢asové slozitosti O(n?2m).

Totéz muzeme zapsat bez rekurze:

1. Pro kazdé a:

2 Dia,0] + Cla, 1]

3 Pro kazdou velikost vb mnoziny B od 1 do n — 1:

4. Pro kazdou mnozinu B velikosti vb:

5. Pro kazdé a ¢ B:

6 Dla, B] + o

7 Pro kazdé b € B:

8 Dila, B] + min(D|a, B], Cla, b]+D[b, B\{b}])

Vsimnéte si, Ze v této implementaci pfi vypoctu néjaké hodnoty d, p uz zndme
vSechny hodnoty dj g\ (s}, které potiebujeme, nebotf jsme je vypocitali v diivéjsi
iteraci vnéjsiho for-cyklu: mnozina B\ {b} ma mensi velikost nez mnozina B.

Na zavér dodejme, Ze pii praktické implementaci tohoto algoritmu bychom
pro uloZzeni mnozin B pouzili tzv. bitové masky (bitmasky): mnozinu {z,...,x;}
bychom reprezentovali ¢islem 2% + - - - + 2% tedy cislem, které ma nastaveny pravé
blty S éiSly TlyeenyLj.

Rozmyslete si, ze mé-li konkrétni mnozina pfifazeno né€jaké ¢islo, potom vsech-
ny jeji podmnoziny maji mensi éisla (nebot kdyZ smaZeme z mnoziny prvek, tak
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ve dvojkovém zapisu cisla, které ji reprezentuje, zménime piislusnou jednic¢ku na
nulu). Misto vnéjsich dvou for-cykli bychom tedy mohli pouzit jen jeden for-cyklus
pres vSechna ¢isla predstavujici platné kédy mnozin, od nejmensiho po nejvétsi. Tim
dostaneme jiné pofadi, v némz budeme mnoziny B zpracovavat, ale vySe popsany
algoritmus bude stale korektné fungovat, protoze pro kazdé B a b bude i nyni platit,
Ze mnozinu B\ {b} zpracujeme dfive nez mnozinu B.
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