68. ro¢nik Matematické olympiady — 2018/2019

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Bourani mésta

Ulohu budeme popisovat v feéi teorie grafi.* V této terminologii se kazdé kii-
zovatce fika wvrchol a kazdé ulici hrana. Pocet ulic vychazejicich z dané k¥izovatky
oznacujeme jako stupen daného vrcholu. Cely Kocourkov je neorientovany graf. Na-
§im tikolem je nalézt podgraf zadaného grafu obsahujici vSechny vrcholy a vybranych
K hran takovy, ze stupné vSech jeho vrcholi jsou sudé. V feseni budeme také pou-
Zivat pojmy cesta (posloupnost rizngch vrchold grafu takova, ze kazdé dva po sobé
jdouci jsou spojeny hranou) a komponenta souvislosti (maximélni podgraf takovy,
7e mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy vede cesta). Dale paritou ¢isla myslime zbytek
po vydéleni tohoto ¢isla dvéma (tedy je-li liché, nebo sudé).

Zacnéme s jednodussimi podilohami. Plati-li M = K, tedy nemiZzeme mazat
74dné hrany, staci pouze v éase O(M + N) ovéfit, zda jsou stupné vsech vrcholl
grafu sudé. Plati-li M < 20, staci vygenerovat vSechny podgrafy grafu a ovérit, zda
néjaky obsahuje vSechny specialni hrany a zaroven jsou vSechny stupné jeho vrchold
sudé. Casova slozitost tohoto postupu je O((M + N)-2M), nebot moznych podgraft
je stejné jako moznosti, jak vybrat néjakou podmnozinu hran, coz je 2M.

Nyni vyfeSme podulohu s K < 1. Je-li K = 0, jisté bude vyhovovat, kdyz
vratime prazdny graf, neboli zbofime celé mésto. Pfipad K = 1 je jiz zajimavéjsi:
necht wv je hrana, kterou nesmime smazat. PovS§imnéme si, Ze existuje-li v grafu
kromé hrany uv jesté jind cesta mezi vrcholy v a v, mizeme za nas podgraf zvolit
tuto posloupnost hran spolecné s hranou wv. Kazdy vrchol totiz v takovém pripadé
bude mit stupen 2, nebo 0.

Pokud po odebrani hrany mezi v a v jiz mezi nimi neexistuje zadna cesta, nase
tloha nema Teseni, coz nahlédneme s pomoci nasledujiciho pozorovani. Plati, ze sou-
¢et stupnu vsech vrcholu libovolného grafu je roven dvojnésobku poétu hran tohoto
grafu. To proto, Ze kaZzdou hranu v tomto sou¢tu zapocitdme dvakrat. V libovolném
grafu tedy musi byt soucet stupna jeho vrcholt sudé ¢islo. Jenze v nasem pripadé,
kdy u a v jsou po odebrani hrany uv v rozdilnych komponentach ptvodniho gra-
fu, chceme pro komponentu obsahujici v najit jeji podgraf takovy, ze vSechny jeho
stupné jsou sudé kromé stupné vrcholu u, ktery ma byt lichy. Potom by ale i soucet
stupni vrcholi této komponenty byl lichy, coz je ve sporu se zminénym pozorova-
nim. Pro vyfeseni pfipadu K < 1 tedy staci ovéfit, zda jsou v a v po odebrani hrany
uv ve stejné komponenté, coz lze zafidit v éase O(M + N) napf. prohleddvanim do
hloubky.

Pro pfipad obecného K si nejprve povsimnéme, ze hrany, které nesmime boftit,
nejsou moc zajimavé. Pro kazdy vrchol nés totiz zajima jen parita poctu nezbotitel-
nych hran, se kterymi vrchol sousedi, nebot ta ndm urcuje paritu, kterou musi mit

* viz naptiklad https://ksp.mff.cuni.cz/kucharky/grafy/
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pocet zbylych nezbofenjch hran, aby mél vrchol sudy stupeii. Resime vlastné tlohu,
kdy na vstupu je graf tvoreny zbylymi hranami a pro kazdy vrchol pozadujeme, aby
jeho vysledny stupen byl lichy, nebo sudy; chceme odebrat néjaké hrany tak, aby
vSechny tyto pozadavky byly splnény.

Zpracujeme nyni zvlast kazdou komponentu souvislosti tohoto grafu. Je-li sou-
¢et pozadovanych parit stupnii v néjaké komponenté lichy, z jiz u¢inéného pozorovani
vime, Ze Gloha nemé feseni. Zbyva pouze néjaké feSeni najit, je-li soucet parit v dané
komponenté sudy.

To lze udélat podobné jako pro pfipad K = 1 tak, ze budeme postupné hledat
cesty mezi dvojicemi vrchold s lichym stupném ve stejné komponenté. Kazdou hranu
na nalezené cesté pak vzdy do podgrafu prfidame, pokud v ném neni, a naopak
odebereme v opa¢ném pripadé. Paritu poc¢tu sousedicich hran tak zménime jen pro
dva krajni vrcholy kazdé cesty. Takové FeSeni mé ¢asovou slozitost O(K - (M + N)).
Pro pripad K =1 tedy toto feseni stale bézi v linedrnim case.

Nakonec vysvétlime FeSeni, které dostalo plny pocet bodi. Pustime na danou
komponentu algoritmus prohledavani do hloubky s poc¢atkem v libovolném vrcholu.
Pri priichodu grafem si nékteré hrany budeme barvit; barevné hrany pak po skonceni
algoritmu budou tvorit kyzeny podgraf. Pokazdé, kdyZ algoritmus prohledéavani do
hloubky naposledy opousti néjaky vrchol, ovétime, zda je pozadovana parita tohoto
vrcholu stejna jako jeho parita v podgrafu uréeném barevnymi hranami. Pokud tomu
tak neni, obarvime hranu spojujici dany vrchol s jeho otcem, tedy vrcholem, z kterého
jsme do aktudlniho vrcholu p#isli. Aktudlni vrchol nésledné oznacime za vyfeSeny —
jeho parita v barevném podgrafu je nyni stejné jako poZadovana parita. Pov§imnéme
si, Ze po obarveni hrany se v barevném podgrafu zméni i parita otce. Tento vrchol
jsme ale jesté neoznacili za vyTeseny, a jeho paritu tedy pozdéji pripadné opravime.

Timto zpisobem jsme dostali podgraf takovy, ze vsechny vrcholy kromé toho,
kde zac¢alo prohledavani (ten totiZz nemd otce), maji pozadovanou paritu poc¢tu sou-
sedicich hran. Nahlédneme, ze i tento poc¢atecni vrchol bude mit v nasem podgrafu
pozadovanou paritu. Pozadovana parita tohoto vrcholu je uréena zbylymi pozadova-
nymi paritami a predpokladem, Ze soucet vSech téchto parit je sudy. Zaroven parita
tohoto vrcholu ve vytvoreném podgrafu je obdobné urcena paritami zbylych vrchola
(které jsou stejné jako jejich pozadované parity) a podminkou, Ze soucet vSech téch-
to parit je sudy. Z toho uz ale plyne, Zze pozadovand parita tohoto vrcholu je vzdy
stejné jako jeho parita v podgrafu, ktery vrati algoritmus.

Cely algoritmus se da jednodusSe implementovat s pomoci prohledavani do
hloubky a jeho ¢asova i pamétova slozitost je tak O(M + N).

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int N, M, K;

vector<bool> odd; // pro kazdj vrchol, zda s nim sousedi liSe nezbofitelnjch cest
vector<vector<int>> G; // pro kazdy vrchol seznamy id hran, které z né&j vedou
vector<pair<int,int>> E; // seznam vSech nezbofitelnjych hran

vector<bool> keep; // pro kazdou nedtileZitou hranu, zda ji ponechame
vector<bool> visited; // zda jsme uZ vrchol navstivili v DFS



// vrchol na druhém konci dané hrany
inline int other(int e, int v)
{
return (E[e].first == v) 7 E[e].second : E[e].first;

}

// vraci, zda v podstromu vede nahoru hrana, kterou je pot¥eba sparovat
bool dfs(int v)
{
assert(!visited[v]);
visited[v] = true;
for (auto e : G[v]) {
int s = other(e, v);
// pokud jsme vrchol jeZté& nenavstivili, spustime DFS a podivéme se,
// zda pfebytek vyjde lichy (vyuZivame zkraceného vyhodnocovani: pokud
// uz jsme vrchol navitivili, dfs(s) se neprovede)
if (!visited[s] && dfs(s))
odd[v] = lodd[v], keepl[e] = true;
}

return odd[v];

int main(int argc, char *argv[])

scanf ("%d %d %d", &N, &M, &K);
odd.resize(N);

G.resize(N);
visited.resize(N);
keep.resize(M - K);

for (int i = 0; i < M; i++) {

int a, b;

scanf ("%d %d", &a, &b);

a--, b--;

if (i <K) {
// Nezbofitelné hrany rovnou zahazujeme, jen podle nich
// pfepolitavame parity ve vrcholech
odd[a] = !'odd[a], odd[b] = !odd[b];

} else {
E.push_back({a, b});
G[a] .push_back(i - K), G[b].push_back(i - K);
// Posouvéame id, aby prvni nedileZita hrana méla id O

for (int i = 0; i < N; i++) {
if (!visited[i] && dfs(i)) {
// Na vrchol jsme pustili DFS a to nam vratilo lichy pfebytek, coz
// nutné znamena, Ze v komponenté je lichy pocet lichjych vrchold
printf("-1\n");
return 0;

int destroy = M - K;
for (int e = 0; e < keep.size(); e++)
destroy -= keeplel;



printf("%d\n", destroy);
for (int e = 0; e < keep.size(); e++)
if (lkeeplel)
printf("%d %d\n", E[e].first + 1, E[e].second + 1);

P-I-2 Bonbdny

Misto po¢tt bonbénd, které Anicka a Honzik dostanou za kazdy tsek, staci
uvazovat jejich rozdil — zajima nés, zda existuje vylet, na némz tento rozdil bude
nenulovy. Ulohu si tedy miizeme v feéi teorie grafti preformulovat takto: Mame zadan
orientovany graf s ohodnocenymi hranami a zajima nas, zda v ném existuje uzavieny
sled s nenulovym souétem ohodnoceni.

Zacnéme nejprve jednodussim piipadem, kdy mezi kazdymi dvéma vrcholy ve-
de orientovana cesta (graf je tedy silné souvisly). Vyberme si libovolny vrchol vg jako
pocatecni, udélejme z néj prohledavani do hloubky, a na prohledavanych cestach si
prubézné pocitejme soucet ohodnoceni. Takto v linedrnim c¢ase pro kazdy vrchol v
najdeme cestu P, z vy do v a uréime soucet s,, ohodnoceni hran této cesty. Prohle-
danim do hloubky proti sméru hran obdobné pro kazdy vrchol v najdeme cestu Z,
z v do vy a uréime soucet s, ohodnoceni hran této cesty. Zjevné pokud s, # —s,
pro néjaky vrchol v, pak spojeni P, a Z, je uzavieny tah se souctem ohodnoceni
sy + 8, # 0, a mizeme vypsat odpovidajici vylet.

Predpoklddejme tedy, ze si = —s,, pro kazdy vrchol v. Uvazme nyni libovolnou
hranu uv s ohodnocenim h. Pokud h # s, — s, pak spojeni P,, uv a Z, je uzavieny
tah se sou¢tem ohodnoceni s, + h + s, = s, + h — s, # 0, a znovu miZzeme vy-
psat odpovidajici vylet. Ovéfeni této podminky pro vSechny hrany nam zabere také
linearni cas.

Zbyva pripad, kdy ohodnoceni kazdé hrany uv je rovno s, — s,. Pak tvrdime,
ze soucet ohodnoceni hran kazdého uzavieného sledu je 0: Uvazme sled vivs ... vy,
kde v, = v1. Pak soucet ohodnoceni hran tohoto sledu je (sy, — Sy, ) + (Svz — Sus) +

oo F (Su, = Svp_y) = Su, — Suy, = 0.

Vyse popsany postup nam tedy umoziiuje najit uzavieny tah s nenulovym souc-
tem ohodnoceni, nebo rozhodnout, Ze neexistuje v pfipadé, ze graf je silné souvisly;
a Casova slozitost je linedrni. Kazdy uzavieny tah je nutné obsazen v komponenté
silné souvislosti, v obecnosti tedy staéi lohu vyfesit zvlast v kazdé komponentsé.
Jak komponenty silné souvislosti najit?

Nejprve si vrcholy grafu setfidime tak, aby pro kazdé dvé rizné komponenty
silné souvislosti K; a K platilo néasledujici tvrzeni: existuje-li néjaka cesta z K;
do K>, pak néjaky vrchol K; je v poradi za vSemi vrcholy K,. Takové usporadani
dostaneme napriklad prohledavanim do hloubky tak, ze kazdy vrchol pfidame poté,
co z néj ukonc¢ime priichod: Pov§imnéme si, Ze z Ko nevede cesta do K;, protoze
K7 a K5 jsou rtzné komponenty silné souvislosti. Uvazme prvni vrchol v kompo-
nenty K;, ktery prohledavani navstivi. Pokud jsme pred v v prohledavani navstivili
néjaky vrchol z cesty z Ky do Ko (véetné Ks), museli jsme jiz dokonéit prichod
v8emi vrcholy Ko, jelikoz z K5 nevede cesta do Ki; proto vSechny vrcholy Ks jsou
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v pofadi pied v. Jinak se b€hem prohledévani z v dostaneme do K5 a nez se do v vra-
time, celé K5 prohleddme; opét tedy do potradi priddme vSechny vrcholy Ks pfedtim,
nez dokonc¢ime prohledavani z v a pridame v do poradi.

Nyni se podivejme na posledni vrchol w v pofadi; nechf K je jeho komponenta
silné souvislosti. VSechny vrcholy, které jsou z néj dosazitelné cestami proti sméru
hran, musi patfit do K: Kdyby patfily do néjaké jiné komponenty silné souvislos-
ti K’, pak by z K’ vedla cesta do K a dle pfedchoziho odstavce by néjaky vrchol K’
musel byt za w. Mzeme tedy vrcholy komponenty K urcit prohledavanim proti
sméru hran z w. Poté vrcholy K odebereme a tivahu opakujeme pro posledni vrchol
zbyvajici v poradi. Takto najdeme komponenty silné souvislosti v linedrnim case.

Casové i pamétova slozitost celého postupu je tedy linearni, O(N + M).
#include <cstdio>
#include <list>

#include <vector>
using namespace std;

struct hrana

{
int id; // &islo hrany
int delta; // rozdil po&tu bonbéni
int odkud, kam; // spojené vrcholy
}
struct vrchol
{
bool zpracovany; // zda je vrchol v dfive zpracované komponenté
bool akt_komponenta; // zda je vrchol v aktudlné zpracovavané komponenté
bool navstiveny; // zda jsme vrchol navitivili v aktudlnim prichodu
hrana *P_posl; // posledni hrana na cesté P_v do tohoto vrcholu v
int s_v; // soulet ohodnoceni hran na cesté P_v
hrana *Z_prv; // prvni hrana na cesté& Z_v z tohoto vrcholu v
int sp_v; // Soulet ohodnoceni hran na cesté Z_v
list<hrana *> vstupuji, vychazi; // pfichozi a odchozi hrany
vrchol(void) : zpracovany(false), akt_komponenta(false), navstiveny(false),
P_posl(0), s_v(0), Z_prv(0), sp_v(0), vstupuji(), vychazi()
{32
};

// Seznam hran a vrchold grafu
static vector<hrana> hrany;
static vector<vrchol> vrcholy;

// Smazéni znaéek navitivenosti ve zpracovavané komponenté k
static void smaz_znacky(const list<int> &k)
{
for (int v : k)
vrcholy[v] .navstiveny = false;

}

// Nalezeni cest P_v a Z_v.
static void najdi_P_v(int v, int delta = O, hrana *posl = 0)
{
if (!vrcholyl[v].akt_komponenta || vrcholy[v].navstiveny)
return;



vrcholy[v] .navstiveny = true;
vrcholy[v].s_v = delta;
vrcholy[v].P_posl = posl;

for (hrana *e : vrcholy[v].vychazi)
if (e !'= posl)
najdi_P_v(e->kam, delta + e->delta, e);

}
static void najdi_Z_v(int v, int delta = O, hrana *posl = 0)
{
if (!vrcholyl[v].akt_komponenta || vrcholyl[v].navstiveny)
return;
vrcholy[v] .navstiveny = true;
vrcholy[v].sp_v = delta;
vrcholy[v] .Z_prv = posl;
for (hrana *e : vrcholyl[v].vstupuji)
if (e !'= posl)
najdi_Z_v(e->odkud, delta + e->delta, e);
}

// VypiSe cestu P_v nebo Z_v
static void vypis_P_v(int v)
{

hrana *e = vrcholy[v].P_posl;

if (e)
{
vypis_P_v(e->odkud) ;
printf("%d ", e->id);

}
}
static void vypis_Z_v(int v)
{
hrana *e = vrcholyl[v].Z_prv;
if (e)
{

printf("%d ", e->id);
vypis_Z_v(e->kam) ;
}
}

/* Ovéfi, zda v komponenté& k existuje uzavieny tah s nenulovym sou&tem ohodnoceni.
Pokud ano, vypiSe ho a vrati true, jinak vrati false. */
static bool nenulovy_tah(const list<int> &k)
{
for (int v : k)
vrcholy[v] .akt_komponenta = true;

int vO = k.front();
najdi_P_v(v0);
smaz_znacky (k) ;
najdi_Z_v(v0);
smaz_znacky (k) ;

for (int v : k)
if (vrcholyl[v].s_v + vrcholy[v].sp_v != 0)



vypis_P_v(v);
vypis_Z_v(v);
printf ("\n");
return true;

}

for (int v : k)
for (hrana *e : vrcholy[v].vychazi)
{

int u = e->kam;

if (vrcholy[u].akt_komponenta
&& vrcholy[v].s_v + e->delta + vrcholy[u].sp_v != 0)

{

vypis_P_v(v);
printf("%d ", e->id);
vypis_Z_v(u);
printf("\n");
return true;

}

for (int v : k)
vrcholy[v] .akt_komponenta = false;

return false;

}

/* Provede prohledani do hloubky a vrati vrcholy v opaéném pofadi dle
koncl jejich prtchodd. */
static void poradi_dle_prohledani(int v, list<int> &poradi)
{
if (vrcholy[v].navstiveny)
return;
vrcholy[v] .navstiveny = true;

for (hrana *e : vrcholy[v].vychazi)
poradi_dle_prohledani(e->kam, poradi);

poradi.push_front(v);
}

static void poradi_dle_prohledani(list<int> &poradi)
{
int n = vrcholy.size();
for (int v = 0; v < n; v++)
poradi_dle_prohledani(v, poradi);
for (int v = 0; v < n; v++)
vrcholy[v] .navstiveny = false;

}

/* Najde komponentu silné souvislosti obsahujici v. */
static void najdi_komponentu(int v, list<int> &k)
{
if (vrcholy[v].zpracovany)
return;

k.push_back(v) ;
vrcholy[v] .zpracovany = true;



for (hrana *e : vrcholyl[v].vstupuji)
najdi_komponentu(e->odkud, k);

}

/* Pro kaZdou komponentu silné souvislosti spusti hledéni tahu
s nenulovym soultem ohodnoceni. */

static bool nenulovy_tah(void)

{
list<int> poradi;
poradi_dle_prohledani(poradi);

for (int v : poradi)
if (!vrcholy[v].zpracovany)
{
list<int> k;
najdi_komponentu(v, k);
if (nenulovy_tah(k))
return true;

}

return false;

}

int main(void)

{
int n, m;
scanf ("%d%d", &n, &m);
vrcholy.resize(n);
hrany.resize(m) ;

for (int id = 1; id <= m; ++id)
{
int £, t, a, b;
scanf ("%d%d%d%4d", &f, &t, &a, &b);
f-=; t——;

hrana *e = &hrany[id - 1];
e->id = id;

e->odkud
e->kam =
e->delta

£;

>

ot

a - b;

vrcholy[f].vychazi.push_back(e);
vrcholy[t].vstupuji.push_back(e);
}

if (!nenulovy_tah())
printf ("0\n");
return O;

}

P-1-3 Zahradka

Jako jednoduché feseni se nabizi projit vSechny trojice bodu, pro kazdou z nich
spocitat obsah jimi tvofeného trojuhelnika a vypsat ten s nejmensim obsahem. Pocet
trojic, a tedy i ¢asova slozitost takového algoritmu, je O(n?).

MuZeme zkusit postupovat o néco sofistikovanéji. Prochazejme pouze dvojice
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bodu A a B, tvoricich hranu AB hledaného trojuhelnika. Mame-li zafixovanou hranu,
obsah trojuhelnika zavisi pouze na jeho vySce; mezi zbylymi body tedy stac¢i najit
bod C, ktery je nejbliz k primce AB. Kdybychom to ale délali prichodem pres
viechny body, nepomtizeme si, ¢asova slozitost by opét byla O(n?). Mtzeme ale
udélat uziteéné pozorovani. Pfedstavme si pfimku p kolmou na AB a podivejme se
na kolmé primeéty vsech bodl na p; tyto primeéty si oznacme by, bs, ... v poradi
postupné na p. Body A i B se promitaji na ten samy bod b;. Primét bodu C' je
k nému nejbliz ze vSech ostatnich primétd, je tedy roven b;_; nebo b;4.

To nam naznacuje nasledujici postup. Budeme postupné otacet piimkou p a
udrzovat si kolmé priméty bodid na tuto pfimku. Kdykoliv se dva body A a B
promitnou na ten samy bod b (tedy pfimka p je kolméa na tsecku AB), podivame
se na oba body C, jejichz priméty jsou hned pfed ¢i za b na p, a spocitdme si
obsah trojuhelnika ABC'. Poté, co se pfimkou p oto¢ime o 180°, mame zaruceno, ze
v néjakém okamziku p byla rovnobézné s hranou optimalniho trojthelnika, a proto
jsme zapocitali jeho obsah. Navic pro kazdou dvojici bodu takto pocitame obsah
nejvyse dvou trojihelnikii, dohromady tedy poé¢itdme jen O(n?) obsahi.

Kdybychom ale skutecné pocitali v kazdém okamziku pfesné souradnice pri-
méta na p, postup by byl prili§ pomaly; kazdy takovy prepocet zabere linearni cas a
Casova slozitost by se tim zhorsila na alespon kubickou. PovSimnéme si ale, Ze si staci
udrzovat poradi priméti bodi na p. Toto poradi se méni podstatné méné: pouze ve
chvili, kdy je pfimka p kolma na néjakou usecku AB, se poradi praméti boda A a
B na p prohodi.

Tim dostavame vysledné feSeni. Nejprve si spoctéme smérnice piimek mezi
kazdymi dvéma body ve vstupu a dvojice bodi si setfidme podle téchto smérnic. Déle
si uréeme poradi dle pramétid na vodorovnou primku p. Pak postupné prochazejme
dvojice bodi A a B dle rostoucich smérnic ptimek AB; pro kazdou dvojici spo¢téme
obsah trojuhelnika tvofeného A, B a piedchozim ¢ nasledujicim bodem v poradi
priméti, a pak prohodme potfadi bodét A a B v primétu. Casova sloZitost tohoto
postupu je O(n?logn), nejpomalejsi ¢asti je setiizeni dvojic bodd dle smérnice.
Pamétovd slozitost je O(n?).

Pamétovou slozitost jde jesté vylepsit: Nemusime si pocitat smérnice vSech pii-
mek predem, staci je mit ur¢ené pro vSechny dvojice bodd, jejichz praméty aktualné
sousedi. Z téchto smérnic potfebujeme umét vybrat tu nejmensi, budeme si je proto
udrzovat v haldé. Casova slozitost zlistava stejnd, ale pamétova se zlepsi na O(n).

#include <cstdio>
#include <climits>
#include <list>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

struct bod

{
// soutadnice
int x, y;



// body nalevo a napravo v primétu na aktuilni p¥imku
bod *vlevo, *vpravo;

/* misto v haldé& reprezentujici smérnici p¥imky prochazejici timto
bodem a bodem napravo od né&j v primé&tu */
int v_halde;

// zda na zaCatku lezi primét aktudlniho bodu nalevo od bodu NEZ
bool operator<(const bod &nez)
{
if (x < nez.x)
return true;

if (x > nez.x)
return false;

return y > nez.y;
}
};

/* Zda je smérnice p¥imky (a, a->vpravo) men$i neZ smérnice p¥imky (b, b->vpravo) */
static bool drivejsi(const bod *a, const bod *b)

{
int ax = a->vpravo->x - a->X;
int ay = a->vpravo->y - a->y;
int bx = b->vpravo->x - b->x;
int by = b->vpravo->y - b->y;
return ax * by > bx * ay;

}

// vstup

static vector<bod> body;

// halda smérnic p¥imek
static vector<bod *> halda;

// ptesune smérnici p¥imky (b, b->vpravo) na pozici p v haldé
static void presun(bod *b, int p)
{
halda[p] = b;
b->v_halde = p;
}

/* oprava haldy probublanim prvku na pozici p nahoru, je-1li men$i
nez jeho otec */
static bool probublej_nahoru(int &p)
{
if (p == 0)
return false;

int otec = (p + 1) / 2 - 1;

bod *bp = haldalpl;

bod *botec = haldal[otec];

if (drivejsi(botec, bp))
return false;

presun(botec, p);
presun(bp, otec);
p = otec;

return true;
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}

/* oprava haldy probublanim prvku na pozici p dold, je-1li vétSi nez
néktery z jeho synt */

static bool probublej_dolu(int p)

{
int s1 = 2 * p + 1;
int s2 = 2 *x p + 2;
int n = halda.size();
if (sl >= n)
return false;
bod *bp = haldalp];

bod *bs = halda[si1];
int s = si;

if (s2 < n && drivejsi(halda[s2], bs))

{
bs = halda[s2];
s = s2;
¥
if (drivejsi(bs, bp))
{

presun(bp, s);
presun(bs, p);
P=s;
return true;

}

return false;

}

// p¥ida smérnici smérnici p¥imky (b, b.vpravo) do haldy
static void pridej_do_haldy(bod &b)
{

int p = halda.size();

b.v_halde = p;

halda.push_back(&b);

while (probublej_nahoru(p))
continue;

}

// odebere smérnici smérnici p¥imky (b, b.vpravo) z haldy
static void odeber_z_haldy(bod &b)
{
int p = b.v_halde;
if (p < 0)
return;
b.v_halde = -1;

bod #*posl = halda.back();
halda.pop_back() ;

if (p >= (int) halda.size())
return;

presun(posl, p);
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while (probublej_dolu(p))
continue;

}

// vrati dvojnésobek obsahu trojuhelnika s vrcholy a, b, ¢
static int obsah(bod *a, bod *b, bod *c)

{
int ax = a->x - c—>Xx;
int ay = a->y - c->y;
int bx = b->x - c->x;
int by = b->y - c->y;
return abs(ax * by - bx * ay);
}
int main(void)
{

int n;
scanf ("%d", &n);

body.resize(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
scanf ("%d%d", &body[il.x, &bodyl[il.y);

// setf¥idime body dle jejich x-ové soufadnice
sort (body.begin(), body.end());
body[0] .vlevo = 0;
for (int i = 0; i < n - 1; i++)
{
body[i] .vpravo = &body[i + 1];
body[i + 1].vlevo = &bodyl[il;
}
body[n - 1].vpravo = 0;
body[n - 1].v_halde = -1;

// naninicalizujeme haldu smérnicemi bodd, jejichz priméty sousedi
for (int i = 0; i < n - 1; i++)
pridej_do_haldy(bodyl[il);

bod *sa, *sb, *sc;
int min_obsah = INT_MAX;

while ('halda.empty())
{
// nalezneme sousedni body a a b v primétu, jejichZz smérnice je minimalni
bod *a = halda.front();
bod *b = a->vpravo;

/* zapo&itéame obsahy trojuhelnikd s hranou ab a vrcholem c, ktery s nimi
sousedi v primétu */

bod *cl = a->vlevo;

bod *c2 = b->vpravo;

if (c1)
{
int ol = obsah(a, b, cl1);
if (ol < min_obsah)
{
min_obsah = ol;
sa = a; sb = b; sc = cl;
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}
if (c2)
{
int o2 = obsah(a, b, c2);
if (02 < min_obsah)
{
min_obsah = 02;
sa = a; sb = b; sc = c2;
}
}

// z haldy odebereme sm&rnice p¥imek prochézejicich body a &i b
odeber_z_haldy(*a) ;
odeber_z_haldy (*b) ;
if (c1)
odeber_z_haldy(*cl);

// prohodime pofadi primétd bodd a a b
a->vpravo = c2;
if (c2)
c2->vlevo = a;
a->vlevo = b;
b->vpravo = a;
b->vlevo = cl;
if (c1)
cl->vlevo = b;
/* do haldy pfridéme smérnice pfimek prochazejicich a ¢i b a body,
které s nimi sousedi v primétu. */
if (cl && c1 < b)
pridej_do_haldy(*c1);
if (c2 && a < c2)
pridej_do_haldy(*a);
¥
printf ("%d %d; %4 %d; %4 %d\n", sa->x, sa->y, sb->x, sb->y, sc->x, sc->y);
return O;

}

P-I-4 Dva lupici

a) Necht C je celkova cena véci v pytli. Zjevné v libovolném (a tedy i optimal-
nim) feSeni hromadka alespoii jednoho z lupi¢tt bude mit cenu alespori C/2. Oproti
tomu v Feseni, které da vSe prvnimu lupiéi, bude mit drazsi hromadka cenu C, tedy
pouze dvakrat vétsi. Toto Feseni je tedy 2-kompetitivni.

b) Zkusme pfirozeny algoritmus, ktery nové vytazenou véc vzdy pfidéli tomu
lupi¢i, jehoZ hroméadka mé aktudlné nizsi cenu (maji-li oba stejné, pak libovolnému
z nich). Necht na konci algoritmu maji hromadky ceny C; a Cs, kde zjevné C' = Cy +
(5. Bez ijmy na obecnosti mizeme piredpokladat Cy < Cs (jinak lupice prohodime),
hodnota nalezeného feseni je tedy Cs.

Necht M je cena nejdrazsiho pfedmétu. Rozmysleme si, Zze v priibéhu rozdeé-
lovani dle pfirozeného algoritmu se ceny hromédek vzdy lisi nejvyse o M: Zjevné
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je to pravda na zacatku, kdy maji obé nulovou cenu. V pribéhu algoritmu vzdy
pridavame pfedmét néjaké ceny c na levnéjsi hromadku. Pokud tato hroméadka zi-
stava levnéjsi, rozdil cen hroméadek se tim jen zmensi. Pokud se pfidanim predmétu
hromadka stane drazsi nez druhé, rozdil cen vyslednych hromédek je nejvyse ¢ < M.
Specidlné, na konci béhu algoritmu plati Cy < Cy + M.

Necht OPT je cena drazsi hromadky v optimalnim FeSeni. Jak jsme vypozorovali
v minulé podiloze, C/2 < OPT, a tedy C < 2- OPT. Optimélni feSeni musi také
nékomu pridélit nejdrazsi predmét, a proto M < OPT.

Nyni staci tyto nerovnosti zkombinovat. Mame

20, <Co+C14+M=C+ M <3-0PT,

a tedy Co < 2 - OPT. N4§ algoritmus je tedy (3/2)-kompetitivni.

¢) Uvazme chovéni libovolného on-line algoritmu na vstupech (cendch véci po-
stupné vytahovanych z pytle) 1 1 a 1 1 2. Tyto vstupy se shoduji v prvnich dvou
prvcich, algoritmus se tedy na nich zachova stejné. Prvni predmét bez Gjmy na obec-
nosti pridéli prvnimu lupic¢i. Pokud druhy predmét také da prvnimu lupici, pak drazsi
hromadka na konci prvniho vstupu bude mit cenu 2, optimalni feseni by ale dalo
kazdému lupici 1; uvazovany algoritmus by tedy nemohl byt lepsi nez 2-kompetitivni.

Reknéme tedy, Ze algoritmus druhy pfedmét da druhému lupiéi. Ve druhém
ze vstupt se pak musi rozhodnout, komu dat posledni pfedmét ceny 2; at uz se
rozhodne jakkoliv, cena drazsi hromadky bude 3. Optiméalni algoritmus, ktery zné
cely vstup dopredu, ale muze dat oba pfedméty ceny 1 prvnimu lupi¢i a predmét
ceny 2 druhému, a jeho drazsi hroméadka bude tedy mit cenu 2. Uvazovany algoritmus
tedy nemuze byt lepsi nez 3/2-kompetitivni.
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