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Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-I11-4 Laser

Na tvod provedeme nékolik pozorovani, kterda ndm pozdéji usnadni praci.

Pozorovani pruni: Vzdy musi existovat optimalni feseni, v némz se laserovy
paprsek odrazi od kazdého zrcadla jenom jednou. Kdybychom totiz méli feseni, ve
kterém se od néjakého zrcadla odrazi paprsek dvakrat, mazeme z tohoto feSeni cely
tsek mezi prvnim a druhym odrazem vynechat — bud tak, Ze na dotyéné policko
dame opacné otocené zrcadlo, nebo tak, ze tam to zrcadlo viibec nedame. Toto nové
feSeni pouzije nejvyse tolik zrcadel, jako FeSeni ptvodni.

Na zrcadlo se miizeme divat jako na moznost zménit na daném policku smér o
90 stupnt, tedy zatocit doleva nebo doprava. Kdyz uz vime, Ze staci hledat feSeni,
v némz na kazdém policku zménime smér nejvyse jednou, hledame vlastné cestu od
laseru k fotoreceptoru, kterd nejméné-krat zméni smér.

Pozorovani druhé: Uvazujme trochu jinou tlohu: misto laserového paprsku ma-
me robota, ktery se zdarma pohybuje vpred a za jeden peniz se miize otocit doleva
nebo doprava. Potom nejlevnéjsi cesta robota ze startu do cile odpovida nejmensimu
poctu zrcadel, ktera potfebujeme pouzit v nasi ptivodni tloze.

V ¢em je rozdil mezi obéma tlohami? Po nasem prvnim pozorovani zlstava
uz jen jeden rozdil — robot se (za dva penize) dokédZe na jednom poli¢ku otoéit i do
protisméru, coz ale v ptivodni 1tloze se zrcadly neni mozné.

Staci si vSak uvédomit, Ze optiméalni feSeni tllohy s robotem otocku o 180 stupnu
nikdy nepouzije. Kdyby se robot nékdy otocil o 180 stupnii, znamenalo by to, ze se
po néjakou dobu bude vracet po trase, kterou uz predtim prosel, dokud neptijde na
misto, kde se z ni zase odpoji. Potom by ale bylo urc¢ité levnéjsi, kdyby celou tuto
zachazku vynechal a na daném misté by se rovnou otocil do sméru, kterym chce jit
dale.

Z uvedenych pozorovani tedy plyne, ze nadm staci nalézt cestu pro robota, ktery
nejméné-krat zatoc¢i. Z ni potom sestrojime feseni nasi ulohy tak, Ze na mista, kde
robot zatocil, umistime spravné natocend zrcadla.

Kubické reseni

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze stil ma rozmeéry n x n. Nas robot se mutze
nachazet v nejvyse 4n? stavech: mame n? moznosti, kde stoji, a pro kazdou z nich
Ctyfi moznosti, kterym smérem se diva. Na stavovy prostor se mtzeme divat jako
na graf. Vrcholy grafu predstavuji jednotlivé stavy, hrany grafu odpovidaji tsektim
cesty mezi jednotlivymi zatoCenimi. Presnéji feceno, kdyz jsme v néjakém stavu,
nés dalsi pohyb bude vypadat tak, Ze provedeme nékolik (jeden nebo vice) kroku
dopfedu a potom (na policku, kde smime) zato¢ime doleva nebo doprava. Kazdé
takovéto moznosti bude odpovidat jedna hrana.

1



V takto postaveném grafu tedy mame O(n?) vrcholi a z kazdého vede O(n)
hran. Kazda hrana odpovida jednomu zatoceni. K nalezeni nejlepsiho zptsobu, jak
dosdhnout jednotlivé stavy, mzeme pouzit obycejné prohledédvani do sitky (BFS)
z pocate¢niho stavu.

Implementacni detail: kdyz zkouSime vSechny moznosti, kam se lze dale po-
hnout z konkrétniho stavu, a podafi se ndm pri tom dosdhnout cile, zjevné jsme
praveé nasli nejlevnéjsi zptisob, jak to udélat. V takovém okamziku proto prohleda-
vani prerusime a zpétnym priichodem sestrojime jednu optimalni cestu.

Vyse popsané feSeni v nejhor$im piipadé projde cely graf, jeho ¢asova slozitost
je proto O(n?).

Kvadratické reSeni

Graf na prostoru stavii mtizeme vybudovat Sikovnéji. Stavy/vrcholy budeme
mit stejné jako v pfedchéazejicim feseni, hrany do grafu ale pridame jinym zptisobem.
Z kazdého vrcholu povedou nejvyse tfi hrany: hrana s délkou 0 odpovidajici jednomu
kroku vpfed a (pokud se na daném misté smime otocit) hrany s délkou 1 odpovidajici
otoceni doleva a doprava. Nadale zjevné plati, ze nejkratsi cesta ze startu do cile
v tomto grafu odpovida nejlep§imu feSeni nasi puvodni tlohy.

Protoze tentokrat méame hrany délky 0 a 1, k nalezeni nejkratsi cesty nemtzeme
pouzit obycejné prohledévani do sitky. Dokazeme ho ale vhodné upravit. V libovol-
ném grafu, jehoz délky hran jsou 0 a 1, mtzeme nejkratsi cesty z jednoho vrcholu
do vsSech ostatnich urcit nasledujicim algoritmem:

® Pro kazdy vrchol si pamatujeme jeho nejmensi vzdéalenost od pocate¢niho
vrcholu, jakou jsme dosud objevili. Na zac¢atku mame vzdélenost 0 pro
pocatecni vrchol a vzdalenost oo pro vSechny ostatni vrcholy.

e Abychom dokéazali na konci sestrojit nejkratsi cestu ze startu do cile, pro
kazdy vrchol si pamatujeme, odkud jsme do néj nejkratsi cestou prisli.

® Vrcholy ¢ekajici na zpracovani nebudeme mit uloZzené v obycejné fronté,
ale v tzv. oboustranné fronté (deque). V ni umime efektivné piidavat i
odebirat vrcholy na obou koncich. Na zacatku vypoctu do fronty zafadime
pocatecéni vrchol.

® Stejné jako v klasickém BFS, dokud se fronta nevyprazdni, opakujeme
cyklus, v némz vzdy vybereme prvni vrchol z fronty a zpracujeme ho.

e Zpracovani jednoho vrcholu vypadéa takto: Postupné projdeme vSechny
hrany, které z néj vedou. Pro kazdou hranu se podivime, zda pomoci
ni mizeme zlepSit vzdéalenost do jejiho koncového vrcholu. Pokud ano,
zapiSeme si pro tento vrchol jeho novou vzdalenost a zafadime ho do
fronty na zpracovani.

Ale pozor, dileZitd zména: Jestlize zafazujeme do fronty vrchol, do néhoz
jsme pfisli hranou délky 1, zafadime ho klasicky, tedy na konec fronty.
Jestlize jsme ale pfisli hranou délky 0, zafadime ho hned na zacdtek.

Proc¢ tento algoritmus funguje a jaka je jeho Casova slozitost?
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Matematickou indukci muZzeme dokézat, ze ve fronté ¢ekajici na zpracovani jsou
vzdy nejvyse dvé skupiny vrcholt: nejprve néjaké vrcholy, do nichz se umime dostat
cestou ,aktualni* délky x, potom pfipadné néjaké vrcholy, do nichZ se umime dostat
cestou délky = + 1. Tento invariant plati pravé diky zptsobu, jakjym nové vrcholy do
fronty zafazujeme.

V kazdém kroku algoritmu tedy zpracujeme vrchol, ktery ma mezi vSemi ne-
zpracovanymi vrcholy nejmensi dosavadni vzdalenost. Snadno nahlédneme, ze ta uz
musi byt definitivni — vSechny vrcholy s mensi vzdéalenosti jsme totiz zpracovali a
vSechny hrany vedouci z nich déle jsme uz proto prohlédli. Z toho plyne, ze kdyz nas
algoritmus oznac¢i néjaky vrchol jako zpracovany, zndme skutecné spravnou délku
nejkratsi cesty vedouci ze startu do néj.

Zbyva uvédomit si, Ze kazdy vrchol se muze ve fronté na zpracovani ocitnout
nejvyse dvakrdt. Muze se naptiklad stat, ze kdyz zpracujeme vrchol vy, ktery je ve
vzdalenosti 7 od pocatku, objevime zpiisob, jak hranou délky 1 dojit do vrcholu w.
Nastavime tedy vrcholu w vzdélenost na 8 a zafadime ho na konec fronty. Pozdéji
ale mtizeme zpracovat jiny vrchol vs a z né€ho vrchol w dosdhnout hranou délky 0.
Kdyz se toto stane, zmensime vrcholu w vzdéalenost na 7 a zafadime ho do fronty
na zpracovani podruhé — tentokrat ale na jeji zacatek.

Skutecnost, ze mame vrchol w ve fronté na zpracovani dvakrat, nam nijak
nevadi — p¥i druhém zpracovani vrcholu w se uz jednoduse nic nestane.

Tento algoritmus tedy zpracuje kazdy vrchol grafu i kazdou hranu grafu nejvyse
dvakrat, proto je jeho Casova slozitost linearni vzhledem k velikosti grafu. V nasem
piipadé méame graf s O(n?) vrcholy a hranami, ¢asova sloZitost tohoto feseni je tedy
také O(n?).

(Na zévér dodejme, Ze vyse uvedeny postup plati pro Gplné libovolny graf s hra-
nami délky 0 a 1. Na§ graf je navic specidlni: pro kazdy vrchol plati, Ze vSechny do
néj vedouci cesty maji stejnou paritu délky. Kazdy vrchol bude tedy do fronty na
zpracovani zafazen dokonce jenom jednou.)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MAXRS = 2500;
const int DR[] = { 0, 1, 0, -1 };
const int DS[]1 = {1, 0, -1, 0 };

struct stav { int r, s, d; };

int vzdalenost[MAXRS] [MAXRS] [4];
stav odkud [MAXRS] [MAXRS] [4];
char zrcadlo[MAXRS] [MAXRS] [4];

#define INDEX(pole,cstav) polel[cstav.r][cstav.s][cstav.d]

int main() {
// na&ti mapu
int R, S;
cin >> R >> S;
vector<string> mapa(R);
for (int r=0; r<R; ++r) cin >> mapalr];
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// najdi startovaci stav a vloZ ho do fronty
stav start;
for (int r=0; r<R; ++r)

if (mapalr][0] == ’-’) { start.r=r; start.s=0; start.d=0; }
for (int r=0; r<R; ++r)
if (mapalr][S-1] == ’-’) { start.r=r; start.s=S-1; start.d=2; }

for (int r=0; r<R; ++r) for (int s=0; s<S; ++s) for (int d=0; d<4; ++d)
vzdalenost [r] [s] [d] = 987654321;

INDEX (vzdalenost,start) = 0;

deque<stav> Q;

Q.push_back(start);

// prohledavej do Sifky
while (!'Q.empty()) {
stav kde = Q.front();
Q.pop_front();

}

// zjisti, zda nejsme v cili; pokud ano, sestroj a vypi§ FesSeni
if (mapal kde.r ][ kde.s ] == ’=’) {

}

while (kde.r != start.r || kde.s != start.s || kde.d != start.d) {
if (INDEX(zrcadlo,kde) != ’.?)
mapa [kde.r] [kde.s] = INDEX(zrcadlo,kde);
kde = INDEX(odkud,kde);
}
for (string row : mapa) cout << row << "\n";
return O;

// vyzkouSej t¥i moZnosti pohybu: rovné&, pfes zrcadlo /, pfes zrcadlo \.
for (int pohyb=0; pohyb<3; ++pohyb) {

}

stav kam = kde;
int delka = O;
if (pohyb == 0) { kam.r += DR[ kde.d ]; kam.s += DS[ kde.d 1; }

if (pohyb == 1) { kam.d = 3 - kde.d; delka = 1; }

if (pohyb == 2) { kam.d = kde.d ~ 1; delka = 1; }

if (mapal kam.r 1[ kam.s ] == ’X’) continue;

if (mapal kam.r ][ kam.s ] == ’-’) continue;

if (pohyb != O && mapal kam.r ][ kam.s ] == ’0’) continue;

if (INDEX(vzdalenost,kde) + delka >= INDEX(vzdalenost,kam)) continue;
INDEX (vzdalenost,kam) = INDEX(vzdalenost,kde) + delka;

INDEX (odkud,kam) = kde;

INDEX (zrcadlo,kam) = "./\\" [pohyb];

if (delka == 0) Q.push_front(kam); else Q.push_back(kam);

cout << "nemozne\n";

return O;



P-III-5 Graffiti

Bylo pomérné snadné ziskat za tulohu néjaké body hrubou silou: jednoduse
simulujeme proces popsany v zadani, pricemz si o kazdém panelu zdi pamatujeme,
zda je momentalné pomalovany.

Jak umélci maluji jen na jeden panel

Pro vstupy, v nichz kazdy umélec pomaluje jenom jeden panel, je snadné na-
psat i efektivni feSeni. Staci si napfiklad v jedné usporddané mnoZiné pamatovat
vSechny Cisté panely a v druhé vsechny pomalované panely. Kdykoliv pfijde novy
umélec, najdeme v ¢ase O(log p) prvni ¢isty panel. Kdykoliv pfijde pofddkova sluz-
ba, najdeme v ¢ase O(logp) v druhé mnoziné tsek pomalovanych paneli, které je
tfeba vydcistit, a jeden po druhém je postupné presuneme mezi Cisté.

Dohromady vSechny umeélce zpracujeme v ¢ase O(ulog p). Protoze kazdy poma-
lovany panel, ktery nékdy poradkova sluzba vycisti, musel predtim nékdo pomalovat,
dohromady za cely béh programu vycisti sluzba nejvyse u paneld, takze také vsechny
udélosti tykajici se pofadkové sluzby zpracujeme ¢ase O(ulogp).

(Vsimnéte si, ze pii zpracovani pofadkové sluzby je nutné védét, které panely
v jejim tseku jsou pomalované, a zpracovat jenom ty. Kdybychom se divali na tplné
kazdy panel v ¢isténém tseku, vzrostla by ¢asova slozitost na O(up).)

Obecné Feseni

V nasem vzorovém feseni pouzijeme pro reprezentaci zdi tzv. intervalovy strom:
Gplny binarni strom, jehoz listy odpovidaji jednotlivym paneltim zdi. Vnitini vrcholy
tohoto stromu potom odpovidaji delsim tsektim zdi. Jestlize listy stromu tvoii tro-
ven 0, jejich rodice Groven 1, a tak déle, potom kazdy vrchol na trovni i predstavuje
né&jaky konkrétni tsek 2° po sobé jdoucich paneld.

Pocet listti tohoto stromu je nejbliz§i mocninou dvou vétsi nebo rovnou p.
(Pouzijeme jen p nejlevéjsich z nich, ostatni jsou jakoby po celou dobu pomalované.)
Je zjevné, ze listli je méné nez 2p. Hloubka intervalového stromu je proto O(logp).

o

nnn nnonnnnnonong

Na obrazku je priklad intervalového stromu. Pole ve spodnim fadku predstavuje
listy stromu, tedy tiroven 0. Hodnoty 0 a 1 pfedstavuji pomalované a ¢isté panely.

Intervalovy strom vyuZijeme nasledovné: libovolny tsek zdi dokdzeme rozdélit
na O(log p) kratsich (a navzdjem disjunktnich) tsekd, z nichz kazdy odpovida néja-
kému vrcholu intervalového stromu. Kdyz tedy chceme néco zjistit o néjakém tseku,
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pripadné si o ném zapsat néjakou informaci, nemusime v ¢ase O(p) postupné po
jednom projit v8echna jeho policka, ale staci v éase O(log p) nalézt pfislusné policka
ve stromu.

Na obrazku jsou Sedou barvou oznaceny vrcholy stromu, které dohromady re-
prezentuji isek zacinajici ¢tvrtym a koncici jedendctym panelem.

Rozmyslime si, jaké operace potfebujeme s nasim stromem provadét:

® Pro dané d nalézt nejlevéjsi vyskyt d volnych paneld vedle sebe.
® Cely dany tsek oznacit jako omalovany, nebo naopak jako ¢isty.

Abychom mohli provadét efektivné prvni z nich, budeme si v kazdém vrcholu
stromu pamatovat tyto hodnoty:

e Jaky nejdelsi tisek Cistych panelt se nachazi nékde v tseku paneld, které
tento vrchol zastupuje?

e Kolika ¢istymi panely jeho tsek paneli zac¢ina a kolika konci?

Tyto informace lze snadno udrZovat aktualni. KdyZ je zndme pro oba syny
néjakého vrcholu v, lehce z nich vypoéitdme tdaje pro vrchol v. (Napiiklad nejdelsi
Cisty usek je maximem ze t¥1 moznosti: nejdelsi isek pod levym synem, nejdelsi tisek
pod pravym synem, nebo tsek, ktery tvori ¢isté panely na konci tseku levého syna
a na zac¢atku useku pravého syna.)

My

S pomoci téchto informaci snadno ur¢ime nejlevéjsi dostatecné dlouhy cisty
tsek: staci zacit v kofenu stromu a vzdy si vybrat nejlevéjsi moznost, kterd jesté
vede k feseni.

Abychom dokézali efektivné oznacovat tiseky jako ¢isté nebo pomalované, pou-
Zijeme techniku zvanou lin€ provddéni zmén (lazy updates). Kazdému vrcholu pridé-
me jesté jednu proménnou, kterou nazveme stav. Kazdy vrchol mize byt v jednom ze
t¥{ stavi: aktualni, ¢isty, nebo $pinavy. Aktualni vrchol méa v sobé uloZzeny informace
ve vise popsané podobé. Cisty vrchol je takovy vrchol, v némz mame poznaceno, Ze
viechny vrcholy pod nim jsou &isté. Spinavy vrchol je takovy vrchol, v ném# mame
poznaceno, Ze vSechny vrcholy pod nim jsou pomalované.

KdyZ ménime stav panelt (at uz umélec nékteré pomaloval, nebo pofadkova
sluzba nékteré vy¢istila), udélame jenom to, Ze zménime stav vrchold, které tomu
useku odpovidaji (a pfepocitdme informace ve vrcholech nad nimi).

Takova zména muze zpusobit, Ze nékde pod ¢istymi/Spinavymi vrcholy jsou
vrcholy, v nichz jsou uloZeny neaktualni informace. Toto je ale pravé podstata linych
zmén — v této chvili si jenom fekneme, Zze nam tento stav nevadi. Predstavme si
totiz, ze jdeme od korene libovolnym smérem dold po nasem intervalovém stromu.
Drive, nez ptijdeme do vrcholu, v némz jsou neaktudlni informace, vzdy narazime
na piislusny ¢isty/$pinavy vrchol a tam uZ vime, na ¢em jsme, a nemusime chodit
hloubéji.

Obcas se nam stane, ze z néjakého c¢istého nebo Spinavého vrcholu v prece
jen potfebujeme jit dale doli. Naptiklad méame poznaceno, ze vrchol predstavujici
néjakych 8 paneld je Spinavy, ale pravé prisel novy pozadavek, ze je tfeba prvni
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tfi z nich odistit. AZ v této situaci posleme informaci dale: jestlize byl v Spinavy,
tak nejprve oba syny vrcholu v zménime na Spinavé, potom rekurzivné sestoupime
doli do jednoho z nich, provedeme potiebné zmeény, a kdyz se z rekurze vynofime,
prepoditdme (nyni uz aktuélni) vrchol v pomoci informaci v jeho synech. V nasem
prikladu by tedy vysledkem byla situace, v niz by levy syn v skoncil také jako aktualni
(a pamatovali bychom si v ném, Ze jsou pod nim tfi ¢isté panely), zatimco pravy
syn v by skon¢il $pinavy. Z téchto idaji bychom nasledné piepocitali v.

Kazdou operaci se stromem dokaZeme takto zrealizovat v ¢ase O(logp), zpra-
covani u udalosti tedy zvlddneme s ¢asovou slozitosti O(ulogp).

Na zavér dodavame, ze existuji i jina feSeni se stejnou casovou slozitosti. Jedno
mozné FeSeni je napiiklad zaloZeno na tom, Ze si budeme zed reprezentovat jako
mnozinu souvislych tseki Cistych panelt. Ty si budeme udrzovat ve vyvazovaném
binarnim stromu uspofadané podle jejich zacatku. Navic si v kazdém vrcholu stromu
budeme pamatovat, jaky nejdelsi tsek lezi v jeho podstromu.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int CISTY = O, SPINAVY = 1, AKTUALNI
const int HLOUBKA = 19;

]
N

struct vrchol {
int zacatek, konec, nejvic, stav;
void zapln(int level, int s)
{ stav=s; zacatek = konec = nejvic = (s==CISTY 7 (1<<level) : 0); }
};

vector< vector<vrchol> > T;

void prepocitej_vrchol(int level, int offset) {
if (level == 0) return;
vrchol &ja = T[level] [offset],
1syn = T[level-1] [2*offset],
psyn = T[level-1] [2xoffset+1];
ja.stav = AKTUALNI;
ja.zacatek = lsyn.zacatek;
if (ja.zacatek == 1 << (level-1)) ja.zacatek += psyn.zacatek;
ja.konec = psyn.konec;
if (ja.konec == 1 << (level-1)) ja.konec += lsyn.konec;
ja.nejvic = max( max(lsyn.nejvic, psyn.nejvic), lsyn.konec+psyn.zacatek );

}

void preposli_dolu(int level, int offset) {
if (level == 0) return;
vrchol &ja = T[levell [offset],
&lsyn = T[level-1] [2%¥offset],
&psyn = T[level-1] [2*¥offset+1];
if (ja.stav == AKTUALNI) return;
lsyn.zapln(level-1,ja.stav);
psyn.zapln(level-1,ja.stav);
prepocitej_vrchol(level,offset);
}

int najdi_prvni_usek(int delka, int level=HLOUBKA, int offset=0) {
preposli_dolu(level,offset);



if (T[level] [offset].nejvic < delka) return -1;

if (level == 0) return offset;
int tmp = najdi_prvni_usek(delka,level-1,2%offset);
if (tmp != -1) return tmp;

vrchol 1lsyn = T[level-1] [2*offset], psyn = T[level-1] [2xoffset+1];
if (1lsyn.konec + psyn.zacatek >= delka)

return (1<<(level-1))*(2xoffset+1l) - lsyn.konec;
return najdi_prvni_usek(delka,level-1,2xoffset+1);

}

void zaznac_usek(int lo, int hi, int stav, int level=HLOUBKA,
int offset=0, int vlo=0, int vhi=1<<HLOUBKA) {

preposli_dolu(level,offset);
if (hi <= vlo || vhi <= lo) return;
if (lo <= vlo && vhi <= hi) { T[level] [offset].zapln(level,stav); return; }
zaznac_usek(lo,hi,stav,level-1,2*xoffset,vlo, (vlo+vhi)/2);
zaznac_usek(lo,hi,stav,level-1,2*%offset+1, (vlo+vhi)/2,vhi);
prepocitej_vrchol(level,offset);

}

int main() {
int P, U;
cin >> P >> U;

T.resize (HLOUBKA+1) ;
T[0] .resize( 1<<HLOUBKA, {0,0,0,AKTUALNI} );
for (int p=1; p<=P; ++p) T[0][p] = {1,1,1,AKTUALNI};
for (int h=0; h<=HLOUBKA; ++h) {
T[h] .resize( 1<<(HLOUBKA-h) );
for (int 0=0; o<(1<<(HLOUBKA-h)); ++0) prepocitej_vrchol(h,0);
}

while (U--) {
string cmd; cin >> cmd;
if (emd == "U") {
int d; cin >> d;
int ans = najdi_prvni_usek(d);
cout << ans << "\n";
if (ans != -1) zaznac_usek(ans,ans+d,SPINAVY);
} else {
int x, y; cin >> x >> y;
zaznac_usek(x,y+1,CISTY);

}

return O;



P-III-6 Koralky

Nagim tkolem je pomoci Natélce s jejim kordlkovym problémem. Za¢neme ne
prilis efektivnim algoritmem.

ZkouSeni vSech moZnosti

Neklesajici posloupnost koralk®i nazveme ndhrdelnik. Pro dostatecné malé n
si muzeme vygenerovat vSechny nahrdelniky a vybrat nejdelsi z nich. Oznacme si
posloupnost ¢isel na vstupu jako F. VSechny dobré nahrdelniky mtizeme vygenero-
vat napfiklad pomoci rekurzivni funkce f(ind, levy, pravy), kde ind je index éisla,
které chceme zpracovat, a levy a pravy jsou indexy posledniho koralku navlec¢eného
na Stiirku zleva a zprava. Tato funkce postupné vyzkousi vSechny moznosti, jak na-
hrdelnik dokoncit, a vrati délku nejdelsi z nich. V téle funkce f staci vyzkouset tii

moznosti a vybrat z nich maximum.

e f(ind + 1, levy, pravy)  (pFesko¢ime ¢islo na pozici ind)

e f(ind 4+ 1, ind, pravy) + 1, jestlize F[ind] < F[levy]
(pFiddme ¢islo na pozici ind na zacéatek)

e f(ind + 1, levy, ind) + 1, jestlize F[pravy] < F[ind]
(pfidame ¢islo na pozici ind na konec)

Nyni uZ jenom staci zavolat funkci f(i + 1,4,7), pro kazdé i < n a vybrat
maximum. Casové slozitost tohoto feseni je O(3"), protoze mame n pozic a v kazdé
se nase rekurze mize rozdélit do tii veétvi.

Toto FeSeni muzeme vylepsit pomoci techniky zvané memoizace (keSovani). Po-
v§imneme si, ze v pritbéhu rekurze pocitame hodnotu funkce f pro stejné parametry
opakované. P¥i prvnim vypocétu hodnoty f(ind, levy, pravy) si vypoétenou hodnotu
zapamatujeme a v dalSich vétvich rekurze misto rekurzivniho vypoctu funkce pouzi-
jeme zapamatovanou hodnotu. V8echny argumenty funkce f jsou mezi 1 a n, a tedy
pocet hodnot, které si musime zapamatovat, je O(n3). Vypocet kazdé z nich ze tii
dalgich hodnot lze provést v konstantnim case. Timto postupem ziskame algoritmus
s ¢asovou a pamétovou slozitosti O(n?).

Vzorové feSeni

Vzorové feseni je zalozeno na nasledujici myslence: Néktery koralek jsme museli
na nahrdelnik navléknout jako prvni. Kdybychom znali éislo ¢ a tedy barvu Fi]
tohoto prvniho koralku, rozdélil by se ndm problém na dvé nezavislé ¢asti. O kazdém
z nésledujicich koralki totiz vime, Ze je-li mensi nez F[i], mizeme ho navléknout
jediné zleva, a je-li vétsi nez F[i], tak jediné zprava.

Protoze zleva i zprava chceme navléknout co nejvice koralkt, potfebujeme mezi
Hlevymi“ koralky nalézt co nejdelsi klesajici a mezi ,,pravymi“ koralky co nejdelsi
rostouci podposloupnost. Sta¢i implementovat jeden z téchto dvou algoritmu. Kdyz
totiz v n&jakém poli zménime vSem prvkim znaménko (vynasobime je —1), tak se
klesajici podposloupnosti zméni na rostouci a naopak.

Dostavame tak feseni s ¢asovou slozitosti O(n? logn). Staéi postupné vyzkouset
vSechny moznosti pro index ¢ prvniho navle¢eného koralku a vzdy pomoci dvou volani
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algoritmu z domaciho kola nalézt nejdelsi klesajici a rostouci podposloupnost, které
k piislusnému prvnimu koralku miizeme piipojit.

Popsané teseni ale stale déla mnoho prace zbytecné vicekrat.

Kdyz se 1épe podivate na algoritmus z domaciho kola, miiZete si v§imnout, Ze se
pfi zpracovani konkrétniho indexu dozvime délku nejdelsi rostouci podposloupnosti,
ktera na tomto indexu konci.

Nyni tento algoritmus pouZijeme na zadanou posloupnost F', ale v opacném
smeéru, tedy od konce. Tim se pro kazdy index dozvime délku nejdelsi klesajici pod-
posloupnosti, kterd na ném zacind.

Nasledné udélame totéz, ale pro posloupnost F' s opa¢nymi znaménky. Tim se
pro kazdy index dozvime také délku nejdelsi rostouci podposloupnosti, ktera na ném
zacind.

KdyZz uz mame tyto dvé informace, lohu snadno vyresime v linearnim case:
pro kazdy index ¢ dokdzeme v konstantnim case urcit, kolik nejvyse koralki mizeme
pouzit, kdyz za¢neme koralkem 1.

Celkova ¢asova slozitost tohoto feSeni je tedy pouze O(nlogn).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<int> LIS(const vector<int> &A) {
// odpoved[i] = délka nejdelSi rostouci podposloupnosti kon&ici na indexu i
vector<int> odpoved;
vector<int> konce(1,-(1<<30));
for (int a : A) {
auto kam = upper_bound( konce.begin(), konce.end(), a );
odpoved.push_back( kam - konce.begin() );

if (kam == konce.end()) konce.push_back(a); else *kam = a;
¥
return odpoved;
}
int main() {
int N;
cin >> N;
vector<int> F(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> F[n];
reverse( F.begin(), F.end() );
vector<int> 1lds = LIS(F);
for (int &f : F) f = -f;
vector<int> lis = LIS(F);
int odpoved = 0;
for (int n=0; n<N; ++n) odpoved = max( odpoved, lis[n]+lds[n]-1 );
cout << odpoved << endl;
return 0;
}
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