67. rotnik Matematické olympiady — 2017/2018

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Trojice

Ziskat nejaké body v této tloze je snadné: staci vygenerovat vSechny trojice a
usporadat je podle souctu:

vector<long long> soucty;
for (int p=0; p<N; ++p)
for (int q=0; q<p; ++q)
for (int r=0; r<q; ++r)
soucty.push_back( Alp]l + Alql + Alr] );
sort( soucty.begin(), soucty.end() );
cout << soucty[K-1] << endl;

Uvedené feseni ma ¢asovou slozitost O(n3logn) kviili t¥idéni. Tato éasova slo-
sort), nebo tak, Ze namisto t¥idéni pouZzijeme linedrni algoritmus na nalezeni k-tého
nejmensiho prvku. Protoze ale existuji mnohem lepsi feseni, detaily téchto drobnych
zlepSeni si odpustime.

Kvadratické Feseni

Jednou technikou, ktera vede k lepsimu feseni, je bindrni vyhleddvdni odpovéds.
Pouzijeme nové znaceni p(x) pro pocet trojic, které maji soucet nejvyse x. Soutézni
tlohu si nyni miZeme zformulovat nasledovné: k danému k urcete nejmensi x, pro
né7 je p(x) > k. (Jinymi slovy: existuje asponi k trojic, které maji souéet rovny x
nebo méne.)

Vime, 7e hledand hodnota z lezi nékde mezi 0 a 3 - 10!2. Kdybychom uméli
hodnotu ¢(z) efektivné pocitat, miZzeme to spravné x nalézt bindrnim vyhleddvanim
v tomto intervalu.

Jak dokézeme hodnotu () spoéitat v lepsim nez kubickém c¢ase? Uvazujme
vyse uvedeny algoritmus generujici vSechny trojice indext (p,q,r). Kdyz uz jsme
zvolili p a ¢, FeSime nasledujici otazku: kolik rtiznych moznosti pro r nam da do-
stateCné maly soucet? JelikoZ Cisla na vstupu méame usporadana od nejmensiho
po nejvetsi, misto zkouseni vSech moznych r staci nalézt nejvetsi vyhovujici r. To
dokéZeme nalézt v logaritmickém ¢ase (opét) bindrnim vyhleddvanim. Takto tedy
mizeme konkrétni hodnotu ¢(z) spoéitat v ase O(n?logn). A protoze spravné x
hledame v intervalu konstantni délky, budeme potfebovat urcit jenom konstantné
mnoho hodnot ¢, takze celkovd asymptotickd casova slozitost naseho feSeni bude
také O(n?logn).

Jesté o néco lepsi feseni se obejde bez vnitiniho binarniho vyhledavani. Namisto
toho stac¢i vSimnout si, ze kdyz pro pevné zvolené p postupné zvétsujeme ¢, tak se
postupné zmensuje maximélni vyhovujici r. Pfesnéji, jsou jen dvé moznosti: bud je
maximéalni vyhovujici r jesté stale rovno g — 1, nebo je uz hodnota A[p] + Alg] tak
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velka, Ze trojice indext (p, ¢, ¢ — 1) nevyhovuje. Jakmile nastane tato druh4 situace,
uz bude stale platit, ze se pfi zvySovani ¢ nikdy nezvysi maximalni vyhovujici r.
Proto sta¢i udrzovat si proménnou s maximélnim vyhovujicim r a pokazdé, kdyz
zvysime ¢, budeme tuto proménnou podle potfeby snizovat. Toto FeSeni ma ¢asovou
slozitost O(n?).

long long lo = A[0]+A[1]+A[2]-1, hi = A[N-1]+A[N-2]+A[N-3];

// Invariant: je malo trojic se soudtem <= lo, je dost trojic se souétem <= hi.
while (hi - 1o > 1) {
long long med = (lo+hi) / 2;
// Spo&itame, kolik trojic md souéet <= med.
long long cnt = 0;
for (int p=2; p<N; ++p) {
int max_r = 0;
for (int gq=1; q<p; ++q) {
// Upravime hodnotu max_r: nejvét3i r takové, Ze A[p]+Alql+A[r] <= med.
if (Alp] + Alql + Alg-1] <= med) {
max_r = q-1;
} else {
while (max_r >= 0 &% A[p] + Alq] + Almax_r] > med) --max_r;
}
cnt += (max_r + 1);
}
}
// Podle vysledku zmensSime na polovinu interval, v némZ hledame odpovéd.
if (cnt >= K) hi = med; else lo = med;

}

cout << hi << endl;

Vzorové feSeni

Dosud jsme nijak nevyuzili predpoklad uvedeny v zadéani, ze k je rozumné
malé. Vzorové feseni tuto skutecnost vyuziva: k-ty nejmensi soucet najdeme tak,
ze postupné vygenerujeme vSech k nejmensich soucti. Pfesnéji, vygenerujeme jim
odpovidajici trojice indexti (p, ¢, r), pri¢emz tentokrat bude vzdy platit p < g < 7.

Zacatek vypoctu je snadny, nejmensi soucet zjevné odpovida trojici indext
(0,1,2). Také druhy krok je vzdy stejny — druhy nejmensi soucet odpovida trojici
(0,1,3). Jak ale budeme pokracovat?

V kazdém okamziku si budeme udrzovat mnozinu kandiddti: trojic, které by
mohly byt nasledujici trojici s nejmensim souc¢tem mezi vSemi jesté nezpracovanymi
trojicemi.

Na zacatku vypoctu jsme jesté nevygenerovali Zadnou trojici a mame jediného
kandidata: trojici (0,1,2). Nyni k-krét zopakujeme tento postup:

1. Mezi vSemi kandidaty vybereme tu trojici indexi, které odpovida nejmen-

§i soucet (je-li takovych vice, tak libovolnou z nich). Vybranou trojici od-

stranime ze seznamu kandidat. Pokud je to uz k-t4 zpracovana trojice,

vypiSeme na vystup jeji odpovidajici soucet a skoncime.

2. Kdyz jsme pravé zpracovali trojici (a, b, ¢), pfiddme mezi kandidaty trojice
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(a+1,b,¢), (a,b+1,¢) a (a,b,c+ 1). Pfesnéji pfiddme jenom ty z nich,
které jsou platnymi uspotfddanymi trojicemi indext.

Ukazeme, ze toto reseni opravdu funguje, tedy ze skutecné generuje trojice
indexti ve spravném potadi. K tomu stac¢i dokézat nasledujici tvrzeni: V libovolném
okamziku plati, ze kdyz jesté nezpracovana trojice indexd neni mezi kandidaty, tak
urcité nemé nejmensi soucet mezi vSemi nezpracovanymi trojicemi.

Platnost tvrzeni plyne z nésledujiciho pozorovéni: trojice indexi (a,b,c) méa
ostie vétsi soucet nez kazda z platnych trojic (e — 1,b,¢), (a,b — 1,¢), (a,b,c —1).
Trojici (a, b, c) tedy chceme zpracovat az po vSech téchto trojicich. Rozhodné tedy
plati, Ze dokud Zzadn4 z nich nebyla zpracovdna, nemé smysl zafazovat (a, b, ¢) mezi
kandidaty, kdyz vime o nezpracované trojici s mensim souctem.

Stacilo by zafadit (a, b, ¢) mezi kandidaty az poté, co zpracujeme posledni z vyse
uvedenych ,,0 jedna mensich® trojic, zatimco my to udélame uz po zpracovani prvni
z nich. To ale zjevné nepokazi korektnost naseho algoritmu — jenom méame obcas
mnozinu kandidat o néco vétsi, nez by bylo nutné. Jak uvidime pozdéji, nepokazi
to ani ¢asovou slozitost.

Pfi udrzovani mnoziny kandidata potiebujeme efektivné pridavat nové kandi-
daty a vybirat nejlepsiho. MizZeme proto na jejich uloZeni pouzit prioritni frontu a
tu implementovat bud pomoci haldy, nebo pomoci vyvazovaného stromu. V obou
pripadech se bude kazda operace s mnozinou kandidati provadét v case logaritmic-
kém vzhledem k jejich poctu. Jelikoz za kazdého zpracovaného kandidata pridame
nejvyse tfi nové, bude pocet kandidatiu linedrné nartstat s poctem uz zpracovanych
trojic, takze kandidéti bude O(k). Kazdého kandidéta zpracujeme v ¢ase O(log k),
takZe toto FeSeni ma celkovou ¢asovou slozitost O(k log k).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int N;
long long K;
vector<long long> A;

struct triple {

int a,b,c;

long long sum() const { return A[al+A[bl+A[cl; }
};

set<triple> candidates;

bool operator<(const triple &X, const triple &Y) {

long long xs = X.sum(), ys = Y.sum();

if (xs != ys) return xs < ys;

return make_tuple(X.a,X.b,X.c) < make_tuple(Y.a,Y.b,Y.c);
}

int main() {
cin >> N >> K;
A.resize(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> A[n];

candidates.insert( {0,1,2} );



while (true) {
triple curr = *candidates.begin();
candidates.erase( candidates.begin() );
if (K == 0) { cout << curr.sum() << endl; break; }
if (curr.a+l < curr.b) candidates.insert( {curr.a+l,curr.b,curr.c} );
if (curr.b+1 < curr.c) candidates.insert( {curr.a,curr.b+1,curr.c} );
if (curr.c+1 < N ) candidates.insert( {curr.a,curr.b,curr.c+1} );

P-I-2 Telenovela

Nejprve zajistime, abychom vidéli prvni a posledni dil telenovely. Je zjevné,
ze prvni dil chceme vidét co nejdfive a posledni co nejpozdéji, aby ndm mezi nimi
zastalo co nejvice jinych dild. Najdeme proto prvni vysilani prvniho dilu a posledni
vysilani posledniho dilu. Pokud néktery z nich viibec nevysilaji, nebo kdyz prvni dil
vysilaji jen pozdéji nez posledni, tiloha nem4 feseni. V opa¢ném piipadé ndm ztiistala
jednodussi verze soutézni ulohy: v ¢asti televizniho programu, kterd odpovida tseku
mezi prvni a posledni epizodou, potfebujeme vybrat co nejvice ostatnich epizod ve
spravném poradi.

Jinymi slovy, z dané posloupnosti ¢isel chceme vybrat co nejdelsi rostouci pod-
posloupnost tvorenou ¢isly 2 az e — 1. UkdZzeme si dva rtzné efektivni algoritmy,
které tesi tento problém.

Kvadratické FeSeni

Uvazujme néasledujici verzi nasi alohy: na vstupu je posloupnost ¢isel aq, ..., a,
a nas zajima délka nejdelsi ostfe rostouci podposloupnosti této posloupnosti.

Pfi feSeni pouzijeme dynamické programovani. Oznac¢me b; délku nejdelsi ros-
touci podposloupnosti, jejiz posledni prvek lezi na indexu i. Celkovym vysledkem
je pak zjevné max; b;, takze k vyreSeni lohy nam staci postupné spocitat vSechny
hodnoty od by po b,.

Jak to udélame? Je-li na indexu 4 posledni prvek rostouci podposloupnosti,
jsou jen dvé moznosti: bud mé tato podposloupnost délku 1 (tzn. uz zadny jiny
prvek neobsahuje), nebo mé pfedposledni prvek na néjakém indexu j < i. Jelikoz
celd posloupnost ma byt rostouci, pfipadaji do tvahy jen takova j, pro ktera plati
a; < a;. Pro kazdé takové j nejdelsi rostouci podposloupnost, kterd konéi na indexu
J, ma délku b;. Kdyz tedy chceme ziskat nejdelsi rostouci podposloupnost konéici
na indexu 7, musime mezi vhodnymi j vybrat to s nejvétsi hodnotou b;. Prislusna
podposloupnost konécici na indexu j spolu s prvkem na indexu ¢ potom vytvoii
rostouci podposloupnost délky b; + 1 koncici na indexu .

Vsechny hodnoty b; spoéitdme v ¢ase O(n?) nasledovné:

// Vstup méme uloZen v proménné N a v poli hodnot A[0..N-1].
vector<int> B(N);

for (int i=0; i<N; ++i) {
// Hodnotu B[i] inicializujeme na 1, coZz odpovida jednoprvkové posloupnosti.



B[i] = 1;
// Je-1li optimdlni posloupnost del3i, vyzkouSime vSechny moZnosti,
// kde ma predposledni prvek, a vybereme nejlep$i z nich.
for (int j=0; j<i; ++j)
if (A[3] < A[il)
B[i] = max( B[i]l, 1+B[jl );
}

Vzorové feSeni

Existuje vice riiznych algoritmi, které najdou nejdelsi rostouci podposloupnost
v ¢ase O(nlogn). Ukdzeme si jeden z nich. Bude zajimavy také tim, Ze je to online
algoritmus, ktery bude fungovat, aniz by pfedem znal délku zpracovavané posloup-
nosti. Jednoduse budeme ze vstupu postupné ¢ist prvky posloupnosti a po precteni
kazdého z nich budeme védét, jaka nejlepsi podposloupnost je obsazena v dosud
zpracovanych datech.

Algoritmus zalozime na néasledujicim zakladnim pozorovani: Pfedstavme si, Ze
jsme uz zpracovali néjakou ¢ast vstupni posloupnosti, napriklad

(10,3,8,6,9,4,6,22,7,5).

V této posloupnosti mohlo byt mnoho riznych dvouprvkovych rostoucich podpo-
sloupnosti, napfiklad (10,22), (6,7), nebo (3,4). Nyni ndm na vstupu pfijde novy
prvek . Chceme vytvorit tFiprvkovou rostouci podposloupnost koncici timto z. To
musime udélat tak, Ze vezmeme nékterou dvouprvkovou rostouci podposloupnost,
kterou jsme méli v uz zpracovanych datech, a na jeji konec pridame z. Kterd ze
vSech moznych dvouprvkovych podposloupnosti je k tomu nejvhodnéjsi? Je zjevné,
Ze kdyz je napiiklad posloupnost (5,7, z) rostouci, pak také posloupnost (3,4, z) bu-
de rostouci, nebot kdyz x > 7, tak tim spiSe plati i > 4. Jinymi slovy, nejlepsi je ta
posloupnost, kterd konc¢i nejmensim moznym cislem. Kazdé z, které by slo pfipojit
za jinou podposloupnost, ptjde pfipojit i za tuto.

Budeme si tedy udrzovat hodnoty c¢; s nésledujicim vyznamem: kdyZ se podiva-
me na vSechny mozné rostouci j-prvkové podposloupnosti v jiz zpracovanych datech
a vezmeme posledni prvek kazdé z nich, nejmensi z takto ziskanych hodnot bude pra-
vé ¢;. Specialné polozime ¢y = —oo (za posloupnost délky 0 lze pfipojit cokoliv) a
¢j = 400, pokud ve zpracovanych datech zddnd rostouci j-prvkova podposloupnost
neexistuje.

Piiklad: Pokud jsme jiz zpracovali (10,3,8,6,9,4,6,22,7,5), potom budeme
mit ¢ = 3, co =4, ¢c3 =5, ¢y =7, acs = +oo. VSimnéte si, ze rizné hodnoty
¢; mohou odpovidat riznym podposloupnostem. Napriklad v této chvili nejlepsi
podposloupnosti délky 3 je (3,4,5), zatimco pro délku 4 to je (3,4,6,7).

Pouzijeme néasledujici pozorovani: konecéné hodnoty ¢; jsou vzdy usporadané
podle velikosti v ostie rostoucim poradi. Naptiklad vzdy plati c3 < ¢4, nebot kdyz
vezmeme nejlepsi rostouci podposloupnost délky 4 a odstranime z ni jeji posled-
ni prvek, dostaneme néjakou (dokonce ne nutné nejlepsi) rostouci podposloupnost
délky 3, ktera konc¢i hodnotou ostfe mensi nez cy.

Predstavme si nyni, ze preCteme ze vstupu dalsi prvek x a zajima nas, jaka
nejdel$i rostouci podposloupnost konéi timto prvkem. Abychom to zjistili, chceme
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nalézt nejvétsi ¢ takové, ze ¢; < x. Potom je zjevné, Ze nejdelsi rostouci podposloup-
nost koncici pravé prectenym prvkem z ma délku ¢ + 1. Protoze vime, Ze hodnoty
c jsou usporddany podle velikosti, dokézeme hledané i urcit v logaritmickém case
binarnim vyhledavanim.

Zbyva nam posledni krok: zjistit, jaké nové rostouci podposloupnosti vznikly
tim, ze jsme do posloupnosti pfidali pravé precteny prvek x. Pfesnéji, chceme zjistit,
které z hodnot ¢ se zménily a jak.

Ukéze se, ze zména je vzdy minimalni. V pfedchozim kroku jsme nasli nejvétsi
i takové, ze ¢; < x. Nyni plati:

® Pro kazdé j < i existuje j-prvkova rostouci podposloupnost koncici prv-
kem mensim nez x. Hodnoty ¢; az ¢; se proto nezméni.

® Nelze vytvofit rostouci podposloupnost délky ¢ + 2 nebo vétsi, kterd by
koncila pravé pfectenym z. Ani hodnoty od c¢; o dale se proto nezméni.

® Jediné, co se mize zménit, je hodnota ¢;41. Dosud mohlo byt ¢;41 > =,
nyni zjevné bude c; 11 = .

Naprtiklad kdyz budeme pokracovat ve vyse uvedeném piikladu tim, ze precte-
me ze vstupu jako dalsi prvek posloupnosti hodnotu x = 6, zméni se hodnota c4 ze
7 na 6. Kdybychom namisto toho pfecetli z = 100, ztistalo by ¢4 = 7 a zménilo by
se ¢5 z 0o na 100.

Po pfecteni a zpracovani n prvk budeme mit nejvysSe n-prvkovou rostouci
podposloupnost, proto v libovolném okamziku jen O(n) prvka posloupnosti ¢ mé
koneénou hodnotu. Bindrn{ vyhledédvani mezi nimi proto probéhne v ¢ase O(logn).
Kazdy prvek ze vstupu tedy precteme a zpracujeme v logaritmickém case, proto
celkové Casova slozitost tohoto feseni je O(nlogn).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

// V &ase n log n vypolitame délku nejdelSi rostouci podposloupnosti v A.
int lis_nlogn(const vector<int> &A) {
// Inicializujeme si C tak, aby C[0]=-inf;
// v kazdém okamZiku si budeme pamatovat jen tu &ast C, ktera je < inf.
vector<int> C(1, -1);
for (int a : A) {
// Najdeme nejmensi i takové, Ze C[i] >= a.
unsigned i = upper_bound( C.begin(), C.end(), a-1 ) - C.begin();
// Upravime hodnotu C[i] na a.
if (i == C.size()) C.push_back(a); else C[i] = a;

}

return C.size()-1;
}
int main() {

int N, E; cin >> N >> E;

vector<int> epizody(N); for (int n=0; n<N; ++n) cin >> epizodyl[n];

// Najdeme prvni vysilani prvni a posledni vysilani posledni epizody.
int prvni = 0, posledni = N-1;

while (prvni < N && epizody[prvni] != 1) ++prvni;

while (posledni >= O && epizody[posledni] != E) --posledni;
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// Pokud se nestihaji obé& nebo né&kterou vibec nevysilaji, FeSeni neexistuje.
if (posledni < prvni) { cout << -1 << endl; return 0; }

// Sestrojime posloupnost vysilani ostatnich epizod, které stihneme shlédnout.
vector<int> zustalo;
for (int i=prvni+l; i<posledni; ++i)
if (1 < epizodyl[i] && epizodyl[il < E)
zustalo.push_back( epizodyl[i] );

// Najdeme mezi nimi nejdel3i rostouci podposloupnost
// a pticteme 2 za prvni+posledni.
cout << 2 + lis_nlogn(zustalo) << endl;

P-I-3 Pievraceni prefixu

Reseni jednotlivych ¢asti tlohy ukdzeme v trochu jiném potadi: ¢ast C si ne-
chame az na konec.

Cast A: usporadani pole

Usporadané pole budeme vytvaret od konce. Pomoci nejvyse dvou operaci flip
umime dostat nejvétsi prvek na konec pole. Sta¢i ho najit v poli (necht je na inde-
xu k), provést flip(k), ¢éimz ho dostaneme na zac¢atek pole, a nésledné provést flip(n),
¢imz ho dostaneme na konec pole. Od této chvile budeme provadét prikaz flip pouze
s parametrem mensim nez n, takze nejveétsi prvek uz zlistane trvale na konci pole.
Analogicky budeme postupovat déale. Takto celé pole usporadame pomoci nejvyse
2n — 2 operaci flip. Pfed kazdou z nich potfebujeme nejvyse O(n) ¢asu, proto ma
tento algoritmus polynomialni (pfesnéji kvadratickou) ¢asovou slozitost.

Cast B: testovani pro 10 prvki

V této ¢asti ulohy médme postupné projit vSech 10! permutaci deseti prvka a
pro kazdou z nich odsimulovat deterministicky postup ze zadani.

Implementovat postup ze zadani je snadné a kromé toho potiebujeme uz je-
nom prochézet pres vSechny permutace. Pii praktické implementaci k tomu lze
vyuzit vhodnou knihovni funkci (napf. next_permutation v C++, pfipadné iter-
tools.permutations v Pythonu). Pokud bychom chtéli takovou funkei implemento-
vat sami, miZeme naprogramovat pomocnou funkci, ktera z dané permutace vytvori
permutaci bezprostiedné nasledujici v lexikografickém uspofadéni. Podrobnéjsi po-
pis implementace této funkce najdete napfiklad v feSeni ulohy P-II-3 z 60. ro¢niku
MO - kategorie P.

Ukéazka implementace:

def simuluj(pole):

kroku = 0

while pole[0] != 1:
k = pole[0]
pole = pole[:k][::-1] + polelk:]
kroku += 1

return kroku

from itertools import permutations



pocty_kroku = [ ( simuluj(perm), perm ) for perm in permutations(range(1,11)) ]
pocty_kroku.sort ()
for row in pocty_kroku[-10:]1: print(row)

Spusténim programu zjistime, Ze nejvyssi pocet kroki je 38, a to pro jedinou
permutaci (5,9,1,8,6,2,10,4,7,3).
Cast D: vidy skon&ime?

Jak uz naznacuji naSe experimenty, deterministicky proces popsany v zadani
ulohy vzdy konverguje k situaci, ze se na zacatek posloupnosti dostane ¢islo 1. Toto

pozorovani dokazeme sporem. Pfedpokladejme, Ze to neplati, tedy Ze pro néjakou
permutaci se ¢islo 1 nikdy na zacatek nedostane.

Predstavme si, ze nas proces budeme opakovat do nekonecna. Jelikoz riznych
permutaci je jen koneéné mnoho, ¢asem se jisté nékterd permutace zopakuje. A pro-
toze nas proces je deterministicky, od tohoto okamziku se cely proces zacykli a bude
se stale opakovat stejna posloupnost permutaci.

Ozna¢me k nejvétsi ¢islo, které se béhem tohoto cyklu objevi na zac¢atku permu-
tace. Pfedpokladejme, Ze k > 1. Co se stane? Hned v nasledujicim kroku provedeme
flip(k), ¢imz se ¢islo k dostane na index k. Z definice k vime, Ze vSechna ostatni
¢isla, kterd se béhem cyklu objevi na za¢atku permutace (vcetné toho, které je tam
nyni) jsou mensi nez k. To ale znamend, Ze nyni budeme provadét piikaz flip(¢) pro
néjaké ¢ < k. Takovy flip ovSem neché prvek k£ na misté, proto musi na zacatek pole
presunout néjakou hodnotu mensi nez k. Zde ovSsem dostavame hledany spor — na
jedné strané jsme predpokladali, Ze k se na zacatku objevuje periodicky, na druhé
strané ale vidime, Ze k se na zacatku jiz nikdy neobjevi, protoze tam stale budeme
mit hodnotu ostie mensi nez k.

Zbyvé tudiz jedind moznost: k = 1, a proto se nas proces nutné vzdy zacykli
v situaci, v niz je na zacatku pole ¢islo 1.

(Jind formulace diikazu: Necht x je nejvétsi ¢islo které se asponi jednou objevi
na zacatku permutace. Jestlize x > 1, pak podobnou tvahou jako vySe mizeme
ukézat, ze se x na zacatku permutace objevi pravé jednou a od té chvile uz ztstane
trvale na indexu z. Ozna¢me nyni ¢; ten okamzik, kdy to nastane, a od né&j déle
zopakujeme stejnou uvahu: jaké nejvétsi ¢islo se objevi na zac¢atku po okamziku ¢17
Kazdou iteraci této vahy se dostaneme k mensimu ¢islu, a protoze téchto ¢isel mame
jen kone¢né mnoho, po koneé¢ném poctu opakovani této ivahy se dostaneme k tomu,
Ze nejvétsim ¢islem, které se mize objevit na zad¢atku permutace, je uz jen ¢islo 1.)

Cast C: hledani dobré permutace

Na zavér vzorového feSeni jsme si ponechali tu ¢ast tlohy, kterd byla timyslné
zformulovana oteviené: bylo tfeba nalézt libovolnou dostate¢né dobrou permutaci.

Uz z ¢asti B mame implementovanu funkci, ktera nam pro konkrétni permutaci
spocitd pocet kroki. Nejsnadnéjsim zpusobem, jak ziskat néjaké body, je zkousSet
tuto funkci spustit na riznych ndhodnych vstupech a zaznamenat si nejlepsi z nich.

Podle nasich experimentti by mélo nékolik miliond pokust témér jisté stacit
k pfekroceni 500-krokové hranice. Pfi nékolika miliardach pokusi (tedy pokud tentyz
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program nechate pocitat pies noc) byste uz méli narazit na n&jakou permutaci, ktera
potfebuje vice nez 750 krok.

Existuji i efektivnéjsi zptisoby hledani. Mizeme si naptiklad vsimnout, ze pro
permutace, které se lisi jen na nékolika pozicich, bude ¢asto zna¢na ¢ast kroki naseho
algoritmu probihat stejné. Proto kdyz najdeme néjakou permutaci, ktera vyzaduje
mnoho kroki, je dobré podivat se i na dalsi podobné permutace. Na tomto pozoro-
vani lze zalozit napiiklad algoritmus, ktery pfi hledani dobrych permutaci pouziva
optimaliza¢ni techniku hill climbing. Nejlepsi permutace, kterou nas sikovnéjsi pro-
gram nasel za nékolik hodin, potfebuje 899 kroki. Vypad4 néasledovné: (35, 45, 23,
38, 11, 6, 15, 39, 43, 32, 20, 18, 30, 16, 5, 29, 7, 12, 14, 37, 31, 3, 17, 41, 36, 13,
19, 2, 10, 28, 44, 42, 47, 1, 25, 46, 21, 8, 27, 34, 4, 26, 22, 33, 24, 9, 40). Ani tato
permutace zdaleka jesté neni nejlepsi mozna.

Dodejme jesté, Ze nezname zadny exaktni postup, jenz by pro dané n zarucené
vytvoril permutaci, ktera bude potfebovat velké mnozstvi krok.

P-I-4 Stavebnice funkci

Cast A: ternarni nula

Mame sestrojit funkei 2223, kterd ma tii vstupy, ale bez ohledu na jejich hodnotu
vzdy vrati nulu.

Ve studijnim textu jsme v Pfikladu 5 sestrojili unarni konstantni nulu, tedy
funkci zz!', kterd mé jeden vstup a vidy vrati nulu. Nejsnadnéjsi zptsob, jak nyni
vytvorit funkci 2223, je pomoci Kompozitoru. Slozime dohromady napiiklad vybiraci
funkci v} s funkei 22'. Vznikne ndm tim funkce se tfemi vstupy. Ty vloZime do
funkce v3, kterd z nich spoéita néjakou pomocnou hodnotu. Je jedno jakou, nebot
tu nasledné vlozime do funkce zz', kterd na vystup vrati nulu. Formalné mtzeme

tuto konstrukci zapsat nasledovné: zz2® = K[v3, 22].

(Namisto v$ jsme mohli pouZit libovolnou jinou ternarni funkci. Popsan kon-
strukce by stale fungovala, jelikoz na vystupu pouzité ternarni funkce vibec nezale-
71.)

Jiné FeSeni této ulohy vyuzivd Cyklovaé. V Prikladu 5 jsme uvedli postup,
kterym jsme z konstantni funkce s aritou 0 sestrojili konstantni funkci s aritou 1.
Kdyz analogicky postup zopakujeme jesté dvakrat, dostaneme postupné konstantni
funkci s aritou 2 a nésledné s aritou 3.

Formalné: nejprve si sestrojime pomocnou funkci 22222 = C[221,v3] a z ni

potom ziskdme hledanou funkci z22% = C[zz222, v}).

Cast B: pferovnani parametri

V této ¢asti tilohy mame z nezndmé funkce ¢* vytvorit novou funkci 4® defi-
novanou nésledovné: Va, b, ¢ : ¥(a, b, c) = p*(b, a,c,a).

Pro takovéto ,technické upravy“ pouzivame vybiraci funkce. Funkci ¥ sestroji-
me pomoci Kompozitoru. Rekneme mu, Ze ve druhém kroku chceme pouzit funkci ¢*
a ze v prvnim kroku ji chceme vybrat jednotlivé vstupy vhodnymi vybiracimi funk-
cemi. Piesnéji, do ¢* chceme postupné zadat druhy, prvni, t¥eti a znovu prvni vstup.
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Vysledné konstrukee tedy vypadd nésledovné: ¢ = K[ v, v3 v3, 03, ¢o*].
Cast C: nasobeni

Podobné jako s¢itani vzniklo opakovanym pouzitim funkce néaslednika, tak na-
sobeni dostaneme opakovanym pouzitim funkce s¢itani. Bude tedy tfeba udélat néco
podobného, jako ve studijnim textu v Prikladu 4 pfi konstrukci séitaci funkce add.

Hledanou funkci mul chceme sestrojit pomoci Cyklovace. Musime zjistit, jaké
dvé funkce f a g do néj mame vlozit, aby nam vypadlo pravé nasobeni. Kdyz do
Cyklovace vlozime unarni funkci f a ternarni funkci g, dostaneme nasledujici binarni
funkci:

def mul(x,y):
tmp = £(y)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Pro x = 0 tato funkce vrati hodnotu f(y). ProtoZe nula krat cokoliv je nula,
potfebujeme, aby f(y) vzdy vrétila nulu. Jinymi slovy, jako f chceme pouzit undrni
konstantni nulu, tedy funkci 22! ze studijniho textu.

Program se nam tim upravil do tvaru:

def mul(x,y):
tmp = 0
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Nyni bychom chtéli, aby kazdé z z pouziti funkce g zvySilo proménnou tmp
o y. Funkce ¢ tudiz musi vratit na vystup hodnotu y + tmp. Jako g proto chceme
pouzit funkci ¢/ proménnych, kterd na vystup vrati soucet druhého a tfetiho vstupu.
To je skoro funkce add, ale ne tplné. Nastésti jsme jiz v c¢asti B vymysleli, jak
funkci add upravit do pozadované podoby. Nejprve si tedy z funkce add vytvorime
Kompozitorem vhodnou funkci g = K [v3, v3, add], potom uz Cyklovadem sestrojime
nasobeni: mul = C[zz1, g].

Cast D: predchidce

K sestrojeni funkce pfedchidce sikovné (dalo by se Fici, Ze az trikové) pouZzijeme
Cyklovac. Zacatek je snadny: pfedchiidcem nuly je nula. Co ale udélat pro = > 07
Podivame se opét na pseudokdd funkce, kterou nam Cyklovaé vyrobi, jestlize do néj
vlozime nularni funkci z a nezndmou binarni funkci g:

def p(x):
tmp = z() #1t.j. tmp =0
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,tmp)
return tmp

Dosud jsme vzdy pfi pouziti Cyklovace ignorovali proménnou ¢, tedy fidici
proménnou cyklu. Tentokrat ji pouzijeme. VSimnéte si, ze tato proménna postupné
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nabyva hodnoty od 0 do = — 1. Posledni hodnota ¢ je tedy pfesné tou hodnotou,
kterou chceme vratit na vystup. Uplné proto postaci, kdyz funkce g vzdy vrati na
vystup svij prvni vstup. Tim dostaneme nasledujici pseudokdd:

def p(x):
tmp = 0
for i = 0 to x-1:
tmp = i

return tmp

Je to sice neefektivni postup (kdo to kdy vidél pocitat predchiidce v linedrnim
Case, ze?), ale dél4 to piesné to, co ma.

Vidime tedy, ze unarni funkci predchtdce sestrojime Cyklovacem z funkce z a
vybiraci funkce v?: p = C[z,v?].

Cast E: odéitani

Chceme sestrojit funkci, ktera se co nejvice podoba od¢itani: binarni funkci sub
takovou, Ze pro x > y je sub(x,y) =z —y a pro x < y je sub(z,y) = 0.

Zakladni myslenka je zjevna: kdyz je s¢itani opakovanym pouzitim naslednika,
tak od¢itani je opakovanym pouzitim pfedchiidce. Tim automaticky zabezpec¢ime i
to, ze pro x < y dostaneme jako vysledek nulu. Kdybychom chtéli naptiklad spocitat
3 minus 7, tak na ¢&islo 3 pouzijeme 7-krat funkci p, ¢imz dostaneme nulu, nebot
p(0) = 0.

Drobny problém spoc¢iva v tom, ze Cyklovac¢ vzdy pouzije prvni parametr funk-
ce jako pocet opakovani. Nemizeme tedy odéitani sestrojit pfimo. Vytvofime si proto
nejprve pomocnou funkci bus, kterd bude mit parametry v opa¢ném pofadi: bus(z,y)
bude y minus z.

Funkci bus sestrojime pomoci Cyklovace. Pro z = 0 plati, Ze y minus 0 je y, jako
prvni funkci do Cyklovace proto vlozime identitu. Druhou funkei bude, analogicky
k Piikladu 4 ze studijntho textu, funkce K[v3,p] — tedy funkce ,vezmi dosavadni
hodnotu ¢tmp a pouZij na ni funkci pfedchtidce*. Formélné bus = Clv}, K[v3, p]].

Zaménit pofadi parametr jiz umime z feSeni ¢asti B: sub = K[v3, v, bus].
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