67. rotnik Matematické olympiady — 2017/2018

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni iloh mate 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho feseni
(Gasovd a pamétova slozitost). Slovni popis Feseni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na Vase feseni pfedchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska reseni se odkazovat mizete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-III-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném
pseudokédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, tfidéni apod. V feSeni tlohy P-III-3 sestrojte pozadované funkce
a zapiste je takovym zpusobem, jak je ukazano ve studijnim textu.

Za kazdou tlohu mizete ziskat maximéalné 10 bodtu. Hodnoti se nejen spravnost fese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (vCetné zdtivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.

V zadéani kazdé dlohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efek-
tivnim vyfeSenim tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na
soucasném bézném pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.



P-III-1 Kapitanka hleda posadku

Zilo jednou jedno dévcatko se spoustou détskych snil. Jednoho dne vyrostlo
a rozhodlo se, Ze si jeden svij sen splni a stane se piratskou kapitankou. Kdyz uz
sehnala klobouk, pasku pres oko a lod, chybélo ji jediné: spolehliva posadka. A tak
nejprve zakotvila v pristavu Port Royal, kde chce néjakou posadku naverbovat.

Jakmile se rozktiklo, Ze se verbuje nova posadka, seslo se na molu mnoho mla-
dych nadéjnych pirath, kteri se vSichni chtéli prihlasit. Kapitanka si je o¢islovala od
1 do n v tom potadi, jak stoji v fadé vedle sebe. O kazdém z nich si zapsala ¢islo p;
udévajici, jak je to dobry pirat (¢im vyssi hodnota, tim lépe).

Kapitanka vi, Ze pfi vybéru posadky jsou dilezité dvé véci: musi to byt dosta-
tecné dobfi pirati a musi zaroven tvorit dobrou partu. Naverbovat dobrou partu je
snadné: pirati, ktefi spolu dobfe vychazeji, urcité stoji v fadé vedle sebe. Staci tedy,
kdyz jako posaddku vezme néjaky neprazdny souvisly tisek uchazeca.

Dobra parta vam ale namoini bitvu nevyhraje a naverbovat dostateé¢né schop-
nou posddku vibec neni jednoduché. Dulezita je pfi tom tzv. Denisova hranice.
Denis je zndmym archetypem jen-tak-tak pouzitelného pirata. Nic mu nejde nijak
hvézdné, ale vSechny podstatné piratské tkoly nakonec néjak zvladne.

Pfi vyhodnoceni toho, zda je posadka schopna plavby, je dilezity koncept tzv.
stredniho pirdta: kdyby se vsichni pirati z posadky seradili podle svych schopnosti,
je to ten, ktery by stal uprostied. Je-li piratd sudy pocet, stfednim piratem je lepsi
z téch dvou, kteri stoji uprostied poradi.

Posadka je plavbyschopna pravé tehdy, kdyz je jeji stfedni pirat aspon tak
dobrym piratem, jako je Denis.

Soutézni dloha

V tadé stoji n pirati ocislovanych od 1 do n v tom poradi, jak stoji vedle sebe.
Zname Cisla p1, ..., py, kterd o kazdém z nich udavaji, jak dobrym je pirdtem. Dale
znéme Cislo d udévajici totéz o Denisovi. (Samotny Denis neni mezi uchaze¢i a nelze
ho naverbovat do posadky.)

Kapitanka si chce vybrat neprdzdny souvisly usek uchazect tak, aby dostala
plavbyschopnou posadku. Jinymi slovy, stfedni pirat ve vybraném tseku musi byt
aspon tak dobrym pirdtem, jako je Denis.

Zjistéte, kolika zpisoby si mize Kapitanka vybrat svoji posadku.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé cela ¢isla n a d. Na druhém radku jsou cela
cisla p1,...,Pn-

Na vystup vypiste pocet zptusobu, jak lze vybrat plavbyschopnou posadku.
Omezeni a hodnoceni

Miuzete predpokladat, Ze d i vSechny hodnoty p; se vejdou do béznych celoci-
selnych proménnych.

Za postup, ktery efektivné vyfesi libovolny vstup s n < 500, mutzete ziskat
nejvyse 3 body.



Za postup, ktery efektivné vytesi libovolny vstup s n < 5000, muzete ziskat
nejvyse 5 bodi.

Za postup, ktery efektivné vyresi libovolny vstup s n < 100000, muzete ziskat
8 az 10 bodt podle jeho pfesné asymptotické casové slozitosti.

Priklad

Vstup: Viystup:
4 30 7

10 40 20 30

Kapitanka ma nasledujici moznosti: vzit jako posadku pouze pirata 2, pouze pirata 4,
libovolné dva sousedni piraty, piraty 24344, nebo vSechny Cty¥i piraty.

Vsimnéte si, ze kdyby vzala piraty 2+3+4, stfednim piratem v posadce by
nebyl pirat 3 (ktery nyni stoji uprostied vybraného useku), ale byl by to pirat 4.
Pirat 4 bude stiednim piratem také v piipadé, ze Kapitanka vezme jako posadku
vSechny ¢tyfi uchazece.

P-II1-2 Zavazi

Jarka nasla na ptidé sadu n exotickych zavazi. Jednotliva zavazi maji hmotnosti
my, ..., my. Méla radost, Ze si pomoci nich bude moci cokoliv zvazit. Samoziejmé, ze
misto jednoho zavazi mtize Jarka pouzit také libovolnou jejich podmnozinu a odvazit
tak i jiné hmotnosti.
Soutézni tloha

Celkem existuje 2" podmnozin zavazi. Pfedstavme si, Ze jsme je vSechny sefadili
podle celkové hmotnosti a ocislovali jsme je, poc¢inaje od jedné. Ma-li vice podmnozin
stejnou hmotnost, miuzeme je seradit libovolné.

Pro dané n, jednotlivé hmotnosti zdvazi a zadané relativné malé ¢islo k urcete
hmotnost mnoziny s pofadovym c¢islem k.
Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé kladna celd ¢isla n a k. Na druhém fadku
jsou kladnd cela ¢isla mq,...,my,.

Na vystup vypiste hmotnost podmnoziny, ktera ve vysSe definovaném ocislovani
dostane cislo k.
Omezeni a hodnoceni

O dislech m; pfedpokladejte, ze jsou kladna a jejich soucet se vejde do bézné
celociselné proménné. Mizete také pfedpokladat, ze hmotnosti zédvazi jsou na vstupu
usporadané, tedy ze plati m; < mg < -+ < my,.

Za postup, ktery efektivné vyfesi libovolny vstup s n < 20, mtzete ziskat
2 body.

Za postup, ktery efektivné vyresi libovolny vstup s n < 500 a k < 500, mizete
ziskat 5 bod.

Za postup, ktery efektivné vyfesi libovolny vstup s n < 5000 a £ < 5000,
miuzete ziskat 7 bodi.



Za postup, ktery efektivné vyfesi libovolny vstup s n < 100000 a k£ < 100000,
mizete ziskat 10 bod.

Priklady

Vstup: Vjstup:
35 2
112

Jestlize si zavazi oznacime A, B a C, mame osm mnoZin zavazi:
0, {A}, {B}, {C}, {A, B}, {A.C} {B,C}, {A,B,C}.

Jejich hmotnosti jsou 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, uvedené poradi je jiz usporadano podle
hmotnosti. Poradové cislo k = 5 tedy odpovida hmotnosti 2.

Vstup: Vjstup:
4 4 11
1 10 100 1000

Vsimnéte si, ze dvouprvkova mnozina obsahujici prvni a druhé zavazi je tentokrat
leh¢i nez nékteré jednoprvkové mnoziny.

Vstup: Vjstup:
10 512 35
TTTTTTTTTT



P-III-3 Stavebnice funkci

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je shodny se studijnim textem z krajského kola.

Jednotlivé ¢asti soutézni tlohy mizete fesit v libovolném poradi. Kazda cast
je hodnocena zvlast. Ve svém FeSeni muzete vyuzivat:

® Vsechny funkce definované nebo sestrojené ve studijnim textu.

® Vsechny konstantni funkce libovolné arity. Konstantni funkci s a vstupy,
kterd vzdy vrati hodnotu b, oznacujeme k.

e Funkce z doméciho kola: mul (nasobeni), p (pfedchtdce) a sub (od¢éitani,
které nepodtece pod nulu).

e Funkce z krajského kola: pow (umocnéni), sgn (signum) a geq (predikat
,vetsi nebo rovno*).

e Funkci not (logickd negace) ze vzorového feSeni krajského kola.

Konstrukei dfive sestrojenych funkci zbytecné nerozepisujte. Upozornujeme ale, ze
konstrukce vyuZivajici mySlenku z posledni ¢asti soutézni tlohy krajského kola (vét-
veni, ,if*) je nutné rozepsat.

Ukol A: (2 body) Sestrojte binarni funkce min a max pocitajici minimum a maxi-
mum.

Ukol B: (2 body) Sestrojte unarni funkci last, ktera vrati posledni cifru éisla na
vstupu. Formalné zapsano, musi platit Vn : last(n) = n mod 10.

Ukol C: (3 body) Sestrojte unarni funkci sqrt, ktera spocita dolni celou ¢ast odmoc-
niny. Dolni celd ¢ast je nejvétsi celé Cislo neprevysujici presny vysledek. Naptiklad
sqrt(99) = 9 a sqrt(100) = 10.

Ukol D: (3 body) Fibonacciho é&isla jsou definovéna rekurzivné: Fy = 0, F; = 1 a
Vn >2:F, =F,_1+ F,_5. Sestrojte unarni funkci fib, kterd pro vstup n vrati na
vystupu hodnotu F,.

Abychom vam uSetfili praci, v ¢asti D nemusite forméalné rozepisovat pouziti
Kompozitoru. Presnéji, kdykoliv chcete néjakou novou funkci vyrobit Kompozito-
rem z diive vytvorenych funkci, sta¢i novou funkci korektné matematicky definovat.
(Novou funkci samozfejmé musi byt mozné ziskat sloZenim jinych funkeci, které jiz
mate vytvorené, nemiiZete si jen tak vycarovat Gplné nové funkce.)

V feSeni této ¢asti tlohy tedy muzete napriklad napsat: ,,Z funkce pow si snadno
vyrobime funkci f takovou, ze Vn : f(n) = (n +4)7.%



Studijni text

Tomas dostal k narozeninam zvlastni darek: stavebnici funkeci. Kdyz balicek
rozbalil, nasel v ném hned nékolik rtiznych véci. Nejprve uvidél tii sacky s hotovymi
funkcemi. Kazda funkce je mala krabicka, kterd ma nékolik vstupd a pravé jeden
vystup.

e V prvnim sacku byla jeding funkce. Jmenovala se z (z anglického ,zero®,
tedy nula), neméla zadné vstupy a na vystupu vracela stéle ¢islo 0.

® Také ve druhém sacku byla jen jedna funkce. Tato se nazjvala s (z an-
glického ,successor”, tedy naslednik). Méla jeden vstup a jeden vystup.
Kdyz na vstupu dostala ¢islo n, vratila ndm na vystupu ¢islo n + 1.

® Tteti sacek byl o néco plnéjsi — bylo v ném nekone¢né mnoho funkei. Pro
kazdé k a n (takové, ze 1 < k < n) tam byla funkce v} (,vyber k-t
z n vstup®), kterd méla n vstupl a na vystup vzdy vratila tu hodnotu,
kterou dostala na svém k-tém vstupu.

Na obréazku jsou zndzornény funkce 2, s a vj.

0 n n+1
[
—

Zbytek balicku obsahoval dva pfistroje, které zjevné slouzi k vyrobé novych
funkci. Na jednom z nich byl napis Kompozitor, na druhém Cyklovac. Kazdy z pii-
stroja funguje tak, ze dovnitt vlozime ve spravném poradi néjaké funkce, zatocime
klikou a vypadne nam nova funkce. Ta je vhodné poskladana z funkci, které jsme do
pristroje vlozili. Nez si podrobnéji popisSeme fungovani Kompozitoru a Cyklovace,
potfebujeme si o naSich funkcich néco fici formalnéji.

V této tloze povazujeme nulu za prirozené ¢islo. Prirozena Cisla pro nas tedy
tvoff mnozinu N = {0,1,2,3,...}.

Vsechny funkce, s nimiz budeme pracovat, budou definovany na celém oboru
prirozenych ¢isel. Na vstupu budeme tedy funkci zaddvat prirozend ¢isla a pro kazdy
mozny vstup nam funkce vrati na vystupu jedno pfirozené ¢islo.

Pocet vstupt funkce se nazyva arita. Napriklad funkce s jednim vstupem se
nazyva undrni, funkce se dvéma vstupy bindrni, atd. Funkce v} m4 aritu 7. Funkce z
ma aritu 0. Aritu funkce budeme nékdy explicitné zapisovat jako horni index. Mohli
bychom tedy napiiklad Fici, Ze v prvnim sacku byla funkce 2° a ve druhém funkce
s'. U vybiracich funkci vy musime aritu uvadét vidy, jelikoz tieba v} a v] jsou dvé
ruzné funkce.

Jakmile néjakou funkci vytvorime, mame navzdy k dispozici libovolné mnoz-

vvvvv

funkce, ptvodni funkci tim neztratime.



Kompozitor

Kompozitor umi funkce sklddat (v béZném matematickém smyslu tohoto slova).
Musime ovsem davat pozor na spravné arity funkci. Pouziti Kompozitoru se sklada
z nasledujicich kroki:

1. Zvolime si aritu a > 0 funkce, kterou chceme vytvorit.

2. Zvolime si funkci g° (tedy funkci g s n&jakou aritou b, t¥eba i jinou nez a),
kterou pouzijeme ve druhé fazi vypoctu. Hodnota b musi byt kladna —
jinymi slovy, funkce g musi mit asponl jeden vstup.

3. Zvolime si b funkcei ff,..., f{, které pouzijeme v prvni fazi vypoctu.

4. Zatoc¢ime klikou na Kompozitoru a vypadne nam z néj nova funkce h
definovana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x_1, ..., x_a ):
tmp_1 = f_1 ( x_1, ..., x_a )
tmp_2 = £_2 ( x_1, ..., x_a )
tmp_b = f b ( x_1, ..., x_a )
return g ( tmp_1, ..., tmp_b )

Jak vidite, funkce h vezme a vstupi, které dostala. Pomoci funkci f; az fi,
z nich vypoc¢itd b pomocnych hodnot. Nakonec pomoci funkce g spocité
z pomocnych hodnot vystup celé funkce h.

Na obrazku je graficky znazornéna funkce vyrobend Kompozitorem pro a = 3
ab=2.

h = K[f1, f2, 9]
— f1
— S
N

Cyklova¢
Cyklova¢ umi provadét for-cykly. Také pfi jeho pouziti musime dbat na spravné
arity funkci a poradi jejich parametri. Spravné pouziti Cyklovace vypada takto:

1. Zvolime si aritu a > 1 funkce, kterou chceme vytvotit. Prvnim parame-
trem této funkce (oznaéime ho z) bude specidlni proménna, kterd ur-
¢uje, kolikrat se mé for-cyklus provést. Ostatni parametry (oznacime je
Y1,y .-, Ya—1) budou zistavat beze zmény.

2. Zvolime si funkci f2!, jejimz provedenim bude vypodet zadinat.
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3. Zvolime si funkci g?*!, kterd pocita, co se stane pii jedné iteraci cyklu.
Funkce ¢ ma a + 1 vstupl: vSechny proménné, které bude mit i vysled-
na funkce, a navic jesté hodnotu, kterd byla vystupem predchozi iterace
cyklu.

4. Zatocime klikou na Cyklovaci a vypadne ndm z né€j nova funkce h defino-
vana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x, y_1, ..., y_{a-1} ):
tmp = £ (y_1, ..., y_{a-1} )
for i = 0 to x-1:
tmp = g (i, y_1, ..., y_{a-1}, tmp )

return tmp

Vypocet tedy zacne tim, Ze funkci f spoéitdme (z ostatnich parametri)
vystup pro x = 0. Z ného potom funkci g vypocitame vystup pro x = 1,
z néj opét funkci g vystup pro x = 2, a tak dale az po pozadovanou
hodnotu prvniho parametru.
Znaceni
Rovnost dvou funkci budeme zapisovat symbolem =. Zapis f = g tedy zname-
na, ze funkce f a g maji stejnou aritu a na kazdém vstupu dévaji stejny vystup.
Funkci, kterd vznikne Kompozitorem z funkci fy, ..., f, a g, budeme oznacovat
}{[fl,...7j%7gy

Funkei, kterd vznikne Cyklovadem z funkci f a g, budeme znacit C[f, g].
Priklad 1

Pojdme se nyni spole¢né podivat na to, jak si Tomas zacal vytvaret nové funkce.
Péknou jednoduchou funkci je napfiklad identita: unérni funkce i takova, Ze pro
kazdé n je i(n) = n. Vite, jak ji vyrobit?

To byla trikova otazka. Identitu vytvaret nepotifebujeme, dostali jsme ji ve

tfetim sacku. Identitou je totiz funkce vi. MtZeme proto psit i = v;.

Priklad 2

Vyrobime si funkci j°: konstantni funkci, kterd nema 7adny vstup a na v§stupu
vraci hodnotu 1.

Tuto funkci vytvofime Kompozitorem. V prvnim kroku pouzijeme funkci z,
kterd nemé zadny vstup a na vystupu vrati 0. Tuto 0 potom ,posleme dale“ do
funkce s, ktera ji zvysi na 1.

Dostavame tedy j° = K|z, s].

Priklad 3

Unérni funkei plus3, kterd svij jediny vstup zvysi o 3, ziskdme naptiklad jako
K[K]|s, s], s]. Nejprve si tedy vytvofime funkei Ks, s, kterd sviij vstup zvysi o 2, a
tuto funkci potom opét vlozime do Kompozitoru s dalsi funkei s.

Priklad 4

Nyni si ukaZzeme, jak si Tomas muze vyrobit séitani — tedy binarni funkci add

takovou, Ze Vx,y : add(z,y) = = + y.



Zakladnim pozorovanim je, Ze s¢itani je vlastné opakované pouziti funkce ,+1%,
tedy néslednika. Vypocet x + y si mizeme zformulovat takto: ,za¢ni s hodnotou y a
potom na ni z-krat pouzij funkci s“. Vypada to jako cyklus, takze na vyrobu séitani
budeme chtit pouzit Cyklovac.

Podivejme se na pseudokdéd funkee, kterou vytvoril Cyklova¢ (s tim, ze si ho
uz upravime konkrétné na funkci se dvéma vstupy).

def add(x,y):
tmp = £(y)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Jaké funkce f a g potfebujeme vlozit do Cyklovace, kdyz chceme dostat funkci
pro s¢itani?

Funkce f méa jednoduse vratit hodnotu y, kterou dostala na vstupu — takze f
bude identita.

Funkce g ma v kazdé iteraci cyklu vzit starou hodnotu (ulozenou v proménné
tmp) a zvysit ji pouzitim funkce s. Potfebujeme tedy funkci se tfemi vstupy, kte-
ra prvni dvé vstupni hodnoty ignoruje, na tfeti pouzije funkci s a vrati vysledek
této operace. Takovou funkci sice jesté nemdame, ale umime si ji snadno vytvorit
Kompozitorem: je to funkce K[v3, s].

Dohromady tedy dostavame add = C[vi, K[v3, s]].
Priklad 5

Dalsi jednoduchou funkci je unarni konstantni nula, tedy funkce zz', kterd ma
jeden vstup a na vystupu vzdy vraci nulu. (Formalné: Vn : 22!(n) = 0.)
Nez si ukdzeme, jak zz' vyrobit, poznamenejme, Ze 22! a 2° (coZ je funkce z,

kterou jsme dostali v prvnim sicku) jsou dvé rtizné funkce.

Zdalo by se, ze funkci 22! ptijde néjak vyrobit z funkce 2° pomoci Kompozitoru.
Jenze jak? Kdybychom pouzili funkci 2° v prvnim kroku, tak bez ohledu na to, jakou
funkci pouzijeme ve druhém kroku, uréité ziskame funkci s aritou 0. V druhém kroku
funkci 20 pouzit nesmime, nebot funkce pouzitd v druhém kroku musi mit kladnou
aritu.

Ptes Kompozitor tedy cesta nevede. UkaZeme si ale, Ze funkci 22! dokazeme
vytvorit pomoci Cyklovace. Nejprve se opét podivame, jak to vypada, kdyz chceme
pomoci Cyklovade vyrobit unarni funkci. My dodame funkce f° a ¢g? a Cyklovaé
nam z nich sestavi funkci ' definovanou nasledovné:

def h(x):
tmp = £()
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,tmp)
return tmp

Jak zvolime funkce f a g, aby funkce h pro kazdy vstup vracela nulu? Zjevné

musime zvolit f = 2%, aby bylo h(0) = 0. Za funkci g mizeme jednoduse vzit g = v3.
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Tim se z ptikazu tmp = g(i,tmp) stane piikaz tmp = tmp, a proto v proménné tmp
ziistane stale nula bez ohledu na hodnotu =z.

Touto pomérné umélou konstrukei jsme si tedy ukazali, Ze funkci zz' mtZeme

sestrojit jako C[z, v3].
Predikaty

Predikat je odborné oznaceni funkce, jejiz navratovou hodnotou je logickéa hod-
nota: pravda nebo nepravda. NaSe funkce takové hodnoty sice vracet nedovedou,
pomiizeme si ale stejné, jako to udélali kdysi napiiklad autofi programovaciho jazy-
ka C: prohlasime 0 za nepravdu a 1 za pravdu.

Funkci tedy budeme nazyvat predikat, jestlize:

® tato funkce pro kazdy vstup vrati jednu z hodnot 0 nebo 1,

® chceme zdiraznit, Ze na tyto hodnoty ma smysl pohlizet jako na logické
hodnoty namisto ¢iselnych.

Piiklady: Funkce eq(z,y), kterd vrati 1, pokud se jeji vstupy rovnaji, zatimco
v ostatnich pfipadech vrati 0, je predikat. Predikédtem je také funkce isprime(z),
ktera vrati hodnotu 1, jestlize = je prvocislem, a hodnotu 0, pokud z prvocislem
neni. Na unarni konstantni funkeci zz' se mizeme divat jako na predikat, ktery vzdy
vraci hodnotu ,nepravda“.
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