67. rotnik Matematické olympiady — 2017/2018
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 67. roéniku MO kategorie P se kona v ttery 23. 1. 2018 v dopolednich
hodinach. Na Feseni tiloh mate 4 hodiny cistého ¢asu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakazano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomticky
kromé psacich potfeb (napf. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).

Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.
Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis Feseni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zddvodniugici jeho sprdvnost (pfipadné ditkaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaSeho FeSeni (Casovd a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zépisu algoritmu (do programu). Neni mozné odkazovat se na
vase Teseni tlloh domaciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-11-1, P-II-2 a P-II-3 je tfeba uvést za-
pis algoritmu v néjakém dostatecné srozumitelném pseudokdédu (piipadné
v programovacim jazyce Pascal nebo C/C++). Nemusite detailné popiso-
vat jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych
matematickych vztaht, vyhledavani v poli, tfidéni apod. V feSeni tlohy
P-I1I-4 sestrojte pozadované funkce a zapiste je takovym zptsobem, jak
je ukazano ve studijnim textu.

Za kazdou ulohu mizete ziskat maximélné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na Ffadové rychlosti ristu této funkce. V zadani
kazdé tlohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfesenim
tlohy rozumime to, Ze vas program spustény s takovymi daty na souasném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feseni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http: //mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam Gspésnych Fesiteld
krajského kola a seznam fesiteli postupujicich do tistfedniho kola.

P-II-1 Trénink

Jirkovi se v programatorské olympiadé prili§ nedafilo, a proto se rozhodl, ze
zacne trénovat — kazdy den vytesi nékolik tiloh ze starsich ro¢niki.

Ucitel informatiky pozoroval trénujiciho Jirku béhem nékolika po sobé jdoucich
dni. Nevime pfesné, kolik dni to bylo, ale urcité jich bylo alespon k.
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Na Véanoce potom ucitel daroval svému oblibenci Jirkovi ru¢né pleteny svetr
s napisem ,,v jednom dni jsem vyfe$il x loh“. Samoziejmé, Ze ¢islo = bylo nejvyssi
mezi vSemi pocty uloh vyfeSenych v jednom dni, které ucitel vidél.

SoutéZni aloha

Na vstupu je déana posloupnost kladnych celych éisel aq,...,a,. Pro jednodu-
chost budeme predpokladat, ze vSechna tato ¢isla jsou navzdjem riznd.

7 dané posloupnosti vidél ucitel souvisly tsek tvoreny asporn k hodnotami a na-
sledné urcil maximum z tohoto tiseku. Napiste program, ktery spocita, kolik rtiznych
vysledktt mohl ucitel dostat.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu je ¢islo n a ¢islo k. Na druhém fadku jsou dcisla
A1y «eey Qp.

Na vystup vypiste jedno ¢islo udavajici pocet hodnot, kterym se muze rovnat
maximum z tseku dané posloupnosti délky alespon k.

Omezeni a hodnoceni

Miuzete predpokladat, ze plati 1 < k < n a Ze se vSechna a; vejdou do béznych
celociselnych proménnych.

Za TeSeni, jez efektivné vytesi libovolny vstup s n < 500, ziskate aspon 3 body.

Za teSeni, jez efektivné vyresi libovolny vstup s n < 5000, ziskate asponi 4 body.

Za teSeni, jez efektivné vytesi libovolny vstup s n < 100000 a k£ < 100, ziskate
asponi 5 bod.

Za YeSeni, jez efektivné vytesi libovolny vstup s n < 100000 a libovolnym k,
ziskate aspon 8 bodi.

Na plnych 10 bodi naleznéte a popiste optiméalni feseni tlohy.

Priklad

Vstup: Vijstup:
8 3 4

47 30 20 10 80 60 70 50

Maximum useku tvoreného asporn tiemi po sobé jdoucimi ¢isly miize nabyvat nasle-
dujicich hodnot:

® 80 (napf. vezmeme celou posloupnost),

® 70 (posledni tii prvky posloupnosti),

® 47 (napf. prvni ¢tyii prvky), nebo

® 30 (druhy az ¢tvrty prvek).
Vsimnéte si, ze ackoliv je ¢islo 60 tieti nejvyssi hodnotou v posloupnosti, je obklopené
vétsimi hodnotami, takze neexistuje dostatecné dlouhy tsek, jehoz maximum by bylo
rovno 60.



P-II-2 Telenovela 11

Mozn4a si pamatujete, jak v domacim kole Jakub sledoval telenovelu. Ondra je
mnohem zkuSenéjsim divakem telenovel. Pfi sledovani telenovely dodrzuje nasledujici
zésady:

1. Uplné na za¢atku je tieba vidét prvni dil, v némz se seznamime s hlavnimi
postavami.

2. Neni nutné vidét vSechny dily. Vsechno dilezité se opakuje, takze mizeme
libovolné mnozstvi dil& vynechat.

3. Je ale dulezité sledovat dily ve spravném poradi. Jinymi slovy, posloupnost
¢isel zhlédnutych epizod musi byt rostouci.

4. Jelikoz Ondra je uz zkuSeny divak, mize si dovolit nejvyse jednu vyjimku:
nejvyse jednou se mu muze stat, ze se podiva na takové dva dily po sobé,
ze druhy z nich nema vétsi ¢islo nez prvni z nich.

5. Uplné na konci je tfeba vidét posledni dil, ve kterém piijde happyend.

Priklad: Predstavme si, ze méame telenovelu s 50 dily. Kdyz se Ondra postupné
podiva na osm dilt v poradi 1, 2, 7, 13, 2, 8, 15 a 50, dodrzi vSechna popsana
pravidla.

Vsimneéte si, Ze nékteré dily mize zhlédnout dvakrat — v nasem ptikladu je to
dil 2.

SoutéZni tloha

Je dana posloupnost aq,...,a, Cisel téch dila telenovely, na jejichz vysilani
by se Ondra mohl divat. Zjistéte, zda muze zhlédnout telenovelu tak, aby dodrzel
v8echny vyse uvedené zasady. Pokud ano, urcete také, kolik nejvyse dilti muze vidét.
Jestlize bude Ondra sledovat néktery dil dvakrat, kazdé sledovéani takového dilu
poc¢itame zvlast. Posloupnost dili, na které se bude divat, musi zac¢inat prvnim
a koncit poslednim dilem a aZ na nejvyse jednu vyjimku musi byt ostfe rostouci.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé celd ¢isla n (pocet dil, které Ondra mitize
sledovat) a e (pocet vSech epizod telenovely). Epizody jsou o¢islovdny od 1 do e. Na
druhém fadku je posloupnost n celych ¢isel aq, ..., a,: ¢isla epizod v chronologickém
poradi, jak po sobé nasleduji ve vysilani.

Program vypisSe jedno c¢islo: maximalni pocet dild, které muze Ondra vidét
pfi spravném sledovani telenovely. Jestlize telenovelu nemiize sledovat spravnym
zpusobem, program vypise ¢islo —1.

Omezeni a hodnoceni

Vase feseni musi obsahovat popis celého algoritmu. Jestlize chcete néjak upra-
vit algoritmus z feSeni doméciho kola, nestaci odvolat se na toto feSeni, je tfeba
explicitné popsat, jak a proc¢ tento algoritmus funguje.

Za jakékoliv spravné Teseni ziskate aspon 3 body.

Za YeSeni, jez efektivné vytesi libovolny vstup s n < 500, ziskate aspon 6 bodu.

3



Za TeSeni, jez efektivné vytesi libovolny vstup s n < 5000, ziskate aspori 8 bodu.

Za teSeni, jez efektivné vyftesi libovolny vstup s n < 100000, miZete ziskat
plnjych 10 bodi.

Priklady
Vstup: Vigstup:
15 50 8

1427113 11 2 8 8 3 15 50 42 47
Jednim moznym optimalnim feSenim je podivat se na nasledujicich osm dili:
(1] 4 [2] [7] 1 [13] 11 [2] 8 [8] 3 [15] [50] 42 47

Vsimnéte si, ze jediné poruSeni spravného poradi nastalo, kdyz po dilu 13 Ondra
vidél (znovu) dil 2.

Vstup: Vigstup:
10 5 6
1122334455

Zde je optimalnim FeSenim sledovat dily napfiklad v poradi 1, 1, 2, 3, 4, 5 nebo
v poradi 1, 2, 2, 3, 4, 5.



P-II-3 Vareni

Honza se rozhodl, ze si uvaii vecefi. Jeho kuchafské schopnosti jsou ale zna¢né
omezené. Zvlada pouzivat jen velmi jednoduché recepty, v nichz ze dvou jidel vznikne
néjaké treti. Navic nema moc penéz, a tak by byl rad, kdyby ho celé vafeni stalo co
nejmeéne.

SoutéZni tloha

Existuje n druhi jidla. Pro potfeby této ulohy si je oc¢islujeme od 1 do n. Honza
si chce pfipravit jednu porci jidla ¢islo 1.

Kazdé jidlo 1ze pfimo koupit v obchodé. Jedna porce jidla ¢islo ¢ ma v obchodé
cenu c¢;, budeme ji fikat ndkupni cena jidla. Od kazdého druhu jidla je mozné koupit
libovolny pocet porci.

Honza mé kucharskou knihu, kterd obsahuje r jednoduchych recepti. Kazdy
z recepti ma nasledujici tvar: ,,Z jedné porce jidla s; a jedné porce jidla t; pfipravis
jednu porci jidla u;.“

Napiste program, ktery spocita, za jakou nejnizsi cenu lze ziskat jednu porci
jidla éislo 1.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou ¢isla n a r: pocet druhu jidla a pocet recepti.

Na druhém fadku je n kladnych celjch ¢isel ¢y, ..., ¢,: ndkupni cena jedné
porce pro kazdé jidlo.

Zbytek vstupu tvori r fadkl, z nichz kazdy ma tvar ,s; t; —> u;*
jeden recept.

a popisuje

Program vypise jedno ¢islo: nejmensi celkovou cenu jedné porce jidla ¢islo 1.

Omezeni a hodnoceni

Za libovolné spravné feseni ziskate asponi 4 body.

Za libovolné spravné feSeni, jehoz casova slozitost je polynomidlni vzhledem
k n a r a které obsahuje také korektni diikaz spravnosti, ziskate aspon 7 bodd.

Vzorové feseni vytesi efektivné libovolny vstup, pro ktery plati 1 < n < 100000
a 0 < <100000.

Priklady

Vstup: Vystup:
53 22

47 1 10 20 4700

45 -—>1

23 >4

32->5

Kdyby Honza pfimo koupil jednu porci jidla ¢islo 1, stalo by ho to 47. Existuji ale
levnéjsi postupy. Nejlepsi z nich vypada takto:

Za 1+ 1+ 10+ 10 koupi Honza dvé porce jidla 2 a dvé porce jidla 3. Potom
z jedné dvojice jidel 2 a 3 uvafi jidlo 4 a z druhé dvojice uvaii jidlo 5. Na zaver
z jedné porce jidla 4 a jedné porce jidla 5 uvali pozadované jidlo 1.
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Vstup: Vijstup:

4 3 80
1000 1000 1000 10

22 ->1

33 ->2

44 ->3

Tentokrat je nejlepsi jednu porci jidla c¢islo 1 postupné uvarit z osmi porci jidla
Cislo 4.



P-II-4 Stavebnice funkci

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je shodny se studijnim textem z doméaciho kola, az na to, Ze na jeho konci
je doplnén jeden novy oddil o predikdtech.

Jednotlivé casti soutézni ulohy miizete resit v libovolném poradi. Kazda cast
je hodnocena zvlast. Ve svém FeSeni miizete vyuZivat:

® Vsechny funkce sestrojené ve studijnim textu.

e Funkce z doméciho kola: mul (ndsobeni), p (pfedchiidce) a sub (odéitani,
které nepodtece pod nulu).

® Vsechny konstantni funkce libovolné arity. Konstantni funkci s a vstupy,
kterd vzdy vréati hodnotu b, si oznac¢ime kf. (Z doméciho kola jiz vime,

jak bychom sestrojili kteroukoliv z téchto funkci.)

® Funkce sestrojené v predchazejicich ¢astech této ilohy, a to i v pripade,
ze jste tyto ¢asti nevyresili.
Konstrukci diive sestrojenych funkci nerozepisujte. Napiiklad funkci f(x) =

2z staci uvést ve tvaru K[vi, v, add], neni tfeba znovu popisovat celou konstrukci
funkce add.

Ukol A: (8 body) Sestrojte binarni funkci pow takovou, ze Va,y : pow(z,y) = zV.
Zvl4sté upozoriiujeme, ze pow(0,0) = 1.
Ukol B: (2 body) Sestrojte unarni funkci sgn (signum) takovou, Ze sgn(0) = 0 a
Vo > 0: sgn(z) = 1.
Ukol C: (2 body) Sestrojte predikat geq (greater or equal): binarni funkci, pro kterou
plati, ze kdyz x > y, pak geg(x,y) = 1, jinak je geg(x,y) = 0.
Ukol D: (3 body) Toméas véera sestrojil dvé riizné n-arni funkee fo a fi a jeden n-arni
predikat g.

Uvazujme funkci h definovanou nasledujicim predpisem:

h(@rs . an) = { folx1,...,zy) Jestlize g(x1,...,2,) =0
R fi(xe, ..., zp) Jestlize g(x1,...,z,) =1
Funkce h tedy odpovida vétveni (pifikazu ,,if*) v bézném programovacim jazyce:
podle toho, zda je splnéna podminka g, poc¢itdme vystup funkce h bud funkci fo,
nebo funkci f7.
Dokazte nebo vyvratte tvrzeni: funkci h lze vzdy sestrojit z ToméagSovy staveb-
nice (samoziejmeé za predpokladu, Ze je mozné sestrojit funkce fo, f1 a g).



Studijni text

Tomas dostal k narozeninam zvlastni darek: stavebnici funkeci. Kdyz balicek
rozbalil, nasel v ném hned nékolik rtiznych véci. Nejprve uvidél tii sacky s hotovymi
funkcemi. Kazda funkce je mala krabicka, kterd ma nékolik vstupd a pravé jeden
vystup.

e V prvnim sacku byla jeding funkce. Jmenovala se z (z anglického ,zero®,
tedy nula), neméla zadné vstupy a na vystupu vracela stéle ¢islo 0.

® Také ve druhém sacku byla jen jedna funkce. Tato se nazjvala s (z an-
glického ,successor”, tedy naslednik). Méla jeden vstup a jeden vystup.
Kdyz na vstupu dostala ¢islo n, vratila ndm na vystupu ¢islo n + 1.

® Tteti sacek byl o néco plnéjsi — bylo v ném nekone¢né mnoho funkei. Pro
kazdé k a n (takové, ze 1 < k < n) tam byla funkce v} (,vyber k-t
z n vstup®), kterd méla n vstupl a na vystup vzdy vratila tu hodnotu,
kterou dostala na svém k-tém vstupu.

Na obréazku jsou zndzornény funkce 2, s a vj.

0 n n+1
[
—

Zbytek balicku obsahoval dva pfistroje, které zjevné slouzi k vyrobé novych
funkci. Na jednom z nich byl napis Kompozitor, na druhém Cyklovac. Kazdy z pii-
stroja funguje tak, ze dovnitt vlozime ve spravném poradi néjaké funkce, zatocime
klikou a vypadne nam nova funkce. Ta je vhodné poskladana z funkci, které jsme do
pristroje vlozili. Nez si podrobnéji popisSeme fungovani Kompozitoru a Cyklovace,
potfebujeme si o naSich funkcich néco fici formalnéji.

V této tloze povazujeme nulu za prirozené ¢islo. Prirozena Cisla pro nas tedy
tvoff mnozinu N = {0,1,2,3,...}.

Vsechny funkce, s nimiz budeme pracovat, budou definovany na celém oboru
prirozenych ¢isel. Na vstupu budeme tedy funkci zaddvat prirozend ¢isla a pro kazdy
mozny vstup nam funkce vrati na vystupu jedno pfirozené ¢islo.

Pocet vstupt funkce se nazyva arita. Napriklad funkce s jednim vstupem se
nazyva undrni, funkce se dvéma vstupy bindrni, atd. Funkce v} m4 aritu 7. Funkce z
ma aritu 0. Aritu funkce budeme nékdy explicitné zapisovat jako horni index. Mohli
bychom tedy napiiklad Fici, Ze v prvnim sacku byla funkce 2° a ve druhém funkce
s'. U vybiracich funkci vy musime aritu uvadét vidy, jelikoz tieba v} a v] jsou dvé
ruzné funkce.

Jakmile néjakou funkci vytvorime, mame navzdy k dispozici libovolné mnoz-

vvvvv

funkce, ptvodni funkci tim neztratime.



Kompozitor

Kompozitor umi funkce sklddat (v béZném matematickém smyslu tohoto slova).
Musime ovsem davat pozor na spravné arity funkci. Pouziti Kompozitoru se sklada
z nasledujicich kroki:

1. Zvolime si aritu a > 0 funkce, kterou chceme vytvorit.

2. Zvolime si funkci g° (tedy funkci g s n&jakou aritou b, t¥eba i jinou nez a),
kterou pouzijeme ve druhé fazi vypoctu. Hodnota b musi byt kladna —
jinymi slovy, funkce g musi mit asponl jeden vstup.

3. Zvolime si b funkcei ff,..., f{, které pouzijeme v prvni fazi vypoctu.

4. Zatoc¢ime klikou na Kompozitoru a vypadne nam z néj nova funkce h
definovana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x_1, ..., x_a ):
tmp_1 = f_1 ( x_1, ..., x_a )
tmp_2 = £_2 ( x_1, ..., x_a )
tmp_b = f b ( x_1, ..., x_a )
return g ( tmp_1, ..., tmp_b )

Jak vidite, funkce h vezme a vstupi, které dostala. Pomoci funkci f; az fi,
z nich vypoc¢itd b pomocnych hodnot. Nakonec pomoci funkce g spocité
z pomocnych hodnot vystup celé funkce h.

Na obrazku je graficky znazornéna funkce vyrobend Kompozitorem pro a = 3
ab=2.

h = K[f1, f2, 9]
— f1
— S
N

Cyklova¢
Cyklova¢ umi provadét for-cykly. Také pfi jeho pouziti musime dbat na spravné
arity funkci a poradi jejich parametri. Spravné pouziti Cyklovace vypada takto:

1. Zvolime si aritu a > 1 funkce, kterou chceme vytvotit. Prvnim parame-
trem této funkce (oznaéime ho z) bude specidlni proménna, kterd ur-
¢uje, kolikrat se mé for-cyklus provést. Ostatni parametry (oznacime je
Y1,y .-, Ya—1) budou zistavat beze zmény.

2. Zvolime si funkci f2!, jejimz provedenim bude vypodet zadinat.
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3. Zvolime si funkci g?*!, kterd pocita, co se stane pii jedné iteraci cyklu.
Funkce ¢ ma a + 1 vstupl: vSechny proménné, které bude mit i vysled-
na funkce, a navic jesté hodnotu, kterd byla vystupem predchozi iterace
cyklu.

4. Zatocime klikou na Cyklovaci a vypadne ndm z né€j nova funkce h defino-
vana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x, y_1, ..., y_{a-1} ):
tmp = £ (y_1, ..., y_{a-1} )
for i = 0 to x-1:
tmp = g (i, y_1, ..., y_{a-1}, tmp )

return tmp

Vypocet tedy zacne tim, Ze funkci f spoéitdme (z ostatnich parametri)
vystup pro x = 0. Z ného potom funkci g vypocitame vystup pro x = 1,
z néj opét funkci g vystup pro x = 2, a tak dale az po pozadovanou
hodnotu prvniho parametru.
Znaceni
Rovnost dvou funkci budeme zapisovat symbolem =. Zapis f = g tedy zname-
na, ze funkce f a g maji stejnou aritu a na kazdém vstupu dévaji stejny vystup.
Funkci, kterd vznikne Kompozitorem z funkci fy, ..., f, a g, budeme oznacovat
}{[fl,...7j%7gy

Funkei, kterd vznikne Cyklovadem z funkci f a g, budeme znacit C[f, g].
Priklad 1

Pojdme se nyni spole¢né podivat na to, jak si Tomas zacal vytvaret nové funkce.
Péknou jednoduchou funkci je napfiklad identita: unérni funkce i takova, Ze pro
kazdé n je i(n) = n. Vite, jak ji vyrobit?

To byla trikova otazka. Identitu vytvaret nepotifebujeme, dostali jsme ji ve

tfetim sacku. Identitou je totiz funkce vi. MtZeme proto psit i = v;.

Priklad 2

Vyrobime si funkci j°: konstantni funkci, kterd nema 7adny vstup a na v§stupu
vraci hodnotu 1.

Tuto funkci vytvofime Kompozitorem. V prvnim kroku pouzijeme funkci z,
kterd nemé zadny vstup a na vystupu vrati 0. Tuto 0 potom ,posleme dale“ do
funkce s, ktera ji zvysi na 1.

Dostavame tedy j° = K|z, s].

Priklad 3

Unérni funkei plus3, kterd svij jediny vstup zvysi o 3, ziskdme naptiklad jako
K[K]|s, s], s]. Nejprve si tedy vytvofime funkei Ks, s, kterd sviij vstup zvysi o 2, a
tuto funkci potom opét vlozime do Kompozitoru s dalsi funkei s.

Priklad 4

Nyni si ukaZzeme, jak si Tomas muze vyrobit séitani — tedy binarni funkci add

takovou, Ze Vx,y : add(z,y) = = + y.
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Zakladnim pozorovanim je, Ze s¢itani je vlastné opakované pouziti funkce ,+1%,
tedy néslednika. Vypocet x + y si mizeme zformulovat takto: ,za¢ni s hodnotou y a
potom na ni z-krat pouzij funkci s“. Vypada to jako cyklus, takze na vyrobu séitani
budeme chtit pouzit Cyklovac.

Podivejme se na pseudokdéd funkee, kterou vytvoril Cyklova¢ (s tim, ze si ho
uz upravime konkrétné na funkci se dvéma vstupy).

def add(x,y):
tmp = £(y)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Jaké funkce f a g potfebujeme vlozit do Cyklovace, kdyz chceme dostat funkci
pro s¢itani?

Funkce f méa jednoduse vratit hodnotu y, kterou dostala na vstupu — takze f
bude identita.

Funkce g ma v kazdé iteraci cyklu vzit starou hodnotu (ulozenou v proménné
tmp) a zvysit ji pouzitim funkce s. Potfebujeme tedy funkci se tfemi vstupy, kte-
ra prvni dvé vstupni hodnoty ignoruje, na tfeti pouzije funkci s a vrati vysledek
této operace. Takovou funkci sice jesté nemdame, ale umime si ji snadno vytvorit
Kompozitorem: je to funkce K[v3, s].

Dohromady tedy dostavame add = C[vi, K[v3, s]].
Priklad 5

Dalsi jednoduchou funkci je unarni konstantni nula, tedy funkce zz', kterd ma
jeden vstup a na vystupu vzdy vraci nulu. (Formalné: Vn : 22!(n) = 0.)
Nez si ukdzeme, jak zz' vyrobit, poznamenejme, Ze 22! a 2° (coZ je funkce z,

kterou jsme dostali v prvnim sicku) jsou dvé rtizné funkce.

Zdalo by se, ze funkci 22! ptijde néjak vyrobit z funkce 2° pomoci Kompozitoru.
Jenze jak? Kdybychom pouzili funkci 2° v prvnim kroku, tak bez ohledu na to, jakou
funkci pouzijeme ve druhém kroku, uréité ziskame funkci s aritou 0. V druhém kroku
funkci 20 pouzit nesmime, nebot funkce pouzitd v druhém kroku musi mit kladnou
aritu.

Ptes Kompozitor tedy cesta nevede. UkaZeme si ale, Ze funkci 22! dokazeme
vytvorit pomoci Cyklovace. Nejprve se opét podivame, jak to vypada, kdyz chceme
pomoci Cyklovade vyrobit unarni funkci. My dodame funkce f° a ¢g? a Cyklovaé
nam z nich sestavi funkci ' definovanou nasledovné:

def h(x):
tmp = £()
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,tmp)
return tmp

Jak zvolime funkce f a g, aby funkce h pro kazdy vstup vracela nulu? Zjevné

musime zvolit f = 2%, aby bylo h(0) = 0. Za funkci g mizeme jednoduse vzit g = v3.
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Tim se z ptikazu tmp = g(i,tmp) stane piikaz tmp = tmp, a proto v proménné tmp
ziistane stale nula bez ohledu na hodnotu =z.

Touto pomérné umélou konstrukei jsme si tedy ukazali, Ze funkci zz' mtZeme

sestrojit jako C[z, v3].
Predikaty

Predikat je odborné oznaceni funkce, jejiz navratovou hodnotou je logickéa hod-
nota: pravda nebo nepravda. NaSe funkce takové hodnoty sice vracet nedovedou,
pomiizeme si ale stejné, jako to udélali kdysi napiiklad autofi programovaciho jazy-
ka C: prohlasime 0 za nepravdu a 1 za pravdu.

Funkci tedy budeme nazyvat predikat, jestlize:

® tato funkce pro kazdy vstup vrati jednu z hodnot 0 nebo 1,

® chceme zdiraznit, Ze na tyto hodnoty ma smysl pohlizet jako na logické
hodnoty namisto ¢iselnych.

Piiklady: Funkce eq(z,y), kterd vrati 1, pokud se jeji vstupy rovnaji, zatimco
v ostatnich pfipadech vrati 0, je predikat. Predikédtem je také funkce isprime(z),
ktera vrati hodnotu 1, jestlize = je prvocislem, a hodnotu 0, pokud z prvocislem
neni. Na unarni konstantni funkeci zz' se mizeme divat jako na predikat, ktery vzdy
vraci hodnotu ,nepravda“.
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