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Resent ailoh ustiedniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-I11I-4 Vasek a houba

V zadani mame slibeno, Ze 74dné a; neni vétsi nez L = 10°. To znamen4, Ze ani
bitovy AND nékolika ¢isel ze vstupu neni vétsi nez L (vzdy plati a&b < a,b). Necht
1 <2 <L ad je celé ¢islo takové, ze 2¢ | x (tak znacime, Ze &islo 2¢ je délitelem
¢isla o). Potom jisté i 2¢ < x < L. KdyZ vezmeme dvojkovy logaritmus obou stran
nerovnosti, dostaneme d < log, L < 30 (posledni nerovnost mizeme nahlédnout i
bez kalkuladky, napiiklad pokud vime, Ze 2'9 = 1024, tedy 2'° > 103. Umocnénim
obou stran nerovnosti na tfeti{ dostaneme 23° > 109).

To znamena, Ze pokud 2¢ | z, pak d € {0, 1,...,29}. TakZe miizeme vyzkouset
kazdé takové d a zeptat se, zda existuji takova ¢isla ze vstupu, Ze nejvétsi mocnina
dvojky, ktera déli jejich bitov§ AND, je pravé 2¢. Potom staéi vzit nejvétsi takové d,
kde odpovéd byla kladné, a k nému i p¥islusna ¢isla ze vstupu.

Jak zjistit pro zadané d, zda existuje takovd podmnoZina {bj}?zl C {a;},
&isel ze vstupu, ze oznadime-li A = by &by & ... & by, tak 27 | A a zaroven 2971 f A? To,
7e 2% | A znamena, ze A = 2%y pro néjaké ptirozené y. Tedy poslednich d pozic (tj.
pozice 20,21, ..., 2d_1) v bindrnim zapisu A jsou nuly. A naopak 2¢+1 { A znamena,
Ze na pozici 2¢ musi byt jednicka.

To znamen, ze kazdé b; musi mit v binarnim zapisu na pozici 2¢ jednicku, jinak
by ji tam totiz nemélo ani A. To navadi na jednoduchy hladovy algoritmus: Vezmeme
viechna a; takova, Ze na pozici 2¢ maji jednicku, a podivame se, jestli je jejich bitovy
AND délitelny 2¢. Pokud ano, tak jisté neni délitelny 291, protoze vime, Ze na pozici
2¢ je jednicka. Pokud neni délitelny 2¢, tak to znamena, Ze na néjaké pozici 2¢ < 2¢
je jednicka. A tehdy muzeme prohlasit, Zze neexistuje takova podmnozina ¢isel ze
vstupu, Ze by jejich bitovy AND byl délitelny 2¢ a uz nebyl délitelny 2¢+1: Aby byl
délitelny 2¢, tak bychom potiebovali, aby jedno z ANDovanych ¢isel mélo na pozici
2¢ jednicku a na pozici 2¢ nulu. Nicméné, my jsme vzali viechna éisla, ktera maji
jedni¢ku na pozici 2%, a ukézalo se, Ze viechna maji zaroven jedni¢ku na pozici 2°.

N4&s algoritmus tedy pro kazdé d od 0 do 29 projde vsechna ¢isla na vstupu,
vybere ta, kterd maji na pozici 2¢ jednicku, vezme jejich AND a podiva se, jestli
je délitelny 2¢. Potom ze vSech d, pro néz odpovéd byla kladné, vybere to nejvétsi
a vypise vSechna cisla ze vstupu, kterd maji na prislusné pozici jednicku. Vzdycky
existuje alespoii jedno d, pro néjz je odpovéd kladna (a to nejmensi takové, Ze existuje
¢islo na vstupu, které mé na dané pozici jednicku), takze nas algoritmus vzdy vrati
néjakou odpovéd, o niZz jsme si navic rozmysleli, Ze je spravna.

Casové slozitost je O(nlogL).

#include <vector>

#include <iostream>
using namespace std;



int get_best_power(const vector<int> &input) {

// 2729 < 1079 < 2730, tedy MAX_PW je nejvy35i mocnina dvojky

// ve vstupnich &islech.

int MAX_PW = 1<<29;

// ZkouSime postupné mocniny dvojky od nejvét3i mozné

for (int d = MAX_PW; d >= 1; d4/=2) {
// res = (1111....1)_2, tj. pro vSechna &isla x <= 1079 plati x&res = x
int res = (1<<30) - 1;

for (auto x : input) {
// Pokud &islo ze vstupu mi na pozici d jednic&ku,
// tak ho vyanduj s pribéznym vysledkem.
if (x & d) res &= x;
}
if (0 == (res % d)) // Pokud je pribézny vysledek d&litelny d
return d; // Tak vime, ze d je nejvét3i takové a miZeme ho vratit.

int main() {
vector<int> input;
int n;
cin >> n;
input.resize(n);
for (int i = 0; i < nj; i++)
cin >> input[il;
int d = get_best_power (input);
int cnt = 0;
for (auto x : input)

if (x & d)
cnt++;

cout << cnt << endl;

for (auto x : input)
if (x & )
cout << x << " ",
cout << endl;

P-III-5 Posledni dostih sezény

Vsimnéme si, ze pokud by se stalo, ze néjakych M koni v kazdém zévodé
skoncilo na poslednich M pozicich, tak by si uz kazdy ze zbylych N — M koni na
tuto M-tici véril a naopak zadny kan z této M-tice by si nevéril na zddného ze
zbylych N — M koni. Myslenkou spravného feSeni je, Ze tato podminka nam jiz
umozni dostatec¢né charakterizovat, kdo si na koho véri.

Specidlné sméfujeme k algoritmu, ktery koné rozdéli do skupinek jen podle
této podminky (viz obrazek), jinak Feceno najde vSechna moznd M takova, Ze pro
kazdého koné plati, Ze se bud ve vSech zdvodech umistil na pozici M nebo horsi,
nebo se ve vsech zdvodech umistil na pozici ostie lepsi nez M. Ukdzeme, ze pak si
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kazdy kiin bude vérit pravé na protivniky ze své skupinky a ze skupinek, které se
umistily hife.

PEEEEEOEO
HEOOOODO®
DEOOOOOO®

Na zacatek si uvédomme, zZe kdyz pro tfi rtzné koné a,b,c plati, ze kin a
si véf na koné b a ten si zase véfi na koné ¢, pak si i a véfi na c. Jestlize totiz

existuje zaroven posloupnost koni x1,xs, ..., x,, takova, ze a nékdy porazil =1, x1
nékdy porazil xo, ..., x,, nékdy porazil b, a posloupnost koni y1,ys, ..., Yy, takova,
ze b nékdy porazil y1, y1 nékdy porazil ys, ..., y, nékdy porazil ¢, spojenim téchto

posloupnosti dostaneme posloupnost ukazujici, Ze si i a véfi na c. Tato uzitecna
vlastnost se nazyva tranzitivita.

Nyni uvazme koné, ktery v prvnim zévodé dobéhl posledni a vsichni si na
néj tedy véri. Oznacme jej ko a déle oznacme ki, ..., ks koné, na které si kg véri.
Pismenem P budeme znacit mnozinu téchto ¢ + 1 koni. DokadZeme o nich, ze se
v kazdém zavodé umistili na poslednich ¢ 4 1 pfickéach.

Kazdy si véfi na koné kg a ten si zase z definice véfi na libovolného koné k;,
1 <4 < (4. 7 tranzitivity tedy plyne, Ze na kazdého koné z P si véii uplné vsichni
jeho souperi, specialné tedy i zbyli koné z P. Na druhou stranu si zadny kun z P
nemuze veéfit na nikoho jiného nez na soupere z P, protoze pak by si na tohoto koné
diky tranzitivité vétil i kg. To ale znamenad, ze zadny kun z P nikdy neporazil koné,
ktery v P neni, jinymi slovy vsichni koné z P se pokazdé umistili na poslednich ¢+ 1
prickach. Jesté si vSimnéme, Ze neexistuje mnozina koni P’ mensi nez P takova, Ze
by koné z P’ v kazdém z&vodé skonéili na poslednich |P’| pozicich. To by totiz podle
uvahy z tvodu znamenalo, Ze kil ko si véfi na maximalné |P’| — 1 < ¢ protivnikd.

Ted uz je ale jednoduché kyZzenou mnozinu P najit. Budeme prochdzet vSechny
zavody najednou od posledniho N-tého mista az k prvnimu a pritom si postupné
pro kazdé misto ¢ spocitame, kolik je koni takovych, ze v kazdém zavodé skoncili
na i-tém misté nebo hiife. To miZeme implementovat tak, Ze si pro kazdého koné
budeme pamatovat, v kolika zavodech jsme jej jiz potkali — jakmile bude hodnota
odpovidajiciho ¢itace K, nalezli jsme jeho nejlepsi mozné umisténi. Ve chvili, kdy se
stane, ze pro i-té poradi je takovych koni N + 1 — ¢, jsme nalezli mnozinu P a vime,
7e kazdy kun z ni si véii na |P| — 1 protivniku.

Nyni uz jsme skoro v cili. Pfedchozi algoritmus totiz mtzeme iterovat, neboli
po tom, co najdeme skupinku koni P, ktera ve vSech zavodech obsadila poslednich
| P| pFicek, na tyto koné mtzeme zapomenout a hledat obdobnou skupinku pro zbylé
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koné. Musime si ovSsem pamatovat, ze k vysledku pro vSechny nésledujici skupinky
musime pfi¢ist | P|, nebot na nalezenou mnozinu P si véfi vSichni ostatni. Tim jsme se
dostali k jednoduchému algoritmu, jejz jsme slibovali na zacatku reseni. Rozdélujeme
postupné koné do skupinek tak, ze kazdy kan si véri pravé na vsSechny protivniky
ze své skupinky a ze skupinek, které se umistily htife. Casové sloZitost popsaného
algoritmu je O(NK) a sta¢i na deset bodu.

Jiné FeSeni

Ulohu také bylo mozno fesit s pomoci teorie grafii. Sestavime orientovany graf
na N vrcholech, kde kazdy vrchol odpovidd jednomu koni. Déle mezi vrcholy u
a v vytvofime hranu, pokud v néjakém dostihu kin u porazil koné v. V kazdém
dostihu mame Fadové N? takovych part koni, takze vysledny graf bude mit fadové
KN? hran. Nyni si jen uvédomime, 7e kiiii u si véif na svého protivnika v pravé
tehdy, kdyz existuje cesta z odpovidajiciho vrcholu w do vrcholu v. Staci tedy takto
vytvoreny graf projit z kazdého vrcholu a pii tom zaznamenéavat, kolik vrchold jsme
pti kazdém prohledavani navstivili.

Takovy algoritmus pracuje v ¢ase O(N3K). Mtzeme jej snadno vylepsit tak,
ze do grafu priddme méné hran. Specidlné staci do vytvareného grafu ptidat hranu
jen v pfipadé, kdy kin ¢islo v v néjakém zavodé dobéhl na pozici tésné pied koném
v, tedy v pripadé, kdy na vstupu témto konim odpovidaji dvé po sobé jdouci ¢isla.
Potom za kazdy zavod pridame pouze N — 1 hran a velikost grafu tak bude fadové
K N. Stejny algoritmus pak pobézi v ¢ase O(N2K) a miize ziskat az pét bodii.

Neefektivita predchoziho algoritmu spoc¢iva v tom, Ze zvlast pocitd odpoved
pro kazdého koné. Pomtizeme si, pokud budeme koné sluc¢ovat do skupinek stejné
jako v predchozim feseni. VSimnéme si, ze jestlize mame dva koné a a b takové, ze a
si vé¥i na b a b si v&f{ na a, pro vSechny zbylé koné diky tranzitivité (viz vyse) plati,
Ze si véri na a, praveé kdyz si véfi na b, a naopak a si na néjakého takového koné veri
pravé tehdy, kdyz si na néj véri b.

Z toho plyne, zZe jestlize v nasem grafu nalezneme cyklus, vime, ze hledana
odpovéd je stejnd pro vSechny koné odpovidajici vrcholim tohoto cyklu, a mtize-
me jej zkontrahovat do jediného vrcholu. Tim myslime, ze cely cyklus nahradime
jedingym vrcholem v, ktery bude odpovidat vSem ptivodnim vrcholim cyklu. Dale
vSechny hrany, které vedly do néjakého vrcholu cyklu, pfepojime tak, aby vedly do
v, a obdobné se vyporadame s hranami, které z cyklu vychazely. Nakonec smazeme
vzniklé smycky — hrany vedouci z vrcholu v do sebe sama. Nesmime zapomenout si
pro kazdého koné pamatovat, ktery vrchol v novém grafu mu odpovida. Opakovanou
kontrakci nakonec dostaneme graf bez cykld, jehoZ vrcholy odpovidaji takzvanym
komponentam silné souvislosti pavodniho grafu a také jsou to presné skupinky koni
z predchoziho feSeni.

Nayvic plati, Ze se pro zadnou dvojici vrcholt u, v nestane, Ze by nevedla cesta
ani z u do v, ani z v do u — to proto, ze se pro zadnou dvojici odpovidajicich koni
a, b nemuze stat, ze by si nevéfil ani a na b, ani b na a. Z této vlastnosti plyne, ze
se vrcholy tohoto grafu daji usporadat do fady tak, aby vSechny hrany vedly zleva
doprava, coz odpovida tomu, Ze stejnym zptisobem byly v predchozim feSeni sefazeny
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skupinky koni. Nakonec takto sefazené vrcholy, opét obdobné jako v pfedchozim
feSeni, mizeme postupné prochazet a pocitat, na kolik soupeit si kazdy kun veéii.
Zbyva tedy pouze navrhnout algoritmus, ktery pro zadany orientovany graf najde
jeho komponenty silné souvislosti. To uz je ale standardni problém teorie grafi, ktery
se da Tesit v linearnim c¢ase napriklad pomoci Tarjanova algoritmu. Nakonec jsme se
tedy opét dostali k algoritmu s ¢asovou slozitosti O(NK).

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector< vector<int> > zavody;
vector<int> nalezenych, vysl;
int N, K;

int main() {
std::ios::sync_with_stdio(false);
cin >> N >> K;

zavody.resize (K, vector<int>(N));
nalezenych.resize(N+1, 0);
vysl.resize(N+1, 0);

for (int i=0; i<K; ++i)
for (int j=0; j<N; ++j)
cin >> zavody[i] [j];

int hotovych = 0;
int poslnalez = N-1;

for (int i=N-1; i>=0; --i) {
// Prochazime vSechny zavody najednou od posledniho mista k prvnimu.
for (int j=0; j<K; ++j) {
// Konim, ktef¥i se né&kdy umistili na i-té pozici,
// zvysime odpovidajici &ita& o jedna.
if (++nalezenych[zavody[j][i]l] == K)
++hotovych;
}
if (i+hotovych == N) {
// JestliZze jsme narazili na konec aktualni skupinky,
// pro viechny koné& v ni uloZime vysledek.
while (poslnalez >= i) {
vysl[zavody [0] [poslnalez]]=hotovych-1;
--poslnalez;

}

for(int i=1; i<=N; ++i)
cout << vysl[i] << " \n"[i==N];

P-I1I1-6 Vykopavky

Nejprve nalezneme a ocislujeme mistnosti na mapé: postupné prochazime ¢tver-
ce mapy a kdyz narazime na prazdny a jeSté neoznaceny, pak si pro vSechny z néj
dostupné ¢tverce oznacime, ze patii do nové nalezené mistnosti (napiiklad prohle-
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danim do hloubky). Pro kazdy ¢tverec si tedy budeme pamatovat ¢islo mistnosti, do
které patti.

Pro libovolné r a ¢ uvazme obdélnik o rozmérech (M +2) x (N+2) s protilehlymi
rohy tvofenymi ¢tverci (r—1,¢—1) a (r+M,c+ N). Jako X (r, ¢) si oznaéme utvar,
ktery z tohoto obdélnika vznikne odebranim jeho rohovych étverci (r — 1,¢ — 1),
(r+M,c—1), (r+M,c+ N) a (r—1,c+ N). Kdyz profesor Jones vykope diru
o rozmérech M x N s protilehlymi rohy tvofenymi ¢tverci (r,c) a (r+ M — 1,¢c+
N —1), pak mtze prozkoumat pravé vSechny mistnosti, které obsahuji alesponl jeden
Ctverec z ,osekaného obdélnika“ X(r,c). Mohli bychom si ted jednoduse hrubou
silou spocitat pro véechna 1 <r< R—M+1al<c¢<C— N +1 pocet mistnosti,
které protinaji utvar X (r,c), a vzit maximum; to by nadm zabralo ¢as O(RCMN).

Zkusme tento postup vylepsit: osekané obdélniky X (7, ¢) a X (r, c+1) se od sebe
lisi pouze v 2M + 2 étvercich (na svislych hrandch obdélnika plus u osekanych roht).
Mizeme tedy zkusit informaci o mistnostech protnutych X (r, ¢) zkusit pfepocitat na
informaci o mistnostech protnutych X (r,c+1). K tomu si sta¢i pro kazdou mistnost
pamatovat, kolik z jejich ¢tverct je v aktualné uvazovaném utvaru. Pridame-li do
atvaru jeden novy ctverec, staCi si zvysit pocitadlo u mistnosti obsahujici tento
Gtverec (neni-li dany ¢tverec plny) a naopak. Obdobné si udrzujeme pocet protnutych
mistnosti — zvedne-li se pocitadlo pro néjakou mistnost z 0 na 1, zvysime si pocet
protnutych mistnosti, a klesne-li na 0, zmensime si ho. Takto zvladneme informaci
pro X (r, ¢) pfepocitat na informaci pro X (r,c+ 1) v éase O(M).

Jelikoz zkousime nejvyse RC pozic kopané diry, vysledna casova slozitost je
O(RCM), coz je v nejhorsim piipadé (kdyz M je fadové stejné velké jako R)
O(R2C). Tento odhad jesté miizeme drobné vylepsit, jestliZe si v ptipadé ze N < M
nejprve celou mapu transponujeme tak, abychom z fadkiu udélali sloupce a naopak;
to nam da ¢asovou slozitost O(RC min(M, N)), resp. O(RC min(R, C)).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXKL 1000
#define MAXMN 1000
#define MAXF (MAXKL*MAXKL)

int R, C, M, N;

char mapa[MAXKL+2] [MAXKL+2] ;

int mistnost [MAXKL+2] [MAXKL+2] ;
int zasobnik [MAXF] [2];

int velikost_zasobniku;

int prekryv[MAXF+1];

int pocet_mistnosti;

int akt_mistnosti, max_mistnosti;

void nacti_vstup(void)
{
scanf ("%d%d%d%d", &R, &C, &M, &N);
for (int i = 1; i <= R; i++)
scanf ("%s", mapali] + 1);



void prohod(char *x, char xy)

{

}

char t;
t=kx; *x=*y; *y=t;

void transponuj(void)

{

}

int i, j, t;
int RC=R<C?R: C;

for (i = 0; i <= R + 1; i++)
for (j = 0; j <= C + 1; j++)

if @>RC+1 |l j>RC+1 ] ic<j)

prohod (&mapali] [j]1, &mapaljl[il);

t=R; R=C; C=t;
t=M; M=N; N=t;

void zkus_jit(int x, int y)

{

}

if (!mistnost[x][y] && mapal[x] [y]

{

mistnost[x] [y] = pocet_mistnostij;

zasobnik[velikost_zasobniku] [0]
zasobnik[velikost_zasobniku] [1]

velikost_zasobniku++;

void najdi_mistnosti(void)

{

}

for (int i = 1; i <= R; i++)
for (int j = 1; j <= C; j++)

if (!mistnost[il[j] && mapalill[j

{

pocet_mistnosti++;

zkus_jit(i, j);

while (velikost_zasobniku > 0)

{

velikost_zasobniku--;

)

X3

ys

==
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int x = zasobnik[velikost_zasobniku] [0];
int y = zasobnik[velikost_zasobniku] [1];

zkus_jit(x - 1, y);
zkus_jit(x + 1, y);
zkus_jit(x, y - 1);
zkus_jit(x, y + 1);

void zvetsi_prekryv(int i, int j)

{

if (mistnost[i] [j] && ++prekryv[mistnost[i] [j1]

akt_mistnosti++;
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void zmensi_prekryv(int i, int j)
{
if (mistnost[i] [j] && --prekryv[mistnost[i][j]]
akt_mistnosti--;

}

void vyzkousej_radek(int r)
{
int j, k;
for (j = 1; j <= N; j++)
for (k = -1; k <= M; k++)
zvetsi_prekryv(r + k, j);
for (k = 0; k < M; k++)
zvetsi_prekryv(r + k, N + 1);
if (akt_mistnosti > max_mistnosti)
max_mistnosti = akt_mistnosti;

for (j = 1; j <= C - N; j++)
{
for (k = 0; k < M; k++)
{
zmensi_prekryv(r + k, j - 1);
zvetsi_prekryv(r + k, j + N + 1);
}
zmensi_prekryv(r - 1, j);
zmensi_prekryv(r + M, j);
zvetsi_prekryv(r - 1, j + N);
zvetsi_prekryv(r + M, j + N);

if (akt_mistnosti > max_mistnosti)
max_mistnosti = akt_mistnosti;
}
for (j = C - N+ 1; j <= C; j++)
for (k = -1; k <= M; k++)
zmensi_prekryv(r + k, j);
for (k = 0; k < M; k++)
zmensi_prekryv(r + k, C - N);

}

void vyzkousej_diry(void)
{
for (int i = 1; i <= R = M + 1; i++)
vyzkousej_radek(i);

}

int main(void)
{
nacti_vstup();
if (M > N)
transponuj () ;

najdi_mistnosti();
vyzkousej_diry();

printf ("%d\n", max_mistnosti);
return 0;



