66. ronik Matematické olympiddy — 2016/2017
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 66. roéniku MO kategorie P se kona v ttery 17. 1. 2017 v dopolednich
hodinach. Na feseni tloh mate 4 hodiny cistého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné praktickd tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakdzano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomticky
kromé psacich potfeb (napf. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriugici jeho sprdvnost (pfipadné dtikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
vase Teseni tloh domaéciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici;
na autorské feseni doméciho kola se odkazovat miizete.

e Zapis algoritmu. V ulohich P-II-1, P-II-2 a P-II-3 je tieba uvést
zapis algoritmu v néjakém dostateéné srozumitelném pseudokédu (pii-
padné v programovacim jazyce Pascal nebo C/C++). Nemusite detailné
popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jedno-
duchjch matematickych vztahti, vyhleddvani v poli, tfidéni apod. Reseni
ulohy P-II-4 bude vypadat podobné, ale misto pseudokédu musi obsaho-
vat program pro stromochod.

Za kazdou tulohu mizete ziskat maximalné 10 bodid. Hodnoti se nejen spravnost
feseni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadéani
kazdé tulohy najdete pfiblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, Ze vas program spustény s takovymi daty na sou¢asném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feseni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam tspésnych Fesitelil
postupujicich do tstfedniho kola a také popis prostiedi, v némz se budou v ustfednim
kole fesit praktické tlohy.



P-II-1 Vzestup a pad

Kocourkovsky historik by rad napsal knihu ,,Vzestup a pad Kocourkova“. Neni
si ale aplné jisty, zda a kdy k takovému vzestupu a padu doslo. V kronikéach si nasel
statistiky poc¢tu obyvatel Kocourkova v poslednich nékolika milionech let a rad by
nasel roky a < b < c takové, ze pocet obyvatel v roce b je z téchto tii let nejvétsi a
v roce ¢ nejmensi. Roky a, b a ¢ nemusi nutné nasledovat hned po sobé.

Format vstupu

Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje celé
¢islo N (1 < N < 10000000) udévajici pocet let, v nichz zndme populaci Kocourko-
va. Na ¢-tém z N nasledujicich fadka je kladné celé ¢islo p; udavajici pocet obyvatel
Kocourkova v roce i. Mizete predpokladat, ze tyto pocty jsou navzajem riizné.

Format vystupu

Jestlize existuji t¥i cela ¢isla a, b a c takovd, ze 1 <a<b<c< N ap:. < pg <
Dy, pak libovolnou takovou trojici vypiste. Jinak vypiste ,nelze.

Priklady

Vstup: Viystup:
5 245
13572

Dalsi mozné spravné odpovédi jsou 2 3 5a 34 5.

Vstup: Viystup:
5 nelze
13576

Bodovani

Spréavné feSeni, které efektivné vyfesi vSechny vstupy (tj. pro N < 10000 000),
ziskd 10 boda. AZ 7 bodu ziska feSeni, které efektivné vyresi vSechny vstupy s N <
100 000. Jiné (i neefektivni) spravné feseni muze ziskat az 3 body.

P-II-2 Prfevratna novinka

V Kocourkové je dnes velka slavnost, po dlouhych pfipravach mésto spousti
systém sdilenych koni. Funguje to tak, Ze na nékterych mistech Kocourkova jsou
konostavy, u nichz je privazano nékolik koni, a kazdy Kocourkovan si miize koné
odvéazat, osedlat a odjet na ném k jinému konostavu, kde ho opét privaze a neché
¢ekat na dalsiho jezdce.

Radni pro nejkrat$i cesty Norbert se na novinku t&si obzvlast. Kazdé rano
totiz musi pésky dojit od svého domu az ke své kanceléri v radnici, kterd je na druhé
strané Kocourkova. Rad by védél, jak se co nejrychleji dostat do prace, kdyz nyni
muze Cast cesty jet na koni. Pro tento ucel pfifadil kazdé ulici v Kocourkové dvé
prirozend ¢isla: t,, neboli ¢as, ktery zabere projit tuto ulici pésky, a ti, neboli ¢as,
ktery zabere projet tuto ulici na koni. (Pro Sirokou rovnou ulici bude jisté ¢, > ¢,
ale napriklad zkratku, ktera vede skrz dvoupatrovy obchodni diim, bude rychlejsi
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projit pésky nez skrze ni provadét koné.) Ani se znalosti téchto ¢isel ovSem nevi, jak
nejrychlejsi cestu do prace najit. Pomizete mu?
Soutézni tloha

Na vstupu dostanete mapu Kocourkova, coZ je graf na n vrcholech (k¥izovat-
kach), které jsou spojeny m hranami (ulicemi). Na jedné z k¥izovatek bydli Norbert,
na jiné je radnice. Déale dostanete seznam k¥izovatek, na nichz se nachazi kornosta-
vy. Pro kazdou hranu navic dostanete dvé pfirozena ¢isla: dobu, kterou trva danou
hranu projit pésky, a dobu, za kterou danou hranu projedete na koni.

Vasim tkolem je najit nejkratsi moznou cestu od Norbertova domu na radnici.
Cesta zde znamend posloupnost hran takovych, ze kazdé dvé sousedni hrany sdileji
vrchol, a navic se v kazdém vrcholu obsahujicim konostav mtizete rozhodnout, ze
zménite dopravni prostiedek. Nasedat/sesedat z koné muZete ale pouze ve vrcholech
s korlostavem, pfi¢emz samotné nasednuti/sesednuti nestoji zadny cas. Délka cesty je
potom soucet ohodnoceni hran na dané cesté odpovidajicich aktualnimu dopravnimu
prostredku.

Mizete predpokladat, ze feSeni vzdy existuje a ze ve vrcholu s Norbertovym
domem i ve vrcholu s radnici se nachéazi konostav. Mtizete se spolehnout na to, ze
koni je u kazdého konostavu dostate¢ny pocet.

Format vstupu

Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku dostanete
CtyTi pfirozena Cisla n, m, d, r, postupné pocet kiizovatek, pocet ulic, ¢islo krizovat-
ky, kde Norbert bydli, a ¢islo krizovatky, kde se nachéazi radnice. Kfizovatky budou
¢islované prirozenymi ¢isly 1,...,n. Na kazdém z dalsich m fadkd budou ¢étyfi pfi-
rozend CGisla a;, by, pi, ki (a; < b;), kterd ¥ikaji, Ze mezi vrcholy a; a b; vede ulice
takova, ze projit ji pésky trva p; vtefin a projet ji na koni trva k; vtefin.

Na dal$im fadku je ptirozené ¢islo s (2 < s < n) znadici pocet kiizovatek, na
nichz se nachézi konostavy, a na néasledujicim fadku je s ptirozenych ¢isel urcujicich,
na kterych kfizovatkach se konostavy nachazi.

Format vystupu
Vypiste jedno prirozené ¢islo — nejkratsi dobu, za kterou se Norbert mtize dostat
z domova do prace.

Priklady

Vstup: Viystup:
616 7

21

2 10

10 1

11

110

32
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Situace je znazornéna na obrazku, pficemz Sedé jsou zvyraznéné vrcholy s ko-
nostavem, ¢islo nad hranou je vzdy p; a ¢islo pod hranou k; a Norbert se chce dostat
z vrcholu 1 do vrcholu 6. V optimalnim FeSeni jde pésky z vrcholu 1 do vrcholu 3 a
potom jede na koni z vrcholu 3 do vrcholu 6 pies vrchol 5.

RN RPN
N =~ N~ O

2345

Bodovani

A7 10 bodi dostanete za feseni, které tlohu vytesi spravné a rychle pro m,n <
100000. Az 7 bodu ziskate, pokud navic budete predpokladat s < 10. Az 5 bodu
Ize ziskat, kdyz budete predpokladat, ze v optimalnim feSeni Norbert pouze jednou
zméni dopravni prostfedek (tzn. zacne pésky a pak nasedne na koné&, nebo opacné).
Az 3 body dostanete za libovolné feseni, které vrati spravnou odpovéd.

P-I1-3 Véze

Do Kocourkova zavedli opticky internet. Ten funguje tak, Ze na kazdém domé
je véz a z ni je mozné signalizovat na kazdou jinou viditelnou véz. Vsechny domy a
jejich riazné vysoké véze ale stoji v jedné fadé, a proto si nékteré z nich navzajem
prekazi. Kocourkovsti radni by po vas chtéli vypracovat analyzu tohoto problému.
Pro kazdy dim chtéji urcit ten nejvzdalenéjsi, jehoz véz je vidét, a s nimz se proto
da primo komunikovat.

Véze stoji podél pfimé cesty zaéinajici na kocourkovské radnici (na radnici
7adné véz neni). Pozice kazdé véze je popsana jednim celym ¢islem udavajicim jeji
vzdélenost od radnice v metrech. Pro ticely této tlohy si véz miizeme predstavit jako
svislou tsecku zadané vysky. Dvé véze se navzajem vidi, jestlize tsecka spojujici jejich
vrcholy neprotind zédnou jinou véz (miizete predpokladat, ze zadné takova tsecka
neprochézi pfimo vrcholem jiné véze).

Format vstupu

Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje celé
¢islo N (2 < N <1000000) udavajici pocet vézi. Na i-tém z N nésledujicich fadku
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jsou dvé kladna celd cisla x; a v;, udavajici vzdalenost véze od radnice a vysku véze,
oboji v metrech. Véze jsou zadany v poradi dle jejich vzdalenosti od radnice.
Format vystupu

Vypiste N cisel oddélenych mezerami: i-té z nich udava vzdalenost od i-té véze
k nejvzdélenéjsi vézi, kterd je z ni vidét (tato nejvzdélendjsi véz mize od i-té véze
leZet jak ve sméru od radnice, tak i ve sméru k radnici).
Priklad
Vstup: Viystup:
85618

© 00N~ O,
WNNNRE -

Bodovani

Spravné feSeni, které efektivné vyfesi vSechny vstupy (tj. pro N < 1000 000),
ziskd 10 boda. AZ 7 bodu ziska feSeni, které efektivné vyresi vSechny vstupy s N <
10000. Jiné (neefektivni) spravné feseni muze ziskat az 3 body.

P-1I-4 Stromochod

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je identicky se studijnim textem z domaéaciho kola.

Ukol A: (3 body) Ze stromu vybereme mnozinu vrcholt tak, Ze jim nastavime znacku
vybrany na true. Naprogramujte stromochod, aby ovéfil, zda je vybrand mnozina
nezdvisla. To znamend, Ze neni vybrany soucasné néjaky vrchol i jeho syn. Odpovézte
znackou ok v kofeni.

Ukol B: (7 bodii) Naprogramujte stromochod, aby vybral nejvét$i moznou nezavislou
mnozinu (s co nejvice vrcholy).

Studijni text

V tomto ro¢niku olympiddy budeme programovat stromochod — specialni zafi-
zeni ur¢ené k prochézeni binarnich stromt.

Graf se sklada z koneéné mnoziny wrcholi a koneéné mnoziny hran. Kazda
hrana spojuje dva vrcholy, kazdé dva vrcholy jsou spojeny nejvyse jednou hranou.
Hrany nemaji smér — nerozliSujeme, ktery vrchol je pocatecni a ktery koncovy. Cesta
fikdme posloupnosti vrcholi, které na sebe navazuji (i-ty je spojeny hranou s (i+1)-
nim).

Strom je graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta.
Strom mutzeme zakorenit — jeden jeho vrchol prohlésit za koren. Pro kazdé dva vr-
choly spojené hranou pak umime ¥ici, ktery z nich je otec (to je ten blizsi kofeni)
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a ktery syn. Koren je jediny vrchol, ktery nema otce. Vrcholtim, které nemaji zad-
né syny, fikdme listy stromu. Podstrom budeme fikat ¢asti stromu tvofené danym
vrcholem, jeho syny, syny jeho syni, a tak dédle az k listim. Podstrom je tedy také
strom a dany vrchol je jeho kofenem.

Bindrni je takovy zakofenény strom, jehoz kazdy vrchol ma nejvyse dva syny.
U synt rozlisSujeme, ktery z nich je levy a ktery pravy. Dokonce i v ptfipadech, kdy
existuje jen jeden syn, zajima nas, zda je levy, nebo pravy.

Na nasledujicim obrazku vidite n€kolik riznych binarnich stromi:

Stromochod slouZzi k feSeni riznych problému tykajicich se binarnich strom.
MizZeme si ho predstavit jako pocita¢, ktery se pohybuje po stromu a v kazdém
okamziku vypoctu se nachazi v pravé jednom z vrchold stromu.

Pamét stromochodu je omezené: miiZe si pamatovat jen koneéné mnozstvi biti
informace, tedy v kazdém okamziku se muze nachazet jen v jednom z kone¢né mnoha
stavi. Mimo to stromochod smi poznamenavat informace do navstivenych vrcholi:
do kazdého vrcholu se vejde opét jen kone¢né mnozstvi informace a tyto informace
mize stromochod ¢ist a zapisovat pouze v tom vrcholu, v némz se zrovna nachéazi.
Témto tdajum uloZzenym ve vrcholu budeme fikat znacky.

Stromochod budeme programovat v jazyce podobném Pascalu nebo C. Kvi-
li omezeni na konecény pocet stavii mizeme pouzivat pouze celociselné proménné
s pfedem danym rozsahem (tfeba 0..9) a booleovské proménné pro pravdivostni
hodnoty. To napriklad znamend, ze neni mozné pouzivat pole ani ukazatele. Z 1i-
dicich konstrukei jsou k dispozici podminky, cykly a goto. Procedury a funkce je
mozné pouzivat, ale na jejich parametry se vztahuji stejnd omezeni na typy a neni
povolena rekurze.

Na aktudlni vrchol se muzeme odkazovat prostfednictvim proménné V. Ta se
chova jako zdznam (pascalsky record, Céckova struct) a obsahuje znacky uloZené
ve vrcholu. Podobu znacek si mizete predepsat, ale musi jich byt konstantni pocet
a opét plati omezeni na povolené typy.

Pokud chceme stromochod pfesunout do levého syna, zavoldme funkei jdi_1.
Podobné jdi_p pro pravého syna a jdi_o pro otce. Tato funkce neméa zadné para-
metry ani vysledek. Pokud se pokusite pfesunout do neexistujiciho vrcholu, program
se zastavi s chybou. Proto se hodi pfedem otestovat, zda syn ¢i otec existuje: k tomu
slouzi funkce ex_1, ex_p a ex_o. Ty nemaji zadné parametry a vraceji booleovskou
hodnotu.

Vypocet stromochodu probiha nasledovné. Na vstupu dostaneme néjaky strom,
stromochod umistime do jeho kofene a vSechny znacky vynulujeme. Vyjimku mohou
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tvorit znacky, o kterych je vyslovné feceno, Ze jsou soucasti vstupu. Poté se rozebéhne
program, stromochod se prochazi po stromu a nakonec se zastavi. Vystup potom
precteme z urcenych znacek.

Pozor, jeden program pro stromochod musi danou tlohu fesit pro vSechny
stromy. Rozsah proménnych tedy nesmi zaviset na velikosti stromu.

Efektivitu programt muzeme posuzovat obvyklym zpisobem. Doba béhu pro-
gramu bude odpovidat poctu pfesunt po stromu, ¢asova slozitost je maximum z dob
béhu pres vSechny stromy s danym poc¢tem vrcholt. Pamétovou slozitost neposuzu-
jeme, protoZe vSechny programy ukladaji linedrni mnozstvi informace.

Priklad

Rozmysleme si, jak stromochodem navstivit vSechny vrcholy stromu a do kaz-
dého umistit znacku. Strom budeme prochéazet do hloubky: za¢neme v kofeni, pak
se zanorime do levého podstromu, az se z néj vratime, presuneme se do pravého
podstromu, a nakonec se vratime z celého stromu. (Pokud si strom nakreslime na
papir, tento priichod odpovidé obchézeni z kofene proti sméru hodinovych ruciéek.)

Jelikoz nemame k dispozici rekurzi, budeme si v kazdém vrcholu pamatovat
znacku jménem stav, kterd bude fikat, kolikrat jsme uz ve vrcholu byli. Nav§tivime-
li vrchol poprvé, zamirime do levého syna; podruhé zamirime do pravého a potreti
se uz vratime do otce. Pokud levy nebo pravy syn neexistuji, budeme se chovat, jako
bychom se z nich okamzité vratili.

Program bude vypadat nasledovné.

type vrchol = record
{ Tento typ popisuje, jaké znacky ukléddame do vrchold }

byl_jsem_tu: boolean; { Chceme nastavit ve vSech vrcholech }
stav: 0..3; { Kolikrat jsme ve vrcholu byli }
end;
begin
repeat
V.byl_jsem_tu := true;
V.stav := V.stav + 1;

case V.stav of
1: if ex_1 then jdi_1;
2: if ex_p then jdi_p;
3: if not ex_o then halt else jdi_o;
end;
until false;
end.

Casova slozitost tohoto programu je linearni s po¢tem vrcholt, protoze kazdy
vrchol navstivime nejvyse t¥ikrat.



