65. ro¢nik Matematické olympiady — 2015/2016

Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-111-4 Karnon

Zadani tlohy se sice tvari, ze voda teCe spojité, tim se ale nemusime prili§
zatézovat. Ve skuteCnosti pfi feSeni tlohy vibec nezalezi na tom, jak presné se
voda rozlévé, kdyz dopadne. My totiZ nepotfebujeme dést simulovat. Chceme jenom
zjistit, jak bude vypadat krajina v jednom konkrétnim okamziku — ve chvili, kdy uz
nemiuze pritéct zadna dalsi voda, aniz by zacala stoupat hladina ve sloupci, kde prsi.

Predstavte si, Ze v néjakém sloupci s prselo az do okamziku, ktery nas zajima.
Co muzeme v tomto okamziku fici o vodni hladiné? Podivame se na sloupec s + 1.
Mohou nastat dvé moznosti. Prvni moznost: sloupec s + 1 je vyssi nez sloupec s
(tj. as41 > as). V tom piipadé v tomto sloupci jisté neni Zadnd voda — nahoru
téct nemize. Druh& moznost: sloupec s 4+ 1 neni vyssi nez sloupec s. V tom piipadé
musi byt v obou téchto sloupcich stejné vysoka vodni hladina. Pokud nastala tato
moznost, miZzeme stejnou tvahu zopakovat pro sloupce s + 2, s + 3, a tak déle,
dokud nenarazime na nejblizsi sloupec vyssi nez s. Totéz plati i v opacném smeéru,
tedy kdyz se budeme divat na sloupce s — 1, s — 2, atd.

Dostévame tak velmi jednoduchy popis hledaného okamziku: kdyz prsi ve sloup-
ci s, hledany okamzik nastane tehdy, kdyz je v okoli sloupce s vSude vodni hladina
ve vysce presné as. Tato vodni hladina navic saha pfesné od nejblizsiho ostie vyssiho
sloupce vlevo od s po nejblizsi ostie vyssi sloupec napravo od s. Na obrazku je silnou
Carou znazornéno, odkud kam bude v hledaném okamziku sahat vodni hladina pii
desti v prostfednim sloupci.

Kdyz uz vime, jak vypada hladina vody, snadno zjistime mnozstvi vody, které
do té doby naprselo: v kazdém sloupci ¢, ktery je v zaplavené oblasti, je presné as—a;
vody.

Uvedend pozorovani vedou k jednoduchému feseni s ¢asovou slozitosti ©(n?):
pro kazdy sloupec s pomoci cyklu najdeme nejblizsi vyssi sloupec vlevo i vpravo
a pritom uz rovnou pocitdme mnozstvi vody, které bude ve sloupcich, pres které
prochazime.

Linearni feSeni

Abychom predchazejici feSeni zrychlili, budeme potfebovat efektivnéji pocitat

dvé véci: budeme potfebovat v konstantnim c¢ase nalézt nejblizsi vyssi sloupec vle-
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vo/vpravo a také v konstantnim ¢ase uréit mnozstvi vody v daném intervalu sloupcti.
Postupné si ukazeme obé tyto operace.

Zacneme s Sikovnéjsim pocitanim mnozstvi vody v néjakém tseku sloupct.
Predpokladejme, Ze ve sloupcich £ az r saha voda do vysky v, pfiCemz zadny z téchto
sloupcii neméa vysku vétsi nez v. Kolik je tam celkem vody? Ve sloupci £ je to v — ay,
ve sloupci £ + 1 je to v — ag41, a tak dale, celkové je tedy vody

(r—24+1)-v — (ag+aps1+ -+ ap).

Jinymi slovy, vezmeme obsah celého obdélnika a od ného odecteme tu cast,
kterou tvofi zemina.

Staci ndm proto umét v libovolném tseku sloupct urcit soucet jejich vysek. Nej-
prve si spocitdme tzv. prefixové soucty: hodnota s; bude sou¢tem prvnich i hodnot
posloupnosti vysek sloupct. VSechny hodnoty s; snadno spocitame jednim cyklem.
Zacneme tim, ze so = 0, a néasledné kazdé dalsi s;;; urc¢ime jako s; + a;11. Jakmile
mame tyto prefixové soucty, dokdZzeme v konstantnim case vypocitat soucet libovol-
ného tseku piivodni posloupnosti: zjevné totiz plati, ze ap + ar41 + - - - + a, je rovno
Sy — Sg—1-

Zbyva nadm tedy uz jen jedna operace: potiebujeme pro kazdy sloupec nalézt
k nému nejblizsi vyssi sloupec nalevo a napravo. Ukazeme si, jak nalézt nejblizsi
vyssi sloupec nalevo. V programu potom tento algoritmus pouzijeme dvakrat: jednou
na puvodni posloupnost a; a podruhé na tuto posloupnost odzadu (tim najdeme
ke kazdému sloupci nejblizsi vyssi sloupec napravo).

Predstavte si, ze kanon postupné kreslime sloupec po sloupci zleva doprava.
Béhem tohoto procesu stojime nékde daleko napravo a divame se na kanon. Co
uvidime? Na zacatku vidime jen levou sténu kanonu. Kdyz nakreslime prvni sloupec,
vidime ten a nad nim sténu. Obecnou situaci si nac¢rtneme na nasledujicim obrazku.

—

Predpokladejme, Ze ¢arkované znazornény sloupec jsme zatim jesté nenakreslili.
Této situaci odpovidaji silné ¢ary na obrazku. Ukazuji, které ¢asti kanionu vidime,
kdyz se na néj divaime zprava: cely sloupec 9, nad nim vrsek sloupce 8, nad nim vrch
sloupce 7, jesté nad nim jsou vrchni dva étverecky sloupce 3, nad nimi uz je jen leva
sténa kanonu.

Co se nyni na tomto pohledu zméni, kdyz nakreslime dalsi sloupec? Tento novy
sloupec zakryje nékolik (mozné nula, mozna mnoho) nejnizsich ze sloupct, které byly
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dosud viditelné. Na obrazku jsou to sloupce 9, 8 a 7. Po nakresleni tohoto sloupce
bude tedy pohled zprava obsahovat sloupec 10, sloupec 3 a levou sténu kationu.

K ¢emu je nam tato informace? To je jednoduché: pfimo totiz umime Fici, Ze
nejblizsi sloupec, ktery lezi nalevo od pravé pridaného sloupce 10 a pfitom je vySsi
nez sloupec 10, je sloupec 3.

Pravé popsany algoritmus muzeme jednoduse implementovat pomoci zasobni-
ku, v némz si budeme pamatovat posloupnost zprava viditelnjch sloupct karonu.
Na zacatku do zasobniku vlozime levou sténu kanonu. Postupné pro kazdy sloupec s
kanonu potom opakujeme nasledujici kroky:

1. Je-li na vrcholu zasobniku sloupec s vyskou < a4, vyhodime ho ze zasob-
niku (uz nebude viditelny).

2. Sloupec, ktery je nyni na vrcholu zasobniku, si zapamatujeme jako ,levou
zarazku“ pro sloupec s.

3. Na vrchol zasobniku pfidame sloupec s.

Cely tento postup mé casovou slozitost linearni vzhledem k n. Kazdy sloupec
totiz jednou pfiddme do zasobniku a nejvyse jednou ho ze zadsobniku odstranime.

#include <bits/stdc++.h> // 08klivy, ale prakticky trik (funguje jen v GCC)
using namespace std;

vector<int> vyssi_vlevo (const vector<long long> &vysky)
{

stack<int> kde; kde.push(-1);

stack<long long> kolik; kolik.push(1<<30);

vector<int> odpoved;
for (unsigned n=0; n<vysky.size(); ++n)
{
while (kolik.top() <= vysky[n])
{
kde.pop();
kolik.pop();
}
odpoved.push_back( kde.top() );
kde.push(n);
kolik.push(vysky([nl);
¥

return odpoved;

}

int main()
{
int N;
scanf ("%d",&N) ;
vector<long long> A(N);
for (long long &a:A) scanf("%11d",&a);

// Pfedpolitéme prefixové soulty

vector<long long> P(1,0);
for (long long a:A) P.push_back( P.back()+a
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// Pfedpolitame nejblizsi vys3i sloupec vlevo

vector<int> LO = vyssi_vlevo(A);

// Ptredpolitéme nejblizsi vys3i sloupec vpravo

reverse( A.begin(), A.end() );

vector<int> HI = vyssi_vlevo(A);

reverse( A.begin(), A.end() );

reverse( HI.begin(), HI.end() );

for (int n=0; n<N; ++n) HI[n] = N-1-HI[n];

// Po&itame a vypisujeme odpovédi

for (int n=0; n<N; ++n)

printf("%11d%s",

(HI[n]-LO[n]-1) * A[n] - P[HI[n]] + P[LO[n]+1],
(n==N-1) ? "\n" : " u);

return 0;

}

P-III-5 Demonstrace

Kdyby v tloze nebyla podminka, Ze se dav nemtize pfili§ zuzit, stacilo by nalézt
nejkratsi cestu z kfizovatky a na kfizovatku b. To bychom mohli provést v case
O(n + m) prohleddvanim do sitky grafu, v némz vrcholy pfedstavuji kiizovatky a
hrany jsou ulice. VSechna fesSeni, ktera si ukdzeme, jsou zalozena na prohledavani do
§itky, akorat vzdy na néjak upraveném grafu, ktery vhodnym zpusobem zohlediiuje
podminku o §itkach po sobé nésledujicich ulic.

Prvni feSeni: graf stavu

P1i prochazeni davu méstem jsou pro nas dulezité dvé véci: na které kiizovatce
se praveé nachazi a jak siroky je. Uspotradanou dvojici (v, w), kde v je ¢éislo kiizovatky,
na niz se dav nachézi, a w je §ifka davu (tedy $ifka posledni ulice, kterou dav prosel)
budeme nazyvat stav.

Sestrojime si orientovany graf, jehoz vrcholy budou vSechny mozné stavy. Hrana
ze stavu S do stavu S5 vede v naSem grafu pravé tehdy, kdyz se dav ze stavu S
miuze dostat do stavu Sy prichodem jedné ulice, aniz by porusil pravidlo o Sifce.
V tomto grafu chceme najit délku nejkratsi cesty ze stavu (a,0) (v tomto stavu je
dav na zacatku demonstrace: nachazi se na kfizovatce a a muize vejit do libovolné
ulice, tedy mé ,nulovou §itku“) do libovolného stavu, ve kterém se dav nachdzi
na k¥izovatce b (Sifka, kterou mé dav po pfichodu pred sidlo velkého vezira, nés
nezajima). Tuto délku najdeme jednoduSe: spustime na nasem grafu prohledavani
do sirky ze stavu (a,0).
mit vzdy sitku mezi 0 a W, takze pro kazdou kfizovatku z nam staci W + 1 vrcholt:
(2,0),(2,1),..., (2, W). N&§ graf tedy bude mit n - (W + 1) vrchold.

Pro kazdou ulici ve mésté potfebujeme do grafu pfidat hrany, které odpovidaji
pruchodu davu touto ulici. Je-1i ve mésté ulice z kiizovatky = na kfizovatku y sitky s,
potiebujeme do grafu p¥idat hrany z (z,w) do (y, s) pro v8echna w od 0 do s+ k. Za
kazdou ulici ve mésté tedy budeme mit nejvyse W + 1 hran v nasem grafu. Celkovy
pocet hran v grafu proto bude O(mW).



Nase feSeni tedy potfebuje O((m + n) - W) asu na vytvoreni grafu. Nasledné
stravime nejvyse O((m + n) - W) Casu prohleddvanim, celkova Casovd slozitost je
tudiz O((m + n) - W). Pokud si budeme skutecné pamatovat cely graf (se vSemi
hranami), pamétova sloZitost bude také O((m + n) - W).

Ve skuteCnosti si ale nepotiebujeme pamatovat vSechny hrany nasSeho grafu
a sta¢i nam pamatovat si pro kazdou kiizovatku seznam ulic, které z ni vychézeji.
Kdyz potom pfi prohledévani potiebujeme zjistit, jaké hrany vedou z néjakého stavu
(v, w), sta¢l ndm projit seznam ulic vychazejicich z kiizovatky v a vzit hrany odpovi-
dajici prichodtim témi z nich, které jsou Siroké nejvyse w — k. (MiZete si rozmyslet,
7e toto ,konstruovani hran za béhu“ nas algoritmus nezpomali. Naopak, mize ho
urychlit, kdyZ pfi prohleddvéani mnoho vrcholt nenavstivime). Po této optimalizaci
bude mit nas algoritmus pamétovou slozitost O(nW + m).

Uvedené feseni je pomérné efektivni, jestlize jsou $itky ulic malé. Mélo by
zvladnout prvnich 6 sad testovacich vstupi.

Optimalizace 1: vrcholy

Piedchozi feSeni je pomalé, pokud jsou ve mésté n&jaké velmi Siroké ulice, nebot
tehdy ma nas graf mnoho vrcholti a jeho sestrojeni trva dlouho. Ve skutecnosti se
vsak do vétsiny z téchto stavl ani nedd dostat. Je-li totiz dav na néjaké kiizovatce,
mize mit jenom takovou sitku, jako je Sitka nékteré z ulic tsticich do této krizovatky
(pFipadné nulovou, kdyz je to kiizovatka a).

Vsimnéte si, ze stav davu je jednoznacné urcen ulici, kterou dav prosel jako
posledni (pfipadné tim, Ze jesté neproSel zddnou ulici). MZeme tedy uvazovat graf,
kde vrcholy jsou ulice. Z ulice u povede hrana do ulice v, jestlize dav mohl hned po
prichodu ulici w projit ulici v, tedy y, = z, a s, > s, — k (ulice u kon¢i tam, kde
ulice v zaé¢ind, a neni o moc §irsi).

Tento graf je trochu jiny nez graf, ktery jsme pouzili v prvnim feSeni, m4 ale
jednu stejnou dillezitou vlastnost: sledy* v naSem grafu koresponduji s posloupnost-
mi ulic, po kterych dav muze jit. Proto ndm staci graf sestrojit a pustit na ném
prohledéavani do sifky, stejné jako v prvnim fesSeni. Za zacatek prohledavani si mize-
me zvolit bud vSechny ulice vychazejici z k¥izovatky a, nebo mtzeme do grafu pridat
jednu fiktivni ulici $itky 0 koncici v a a v ni prohledavani zacit.

Jak nas graf sestrojime? Pro kazdou kfizovatku si vytvofime seznam ulic,
které z ni vychdzeji. Nésledné mizeme pro kazdy vrchol (ulici) u naSeho grafu
nalézt vSechny z ného vychézejici hrany tak, Ze projdeme seznam ulic vychaze-
jicich z kfizovatky cislo y, a pro kazdou ulici v z tohoto seznamu zkontroluje-
me, zda s, > s, — k. Pokud ano, potom vede hrana z vrcholu u do v (tedy
poté, co dav proSel ulici ¢islo u, mohl projit ulici ¢islo v). Nas graf bude mit

* Sled v grafu je zobecnénim cesty, kde se vrcholy i hrany mohou opakovat.
Formalné je sled posloupnost, v niz se stfidaji vrcholy a hrany grafu, pricemz na sebe
navazuji (hrana nasledujici ve sledu po néjakém vrcholu mé zac¢atek v tomto vrcholu
a konec ve vrcholu, ktery nasleduje po ni). Sled musi zaéinat a koné¢it vrcholem.
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O(m) vrcholit a O(mD) hran, kde D je maximalni podet ulic vychazejicich z jed-
né kiizovatky. Casovd sloZitost celého feseni je O(n + mD) (sestrojeni grafu tr-
vad O(n + mD) a samotné prohleddvani trvd O(mD)), pamétova slozitost je stej-
na. Jelikoz hodnota D mize byt rovna nejvyse m, muzeme nase slozitosti odhad-
nout také jako O(n + m?). Opét mizeme zoptimalizovat pamét tim, ze hrany gra-
fu budeme generovat ,za béhu“, v takovém piipadé by paméfova slozitost byla
O(m +n).

Toto feseni by mélo v ¢asovém limitu vyftesit testovaci vstupni sady #7 a #8.

Optimalizace 2: hrany

Predchozi teSeni bylo pomalé, kdyz se na néjaké kfizovatce setkavalo prilis
mnoho ulic, nebot tehdy mohl mit graf mnoho hran. Tento problém je mozné vytesit
Sikovnym trikem.

Opét sestrojime graf, jehoz vrcholy budou ulice mésta. Tentokrat vSak v grafu
budeme mit dva druhy hran:

e Necht v je libovolna ulice. V predchozim feSeni jsme mohli mit mnoho
hran, které vedly z riznych ulic na ulici v. V tomto feSeni budeme mit
jenom jednu takovouto hranu: ze vSech ulic, z nichz jsme mohli pfejit na v,
z vrcholu u do vrcholu v. (Budeme se tvafit, ze v8echny ulice maji rtizné
sitky. Jsou-li dvé ulice stejné Siroké, za Sirsi mtzeme povazovat tieba tu
s vy$8im poradovym ¢islem.)

® Pro kazdou k¥izovatku z budeme mit v grafu nékolik hran délky 0 vy-
tvofenych podle nasledujiciho pravidla: Necht w1, us, ..., us jsou éisla ulic
koncicich na kfizovatce z usporadanych vzestupné podle sitky. Pro kazdé
i€{1,2,...,k — 1} povede hrana délky 0 z vrcholu u; do vrcholu u; 4.

Vsimnéte si, ze v takto sestrojeném grafu plati: dav mutze prejit z ulice x do
ulice y praveé tehdy, kdyz se v nasem grafu dokazeme dostat z vrcholu x do vrcholu y
tak, Ze nejprve ptijdeme po nékolika (mozna i po zddnych) hrandch délky 0 a potom
po hrané délky 1.

Pro¢ tomu tak je? Nechf skuteéné miZeme prejit z x na y. Potom v nasem
grafu urcité existuje hrana délky 1 z n&jakého vrcholu 2’ do vrcholu y. Ulice 2’ je
mozné ulice. To ale znamend, %e z vrcholu x do vrcholu z’ vede posloupnost hran
délky 0.

Naopak, jestlize jsme pfesli z vrcholu z nejprve né€jakymi hranami délky 0 do
vrcholu z’ a aZ potom hranou délky 1 do vrcholu y, je zfejmé, Ze ve mésté miiZeme
prejit z ulice x pfimo na ulici y.

Jak bude nas graf velky? Pocet vrcholi bude stejné jako v pfedchozim feseni
O(m). Do kazdé ulice vede nejvyse jedna hrana délky 1 a nejvyse jedna hrana délky 0,
pocet hran tedy bude také O(m).

K hledani nejkratsi cesty v grafu ale tentokrat nemizeme pouzit obycejné pro-
hledavani do sitky, kdyZ mame hrany riznych délek. Existuje vice moznosti, jak si
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pomoci. V ukazkové implementaci pouzivame obecny Dijkstriv algoritmus na hle-
déni nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu.*

Zbyva ukézat, jak nas graf sestrojime. Pro kazdou kfizovatku si vezmeme se-
znam ulic, které v ni zacinaji, a seznam ulic, které v ni konc¢i. Oba tyto seznamy
usporadame podle 8itky ulic. Nasledné pro kazdou ulici v vychazejici z kfizovatky
najdeme nejsirsi ulici u vchéazejici do kiizovatky takovou, Ze po prichodu ulici v mi-
7e dav pokracovat ulici v. To mfizeme provést napiiklad binadrnim vyhledavanim.t
Kdyz se nam takovou ulici u podafi nalézt, pfidame do grafu hranu délky 1 z u
do v. Potom jesté vySe popsanym zpiisobem pfriddme hrany délky 0 mezi po sobé
nasledujicimi pfichazejicimi hranami.

Zpracovani jedné kiizovatky a pridani ji odpovidajicich hran do grafu bude
tedy trvat ¢as O(klogk), kde k je pocet ulic sousedicich s danou kfizovatkou. Kdyz
se¢teme pocty ulic sousedicich s jednotlivymi kfizovatkami, dostaneme 2m (nebot
kazdou ulici zapoéitdme u dvou kfizovatek), proto celd konstrukce grafu bude trvat
¢as O(n + mlogm). Dijkstrav algoritmus implementovany s haldou pracuje v ¢ase
O((E + V)logE), kde V je pocet vrchol grafu a E je pocet hran grafu. V na-
Sem piipadé tedy pobézi v ¢ase O(mlogm). Cely algoritmus proto spotiebuje ¢as
O(n 4+ mlogm). Pamétova slozitost algoritmu je O(n + m), nebof si pamatujeme
pouze vstup, nas graf s O(m) vrcholy a O(m) hranami a béhem vypocétu Dijkstro-
va algoritmu jesté néjaké pomocné datové struktury (pole vzdalenosti a prioritni
frontu) velikosti O(m).

#include <bits/stdc++.h> // 038klivy, ale prakticky trik (funguje jen v GCC)
using namespace std;

#define inf 1023456789

struct graf
{

int vrcholu;

// soused[i] je seznam vrchold, do nichZ se da dostat z i-tého vrcholu po jedné
// hrané; delkal[i] udava délky té&chto hran ve stejném pofadi.
vector<vector<int> > soused;

vector<vector<int> > delka;

graf(int v = 0)
{

vrcholu = v;

* V tomto piipadé existuje i efektivnéjsi algoritmus, takzvané 0-1 prohleddvani
do sitky. To funguje tak, ze kdyz jdeme hranou délky 0, novy vrchol zafadime ne
na konec, ale na zac¢atek fronty vrcholéi éekajicich na zpracovani. Casova slozitost
takového prohledavani je linedrni vzhledem k velikosti grafu. Celkovou ¢asovou slozi-
tost Teseni to ale nezméni, jelikoz Dijkstriv algoritmus pracuje v ¢ase srovnatelném
s Casem potfebnym na sestrojeni grafu.

t Sikovnéjsim postupem lze z usporadanych seznamt ulic sestrojit vSechny jed-
notkové hrany v linedrnim ¢ase, ale kdyz uz samotné tf¥idéni potiebuje ¢as O(klog k),
bindrnim vyhledavanim slozitost nepokazime.



soused.resize(vrcholu);
delka.resize(vrcholu);

}

void pridej_hranu(int u, int v, int d)
{
soused [u] . push_back(v) ;
delka[u] .push_back(d);

int nejkratsi_cesta(int start, int cil)

// Dijkstrav algoritmus
vector<int> vzdalenost(vrcholu, inf);
vzdalenost [start] = 0;
priority_queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int> >,
greater<pair<int, int> > > halda;
halda.push(pair<int, int> (0, start));
while ('halda.empty())
{
pair<int, int> t = halda.top();
halda.pop();
if (t.first > vzdalenost[t.second])
continue;
int ja = t.second;
for (int i=0; i<soused[jal.size(); i++)

{
int on = soused[jal[i];
if (vzdalenost[on] > vzdalenost[ja] + delkal[jal[il)
{
vzdalenost [on] = vzdalenost[ja] + delka[jal[il;
halda.push(pair<int, int> (vzdalenost[on], on));
}
}
}
if (vzdalenost[cil] == inf)
return O;
return vzdalenost[cil];
¥
};
int main()
{

int n, m, a, b, k;
scanf ("%d %d %d %d %d",&n,&m,&a,&b,&k);
vector<int> x(m+2), y(m+2), s(m+2);
vector<vector<int> > vchazi_ulice(n), vychazi_ulice(n);
for(int i=0; i<m; i++)
{
scanf ("%d %d %d",&x[i],&y[i],&s[i]l);
vchazi_ulice[y[il].push_back(i);
vychazi_ulice[x[il].push_back(i);

}
ym] = a;
s[m]l = 0; // Fiktivni ulice -- za&atek cesty

vchazi_ulice[a].push_back(m);



x[m+1] = b;
s[m+1] = inf; // Fiktivni ulice -- konec cesty
vychazi_ulice[b] .push_back(m+1) ;

graf nas_graf (m+2);

for (int i=0; i<n; i++)
{
vector<pair<int, int> > vstupni_podle_sirky;
for (int j=0; j<vchazi_ulicel[i].size(); j++)
vstupni_podle_sirky.push_back(pair<int, int>
(s[vchazi_ulicel[il [j1]1, vchazi_ulicel[il[j1));
// zarazka pro binarni vyhledavéni:
vstupni_podle_sirky.push_back(pair<int, int> (0, -1));
sort(vstupni_podle_sirky.begin(), vstupni_podle_sirky.end());
for (int j=0; j<vychazi_ulice[i].size(); j++)
{
int v = vychazi_ulice[i] [j1;
int malo = 0, hodne = vstupni_podle_sirky.size();
while (hodne - malo > 1)
{
int stredne = (malo+hodne)/2;
if (vstupni_podle_sirky[stredne].first - k <= s[v])
malo = stredne;
else
hodne = stredne;
}
int u = vstupni_podle_sirky[malo].second;
if (u !'= -1)
nas_graf.pridej_hranu(u, v, 1);
}
for(int j=1; j<vstupni_podle_sirky.size()-1; j++)
nas_graf .pridej_hranu(vstupni_podle_sirky[j].second,
vstupni_podle_sirky[j+1].second, 0);
}

printf ("%d\n", nas_graf.nejkratsi_cesta(m, m+1) - 1);
return O;

}

P-II1-6 Obdélnikovy tetris

Nejprve si pri feseni tlohy musime vSimnout, Zze jakmile méme v néjakém sloup-
ci ¢ zaseknuty tetrisovy obdélnik na né€jakém Fadku r, vSechny fadky nizsi nez r nas
uz v tomto sloupci nezajimaji. Bude-li totiz padajici obdélnik zasahovat i do sloup-
ce ¢, nikdy nemtze spadnout na radek r a nize.

To znamend, Ze o kazdém sloupci ndm staci znat jediné cislo: fadek, v némz
je nejvyssi obsazené policko v tomto sloupci. Kdyz bude néjaky obdélnik padat
ve sloupcich ¢; az ¢; + w; — 1, zasekne se kvili tomu sloupci, ve kterém je nejvyssi
obsazené policko. Jeho vlastni spodni policka budou tedy o fadek vyse. Ve vSech
téchto sloupcich potom vzroste nejvyssi obsazené policko na stejnou hodnotu: na
tadek, v némz lezi vrch pravé pridaného obdélniku.

Jednoduchy program, za ktery jste mohli ziskat 4 body, bude fungovat nasle-
dovné: Pro kazdy padajici obdélnik projdeme vsechny sloupce, v nichZz se nachézi.
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Zjistime, ve kterém z nich je nejvyssi obsazené policko. Potom vSem témto sloupciim
nastavime novou hodnotu nejvyssiho obsazeného poli¢ka. Casové sloZitost tohoto Fe-
Seni je O(ns), nebot v nejhorsim pfipadé mohou byt vSechny obdélniky velmi Siroké
a my se musime podivat az na s hodnot pro kazdy z nich.

Reseni za vice bodi nebudou obsahovat Zaddnou novou pfevratnou myslenku.
Jediné, o co se budeme snazit, je pouzit vhodnou datovou strukturu, v niz dokazeme
rychleji zjistovat, jaké je nejvyssi ¢islo v po sobé jdoucich sloupcich, a nastavovat
nové ¢islo takovému tseku. Daéle si tedy budeme uz jenom ukazovat, jak lze rychle
zjistit nejvétsi ¢islo z tiseku pole a jak l1ze kazdému prvku v tseku pole zvysit hodnotu
na néjaké dané cislo.

Intervalové stromy

Vhodnou datovou strukturou na uchovavani informaci o souvislych tsecich né-
jakého pole jsou intervalové stromy. Pokud vite, co jsou intervalové stromy a jak
v nich provadét liné operace, tuto ¢ast textu muizete preskocit.

Nejprve si nase pole doplnime libovolnymi hodnotami tak, aby meélo délku
rovnou nejblizsi vys$si mocniné dvojky. Dale si nad prvky pole postavime uplny
binarni strom. Listy tohoto stromu budou hodnoty v nasem poli. V kazdém vnitinim
vrcholu stromu si budeme pamatovat vétsi z hodnot jeho synt. Kazdy z vrcholt
stromu bude tedy obsahovat informaci o nejvétsim c¢isle pro néjaky souvisly tsek
naseho pole.

PopiSeme si, jak zjistit nejvétsi hodnotu z libovolného (neprazdného) tseku S.
Zacneme v korfeni stromu a budeme opakovat nasledujici:

1. Je-li interval vrcholu, na ktery se divame, cely obsaZen v S, vratime hod-
notu tohoto vrcholu.

2. Je-li interval vrcholu, na ktery se divame, jenom ¢astecné obsazen v .S, re-
kurzivné se zavolame na oba syny tohoto vrcholu a vratime vétsi z hodnot,
které nam oni vrati.

3. Jestlize se interval vrcholu, na ktery se divame, viibec nepiekryva s S,
vratime hodnotu, kterd bude mensi nez jakakoliv hodnota ulozené v poli
(v nasem piipadé staci 0).

Timto postupem najdeme nejvétsi hodnotu v tseku S, pficemz se podivame
na méné nez 4log, s vrchold.

Déle popiseme, jak upravit hodnotu libovolného tseku S. Misto toho, abychom
v poli upravili vSechny hodnoty, které se maji zménit, budeme provadét liné tipravy
v nasem stromu.
Liné Gpravy

Postup bude podobny jako pfi zjistovani hodnoty. Ve vrcholech tietiho typu ne-
udélame nic, ve vrcholech druhého typu se stejnym zpisobem rozvétvime a nakonec
upravime hodnotu podle potencialné zménéné hodnoty synd. Ve vrcholech prvniho
typu upravime hodnotu ve vrcholu a navic si pro dany vrchol ulozime informaci, ze
obéma jeho syntim je t¥eba zménit hodnotu.
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Tim se ndm také mirné upravi zjistovani maxima pro néjaky usek. Vzdy, kdyz
se divame na néjaky vrchol, nejprve zkontrolujeme, zda v ném nemame uloZenou ne-
provedenou operaci. Pokud ano, nejprve ji provedeme — upravime podle ni oba syny
a kdyZ to nejsou listy, v kazdém z nich si poznamendme, ze ted mame neprovedenou
operaci tam. Az potom budeme pokracovat podle vySe uvedeného postupu.

Tim si zajistime, Ze jak operace zjistovani nejvétsiho prvku v tuseku, tak i
uprava tseku na novou hodnotu ovlivni nejvyse O(log s) vrcholt v nasem stromu,

kazdy z nich v konstantnim ¢ase. Celkovy pocet operaci, které vykoname, tedy bude
O(nlogs).

#include <bits/stdc++.h> // 08klivy, ale prakticky trik (funguje jen v GCC)
using namespace std;

// Intervalovy strom a uloZené liné operace
vector <vector <int> > max_int, lazy;

// Funkce, ktera upravi hodnotu v daném poschodi a pozici na hodnotu v lazy
inline void lazyupdate(int floor, int position) {
max_int [floor] [position] = lazy [floor] [position];

// KdyZz nejsme v nejspodnéjsim poschodi, posuneme linou operaci dold
if (floor < max_int.size() - 1) {

lazy [floor + 1] [position * 2] = lazy [floor] [position];

lazy [floor + 1] [position * 2 + 1] = lazy [floor] [position];
}

// Operaci jsme provedli, miZeme ji smazat
lazy [floor] [position] = 0;
}

// Vrati nejvét3i prvek v useku [begin, end)
int fetch(int floor, int position, int begin, int end) {
// Pokud je tfeba, provedeme linou operaci
if (lazy [floor] [positionl)
lazyupdate(floor, position);

// Délka intervalu pokrytého vrcholem a jeho [zalatek, konec)
int intlen = 1<<(max_int.size() - 1 - floor),
intbegin = intlen * position,
intend = intbegin + intlen;
if (intbegin >= begin && intend <= end) // Cely uvnit¥ dotazovaného intervalu
return max_int [floor] [position];
if (intbegin < end && intend > begin) // Prekrjva se s dotazovanym intervalem
return max(
fetch(floor + 1, position * 2, begin, end),
fetch(floor + 1, position * 2 + 1, begin, end));
return O;

}

// Upravi hodnotu na useku [begin, end) na v

int update(int floor, int position, int begin, int end, int v) {
// Zde by se nachézelo provedeni liné operace. ProtoZe ale upravujeme
// vzdy pFfesné ten interval, na ktery se pfedtim ptame, neni to t¥eba.

int intlen = 1<<(max_int.size() - 1 - floor),
intbegin = intlen * position,
intend = intbegin + intlen;

11



if (intbegin >= begin && intend <= end) {
// Jenom si poznamendme linou operaci.
lazy [floor] [position] = v;
return v;
¥
if (intbegin < end &% intend > begin) {
// Update na détech
max_int [floor] [position] = max (
update(floor + 1, position * 2, begin, end, v),
update(floor + 1, position * 2 + 1, begin, end, v));
¥

return max_int [floor] [position];

int main () {
int s, n;
scanf ("%d %d", &s, &n);
vector <int> helper(1, 0);
// Vytvofime a naplnime vektory pro intervalovy strom.
for (int i = 0; (1 << i) < s; i++) {
max_int.push_back(helper) ;
lazy.push_back(helper);
helper.resize(1<<(i+1), 0);
}
max_int.push_back(helper) ;
lazy.push_back(helper);
int w, h, 1;
for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%d %d %d", &w, &h, &1);
// V tomto FeSeni si pamatujeme nejvy33i obsazené policko + 1.
int res = fetch(0, 0, 1, 1l+w);
update(0, 0, 1, 1l+w, res+h);
printf ("%d\n", res);
}

return O;

}
Trikové FeSeni na zavér

Na zavér si struéné popiseme jesté jedno trikové fesSeni, které se da celkem
snadno implementovat jen s pouzitim STL-kovych datovych struktur. Béhem celého
vypoctu si budeme udrZovat profil hraciho planu — posloupnost nepiekryvajicich se
»plosinek®, které dohromady pokryvaji vSechny sloupce. (Plosinky = souvislé shora
viditelné ¢asti dna Sachty a hornich stran obdélnikd.)

Vzdy, kdyz spadne novy obdélnik, najdeme si vSechny plosinky, které zasahuji
do jeho rozsahu sloupctt. Maximum z jejich vySek nam ur¢i vysku, v niz se zasekne
nas novy obdélnik. VSechny tyto ploSinky pak zahodime, nebot od tohoto okamziku
jsou zakryté obdélnikem, ktery pravé dopadl. Vyjimkou je prvni a posledni z plosinek
— ty mohou byt novym obdélnikem zakryté jen zcasti, takze ty namisto tplného
zahozeni jenom prislusné zkratime. Mezi tyto dvé plosinky nasledné piibude nova:
horni strana pravé zpracovaného obdélnika.
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(Pozor na specidlni pfipad: miZe se stat, Ze prvni a posledni z prekrytych
plosinek je tataz ploSinka — tedy Ze nas obdélnik dopadl nékam na horni stranu
jiného §irsiho obdélnika. V tomto pfipadé nam z jedné staré plosinky vzniknou dveé:
jedna pred novou plosinkou a jedna za ni. Za zminku stoji, ze v nasem programu
zkracovani ploSinek oSetfujeme tak, Ze toto vlastné specidlni p¥ipad ani neni.)

Abychom dokézali rychle zjistovat, které plosinky se kryji s padajicim obdélni-
kem, budeme je mit uloZzené v jednom setu, usporddané podle soutadnice zacatku.
Prvni prekryvajici se plosinku umime potom ziskat v ¢ase logaritmickém vzhledem
k poctu plosinek, posunout se na dalsi také.

Tento algoritmus je ve skute¢nosti zhruba stejné efektivni jako vySe uvedené
feSeni pomoci intervalového stromu. Odhad Casové slozitosti vSak budeme muset
provést Sikovné.

® Plosinek nikdy nebudeme mit vice nez n, nebot kazdy obdélnik vytvori
jednu. Ploginek nikdy nebudeme mit vice nez s, nebot kazda zabird aspori
jeden sloupec.

e Vzdy, kdyz pridavame novy obdélnik, nejvyse dvé plosinky zkratime a
praveé jednu pridame. Toto nam pro vSechny obdélniky dohromady zabere
O(nlog min(n, s)) ¢asu.

® Vzdy, kdyz se na néjakou plosinku podivame pii zpracovani nového obdél-
nika, nasledné ji vyhodime. Kazdou plosinku vyhodime nejvyse jednou,
proto nam i vSechno vyhazovani plosinek zabere celkové O(n log min(n, s))
dasu.

Celkova Gasova slozitost je tedy O(nlogmin(n, s)).

#include <bits/stdc++.h> // 08klivy, ale prakticky trik (funguje jen v GCC)
using namespace std;

struct segment { int left, right, height; };
bool operator< (const segment &A, const segment &B) { return A.left < B.left; }
set<segment> top_view;

int main() {

int S, N;

scanf ("%d%d",&S,&N) ;

top_view.insert( {0,S,0} );

top_view.insert( {S,S,0} ); // zarazka

for (int n=0; n<N; ++n) {
int bleft, bright, bheight, bwidth;
scanf ("%d%d%d", &bwidth, &bheight, &bleft);
bright = bleft + bwidth;

vector<segment> covered;
auto it = --top_view.upper_bound( {bleft,bright,0} );
while (it->left < bright) { covered.push_back(*it); ++it; }

int answer = 0;

for (auto seg : covered) {
answer = max( answer, seg.height );
top_view.erase(seg);
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if (covered.front().left < bleft)
top_view.insert( { covered.front().left, bleft,
covered.front() .height } );
top_view.insert( { bleft, bright, answer + bheight } );
if (covered.back().right > bright)
top_view.insert( { bright, covered.back().right,
covered.back() .height } );

printf ("%d\n",answer) ;

}

return 0O;
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