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Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Trojnohy béh

Ukol A: nejvyssi soucet rychlosti

Predpokladejme, Ze nejpomalejSim ze vSech déti je chlapec Honzik. Se kterou
divkou ho méame zaradit do dvojice? Zjevné nic nepokazime, kdyz bude tvorit dvojici
s nejpomalejsi divkou Zuzkou. Ukéazeme si, pro¢ tomu tak je. Mé&jme libovolné feseni,
v némz Honzik a Zuzka nebézi spolu, ale bézi naptiklad Honzik s Tamarou a Zuzka
s Mirkem. Co se stane, kdyZ déti vyménime a pobézi Honzik se Zuzkou a Tamara
s Mirkem? Honzikova dvojice bude stale stejné rychla, jelikoZz Honzik je nejpomalejsi
ze vsech déti. Mirkova dvojice bude aspon tak rychlé, jako byla pfedtim, nebot
Tamara bézi aspon tak rychle jako Zuzka. Z toho plyne, Ze uvedenou vyménou nic
nepokazime. Urcité proto existuje optimalni feseni, v némz Honzik a Zuzka bézi
spolu.

Opakovanim této tvahy dostdviame velmi jednoduchy algoritmus. Abychom
ziskali dvojice, pro které bude soucet rychlosti maximalni, sta¢i usporadat podle
rychlosti zvlast chlapce a zvlast divky a potom sestavit dvojice pocinaje v obou
seznamech od nejpomalejsich. Toto feseni snadno implementujeme v ¢ase O(nlogn).

#include <vector>

#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;

int main() {
int N;
cin >> N;
vector<int> chlapci(N);
for (int &x : chlapci) cin >> x;
vector<int> divky(N);
for (int &x : divky) cin >> x;

// Najdeme nejvy38i moZny soulet rychlosti v &ase O(N log N)

sort( chlapci.begin(), chlapci.end() );

sort( divky.begin(), divky.end() );

int odpoved = 0;

for (unsigned i=0; i<chlapci.size(); ++i) odpoved += min( chlapcilil, divkyl[i] );
cout << odpoved << endl;

return 0O;

}
Ukol B: nejnizsi soucet rychlosti

V feseni tkolu B ndm pomuze podobna uvaha, jakou jsme pouzili v tkolu A.
Necht je Honzik nejpomalejsim ze vSech déti. S kym mé bézet, jestlize chceme, aby
byl celkovy soucet rychlosti co nejmensi? Intuice nam radi Honzika ,,povésit na krk“
co nejrychlejsi divce. Spravnost této intuice dokazeme podobné jako v tkolu A,



tedy vymeénou. Tentokrat necht Katka je nejrychlejsi divka. UvaZzujme libovolné
feSeni, ve kterém Honzik s Katkou nebézi spolu. Co zptisobi vymeéna, ktera je spoji
dohromady?

Predpokladejme, ze nyni bézi Honzik s Tamarou a Mirek s Katkou. Kdyz déti
vyménime a nechame bézet Honzika s Katkou, pobézi tato dvojice stejné rychle, jako
Honzikova piivodni dvojice, nebot Honzik to brzdi. Dvojice Tamara—Mirek pob&zi
nejvyse tak rychle, jako byvala dvojice Katka-Mirek, takze celkovy soucet rychlosti
se urcité nezvysil.

Stejné jako v predchozi tloze A tak ziskdvame jednoduché feSeni s ¢asovou slo-
zitosti O(nlogn). Opét nejprve usporddame podle rychlosti chlapce a divky zv1ast,
ale tentokrat je budeme parovat opacné: i-ty nejpomalejsi chlapec dostane k sobé
do dvojice i-tou nejrychlejsi divku.

Ukol B sikovnéji

Ackoliv na prvni pohled vypadaji oba feSené tkoly skoro stejné, je mezi nimi
zésadni rozdil. V tkolu A se Casto stane, Ze existuje jen jediné optimalni parovani
déti do dvojic — a sice to, které sestavi nas algoritmus. To ovsem v tkolu B neplati.
Tam pro kazdy vétsi vstup existuje mnoho optimalnich feseni. Dokonce tolik, ze
k nalezeni jednoho z nich ani nebudeme potfebovat nic usporadat.

Vsimnéte si, ze at rozdélime déti do dvojic jakkoliv, vzdy plati, Ze rychlosti
vytvofenych n dvojic jsou rovny rychlostem neékterych n déti. Urcité tedy nemitize
existovat feseni, v némz je soucet rychlosti dvojic mensi nez soucet rychlosti nejpo-
malejsich n déti.

Predstavme si nyni, ze jsme vSech 2n déti dohromady uspotradali podle rychlos-
ti. Prvni polovinu pofadi nazveme pomalé déti a druhou polovinu rychlé déti. Je-li
pomalych chlapci k, pak je pomalych divek n — k, takze mame k rychlych divek
a n — k rychlych chlapcii. Miizeme tedy sestavit k dvojic (pomaly chlapec)—(rychla
divka) a n — k dvojic (rychly chlapec)—(pomalé divka). Af to udélame jakkoliv, sou-
¢et rychlosti vyslednych n dvojic bude vzdy stejny — bude roven souc¢tu rychlosti
n pomalych déti. Jak uz jsme zdtvodnili, toto feseni je urcité optimalni.

Abychom nasli jedno optimélni feSeni, stac¢i tedy rozdélit déti na pomalou a
rychlou polovinu. K tomu nepotifebujeme tfidéni, existuji efektivnéjsi algoritmy, kte-
ré to provedou v linedrnim case.

Asi nejjednodussi na implementaci je algoritmus QuickSelect, ktery pracuje
v ocekdvaném linedrnim ¢ase. Algoritmus funguje podobné jako t¥idéni QuickSort.
V kazdé iteraci vybereme jeden nahodny prvek jako pivota a v linearnim case pierov-
name prvky tak, aby vSechny mensi nez pivot byly umistény pfed vSemi vétSimi nez
pivot. Rozdil spociva v tom, ze zatimco QuickSort poté vzdy vykona dvé rekurzivni
volani (jedno na prvky mensi nez pivot, druhé na prvky vétsi), QuickSelect provede
nejvyse jedno z nich: v nasem pripadé vzdy jenom na tu ¢ast pole, v niz lezi hranice
mezi pomalymi a rychlymi détmi.

Priklad: Méjme n = 100, tedy celkem 200 déti. Zvolime jedno z nich jako pivota,
prerovname pole a zjistime, Ze zvolené dité je nyni v poli na 47. misté. QuickSort by
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ted zvlast uspofadal nejprve prvnich 46 déti a potom poslednich 153. My ale vime,
7e vSech 46 prvnich déti je pomaljch a na jejich pfesném poradi ndm nezalezi. Proto
bude vypocet rekurzivné pokracovat jenom pro poslednich 153 déti.

Rozbor ¢asové slozitosti tohoto algoritmu je pomérné naro¢ny, najdete ho na-
priklad na http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/ v kapitole o randomizovanych algoritmech.
V kapitole ,,Rozdél a panuj“ je navic popsédna tiprava tohoto algoritmu na determi-
nisticky algoritmus, ktery i v nejhor$im piipadé pracuje v linedrnim case. Uprava
spociva v tom, Ze misto ndhodného vybéru budeme pivota vybirat Sikovnéji — tak,
abychom zarucili, Ze se ndm prvky rozdéli na dvé podobné velké ¢asti.

#include <vector>
#include <iostream>

#include <algorithm>
using namespace std;
int main() {
int N;
cin >> N;
vector<int> deti(2x*N);
for (int &x : deti) cin >> x;

// Najdeme nejnizZi moZny soulet rychlosti v &ase 0(N)
nth_element ( deti.begin(), deti.begin()+N, deti.end() );

int odpoved = accumulate( deti.begin(), deti.begin()+N, 0 );
cout << odpoved << endl;

return 0O;

}

P-III-2 Elektromobil

Vsechna feSeni této tlohy budou zjevné zalozena na néjakém prohledavani né-
jakého grafu.

Zakladni feseni ulohy vychézi z pozorovani, Ze v libovolném mésté mizeme
popsat nasi aktualni situaci dvéma ¢isly. Jedno je cislo doty¢ného mésta a druhé
¢islo udavé, na kolik pfesunid mame jesté nabitou baterii.

Na pfejizdéni autem mezi mésty se tedy miizeme divat jako na prochézeni se
po grafu, jehoz vrcholy jsou vSechny mozné stavy, ve kterych se mizeme nachazet.
(Kazdy vrchol grafu tedy predstavuje né&jakou dvojici ¢isel.) Hrany v tomto grafu
odpovidaji akcim, které muzeme provadét. Z kazdého stavu, v némz nemame vybi-
tou baterii, vedou hrany predstavujici akci ,,jed do sousedniho mésta a zmensi o 1
nabiti baterie*. Ze stavi, v nichz jsme ve mésté s dobijeci stanici, vedou navic hrany
predstavujici akci ,ziistan v tomto mésté a dobij baterii“.

Takovy graf ma O(nk) vrcholit a O(mk + dk) hran. Ulohu dokazeme vyiesit
tak, ze prohledavanim tohoto grafu najdeme vSechny stavy dosazitelné z pocate¢niho
stavu (tj. ze stavu ,jsme ve mésté a, mame plné nabitou baterii“) a zjistime, zda je
mezi nimi libovolny stav, v némz jsme ve mésté b. Toto feSeni mé casovou slozitost
O(k(n+m+d)) = O(k(n+m)).

Existuji rizné optimalizace tohoto feseni. Jednou z moznosti je uvédomit si, ze
nékteré stavy jsou zbytecné: pokud dokazeme byt ve mésté ¢ a mit pFitom baterii
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nabitou na 7 pfesund, viibec nés nezajima, ze se jinym zptisobem umime dostat do
mésta ¢ a mit baterii nabitou na 3 presuny. Cokoliv, co mizeme provést z druhé-
ho z téchto stavii, totiz dokazeme provést také z prvniho z nich. Toto pozorovani
vede k TeSeni, v némz si pro kazdé mésto postupné pocitame, s jak nejvice nabitou
baterii se do néj umime dostat. Kdyz navic béhem prohledavani vzdy zpracujeme
ten z dosud nezpracovanych stavi, v némz mame nejvic nabitou baterii, lze ukéazat,
7e prohleddme jen O(nmin(y/n,k)) stavlt a ¢asové slozitost algoritmu pfi Sikovné
implementaci bude O((m + n) min(v/n, k)).

Jinou optimalizaci mizeme pouzit, kdyz je pocet d dobijecich stanic maly. V ta-
kovém pripadé miZeme spustit prohledavani do sifky zvlast z kazdé dobijeci stanice
a zjistit, kam vSude se z ni dostaneme bez dobijeni. Tim si sestrojime novy graf,
jehoz vrcholy uz budou jenom dobijeci stanice. Hrany tohoto nového grafu budou
udéavat, odkud kam se dostaneme bez dobijeni. Pavodni tlohu pak vyfesime pomoci
t¥i dalsich prohledévani: V pivodnim grafu zjistime, na které stanice (mnoZina A)
se dostaneme z mésta a a nasledné ze kterych stanic (mnoZina B) se dostaneme do
mésta b. Na novém grafu dobijecich stanic potom zjistime, zda se dokaZzeme dostat
z mnoziny A do mnoziny B. Takovéto feSeni mé ¢asovou slozitost O(d(n + m)).

Vzorové feSeni

Na zavér si ukdzeme optimalni feSeni tllohy. Jeho ¢asova slozitost bude linearni
vzhledem k velikosti grafu, tedy O(n + m), nebude vibec zaviset na d ani k.

Predstavte si, Ze zvlast pro kazdou dobijeci stanici (a také pro pocatecéni més-
to a) nékdo obarvil vechno, co lezi ve vzdalenosti nejvyse k/2 od pfislusného mista.
Pokazdé pritom pouzil jinou barvu. Nékteré silnice tak mohou byt obarvené jen do
poloviny, kdyz je k liché. Nékteré silnice mohou mit vice barev najednou. Sjednoceni
vSech takto obarvenych oblasti nazveme obarveny podgraf.

Kdyz obarvime popsanym zpiisobem nasi mapu, dokdzeme snadno urcit, kdy
se da dojet od jedné dobijeci stanice pfimo ke druhé: zjevné je to pravé tehdy, kdyz
se jejich barevné oblasti dotykaji nebo prekryvaji.

Je také jasné, ze kdyz n€kdy béhem naseho cestovani elektromobilem dojedeme
na silnici, kterd nemé zaddnou barvu, uz se nikdy nedostaneme k zadné dobijeci
stanici. (Museli jsme od posledni stanice ujet vice nez k/2, abychom se dostali ven
z jeji obarvené oblasti, takZe uZ méme baterii nabitou na méné nez k/2. A kdyz
jsme na neobarvené cesté, v okoli k/2 okolo nds neni zadné dobijeci stanice.

Pokud tedy existuje cesta z a do b, musi vypadat nasledovné: Vyjedeme z a,
jezdime po silnicich a navstévujeme dobijeci stanice, aniz bychom opustili obarveny
podgraf. Po poslednim dobiti baterie dojedeme do b, pricemz uz mutzeme obarveny
podgraf opustit.

Nyni uskuteénime druhé dileZité pozorovani. Pfedstavte si, ze jsme vysli z vr-
cholu a naseho grafu a libovolné jsme se po grafu prochézeli, aniz bychom opustili
obarveny podgraf. Potom na libovolné misto, kam jsme se pfi takovéto prochazce do-
stali, miZzeme dojet i nasim elektromobilem (ktery je nutno béhem cesty pravidelné
dobijet).



Dikaz: V kazdém okamziku prochazky jdeme po hrané néjaké barvy. (Mame-li
hranu, ktera lezi ve vice barevnych oblastech, vybereme si pro ni libovolnou jednu
z téchto barev.) Prochézce tedy odpovida néjaka posloupnost barev. Necht fi, f2 je
libovolna dvojice po sobé jdoucich barev v této posloupnosti. Protoze jsme mohli
prejit z barvy f1 na barvu fo, oblasti barev f; a fo musi spolu sousedit (pfipadné
se prekryvat). Uréité tedy muzeme elektromobilem postupné navstévovat dobijeci
stanice v poradi odpovidajicim pofadi barev na nasi prochézce. Kdyz nakonec pro-
chézka skoncila kdekoliv v oblasti posledni barvy, doty¢né misto je urcité dosazitelné
z prislusné dobijeci stanice.

Diky pravé dokazanému tvrzeni mizeme zlepsit ¢asovou slozitost feseni. Toto
tvrzeni nam totiz fika, ze vibec nezalezi na jednotlivych barvach. Kdyz chceme
zjistit, ktera mista v naSem grafu jsou a ktera nejsou dosazitelnd, sta¢i ndm sestrojit
najednou cely obarveny podgraf.

Pravé tim dokdzeme usetfit ¢as. Kdybychom skuteéné zvlast pro kazdou dobi-
jeci stanici obarvili jeji oblast, v nejhorsim ptripadé bychom az d-krat obarvili cely
graf, ¢asova slozitost by tedy byla ©(d(n+m)). Kdyz ale uz vime, Ze na jednotlivych
barvach nezéalezi, mdme mnohem lepsi moznost. Pro obarveni grafu pouzijeme je-
nom jedno prohledavani do sifky, které spustime najednou ze vSech dobijecich stanic.
Pfitom si ddme pozor na to, abychom kazdou silnici obarvili jenom jednou. Celkové
tedy nejvyse jednou zpracujeme kazdou hranu naseho grafu, takZze celé obarvovani
stihneme v ¢ase O(n + m).

Na zévér uvedeme pouze jeden implementacni detail: Abychom nemuseli pro
lichd k obarvovat hrany do poloviny, vlozime si do stfedu kazdé hrany jeden novy
vrchol a hodnotu k£ vynasobime dvéma. Tim dostaneme graf s n + m vrcholy a 2m
hranami, coz nam ¢asovou slozitost nepokazi.

#include <vector>
#include <queue>
#include <iostream>
using namespace std;

struct hrana { int x,y; bool obarvena; 1};

int N, M, D, K, A, B;
vector<int> stanice;
vector<hrana> hrany;
vector< vector<int> > G; // pro kazdy vrchol seznam &isel hran vedoucich z ného

// Pomocnad funkce: ma-1li hrana [h] jeden konec ve vrcholu [kdel, kde je druhy konec?
int druhy_konec(int h, int kde) { return hrany[h].x ~ hrany[h]l.y ~ kde; }

// Po&inaje ve vrcholech [odkud], obarvi vSechny hrany do vzdalenosti [maxdist]
void obarvi(const vector<int> &odkud, int maxdist) {

vector<int> vzdalenost( M+N, maxdist+1 );

queue<int> Q;

for (int x : odkud) { vzdalenost[x] = 0; Q.push(x); }

while (!Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.popQ);
if (vzdalenost[kde] == maxdist) continue;
for (int h : G[kde]l) {



int kam = druhy_konec(h,kde);
hrany[h] .obarvena = true;

if (vzdalenost[kam] == maxdist+1) {
vzdalenost [kam] = vzdalenost[kde]+1;
Q.push(kam) ;

}

}

// Po&inaje ve vrcholu [odkud], najdi vSechny stanice dosaZitelné
// po obarvenych hranich
vector<int> najdi_dosazitelne(int odkud) {

vector<bool> navstivil( M+N, false );

queue<int> Q;

navstivil [odkud] = true;

Q.push(odkud) ;

while (!Q.empty()) {

int kde = Q.front(); Q.pop(Q);

for (int h : G[kde]) {
if ('hrany[h].obarvena) continue;
int kam = druhy_konec(h,kde);
if (navstivil[kam]) continue;
navstivil[kam] = true;
Q.push(kam) ;

}

vector<int> odpoved;
for (int s : stanice) if (navstivil[s]) odpoved.push_back(s);
return odpoved;

}

int main() {
// Na&teme vstup
cin >> N >> M >> D >> K >> A > B;

stanice.resize(D);

for (int &s : stanice) cin >> s;

stanice.push_back(A); // I kdyby v A nebyla stanice, na zagatku tam jsme
// a mame plnou baterii

G.resize( N+M );

for (int m=0; m<M; ++m) {
int x, y;
cin >> x >> y;
// misto pivodni hrany x-y pfidame dvé nové pfes pomocny vrchol
hrany.push_back( {x,N+m,false} ); // hrana &islo 2#*m
hrany.push_back( {y,N+m,false} ); // hrana &islo 2*m+1
G[x] .push_back(2*m) ;
G[N+m] . push_back(2+*m) ;
G[y] .push_back(2*m+1) ;
G[N+m] . push_back(2*m+1) ;

¥

// Obarvi vSechno do vzdilenosti K v novém grafu (tedy K/2 v pivodnim)
obarvi(stanice,K);



// Najdi stanice, kam lze dojet po obarvenjch hranach
vector<int> dobre_stanice = najdi_dosazitelne(A);

// Obarvi vSechno do vzdalenosti 2*K od dobrjch stanic
for (auto &h : hrany) h.obarvena = false;
obarvi(dobre_stanice,2*K) ;

// Zjisti, zda miZeme dosahnout B

bool muzeme = false;

for (int h : G[B]) if (hrany[h].obarvena) muzeme = true;
cout << (muzeme ? "ano\n" : "ne\n");

P-III-3 Sufixové stromy

Ukol A: zakazané podietézce

V tkolu A stadilo uvédomit si, Ze nepotiebujeme porovnavat samostatné kazdy
fetézec s kazdym jinym. Ukézeme si Sikovnéjsi postup. Z nasich fetézcit vytvorime
v linedrnim Case (pfesnéji v Case linedrnim vzhledem k souctu jejich délek) jeden
dlouhy fetézec T = S1#So#...#S,,. Znak # je ,zarazka“ — symbol, ktery se v nasich
fetézcich nevyskytuje. Pro tento retézec si postavime sufixovy strom a ten nasledné
zpracujeme algoritmem, ktery je uveden ve studijnim textu v prikladu 2.

Tim je loha téméf vyfesena. Jediné, co zbyva, je postupné pro kazdé ¢ oveérit,
Ze ma Tetézec S; v Tetézci T pravé jeden vyskyt. Pro konkrétni i pfi této kontrole
vykoname pocet krokt p¥imo timérny délce S;. (VSimnéte si, ze tento podet kroki
nezavisi na délce celého T.) Dohromady vSechny kontroly tedy probéhnou v Case
linedrnim vzhledem k velikosti vstupu.

Ukol B: cyklické posuny

Predstavme si, ze z korene sufixového stromu néjakého Fetézce S# spustime
prohledavani do hloubky. Toto prohledévani navic implementujeme tak, ze pokaz-
dé, kdyz z vrcholu vede smérem dolt vice hran, budeme je prochazet v abecednim
pofadi. (Hrana zac¢inajici znakem # je v abecedé dfive, nez vSechna pismena.) Toto
prohleddvani navstivi konce vSech sufixii v jejich lexikografickém poradi.

Ukézeme si, jakou to mé souvislost se soutézni tilohou. Kazdy cyklicky posun
puvodniho fetézce totiz zacind néjakym jeho sufixem. Jak ale vidime tieba v ptikla-
du uvedeném v zadani, poradi sufixii nemusi odpovidat poradi cyklickych posunt.
Napriklad u fetézce zabka je nejmensim sufixem a, ale jemu odpovidajici cyklicky
posun azabk je v lexikografickém pofadi az druhy, za fetézcem abkaz.

Nejjednodussim feSenim tohoto problému je drobny trik: misto fetézce S se
podivame na fetézec SS, tedy dvé kopie S za sebou. Necht n je délka Fetézce S.
Potom cyklickym posuntm fetézce S odpovida n nejdelsich sufixi fetézce SS: kazdy
z nich zacina jednim z cyklickych posuni S.

Podivejme se na obrazek na nasledujici strance. Oznacenym vrcholtim v poradi
zleva doprava odpovidaji cyklické posuny abkaz, azabk, bkaza, kazab a zabka.

Celé feseni tedy bude vypadat néasledovné: postavime si sufixovy strom pro
fetézec SS# a v ném prohledavanim do hloubky najdeme k-ty ,nejlevéjsi“ mezi
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konci dostateéné dlouhych sufixii. Casova slozitost tohoto feSeni je zjevné linearni
vzhledem k délce S.

S = input()
strom = vytvor_strom(S+S+’#’)
kolik_jeste = int( input() )

aktualni_cesta = []

def dfs(kde, aktualni_hloubka):
global S, strom, kolik_jeste

# Kdyz na tomto misté konci dostatecné dlouhy sufix, zapocitame ho
if kde.konec and aktualni_hloubka > len(S)+1:
kolik_jeste -= 1
if kolik_jeste ==
reseni = 7’
for hrana in aktualni_cesta:
reseni += strom.retezec[ hrana.od : hrana.do ]
print( resenil : len(S) 1 )
return

# V lexikografickém poradi prochazime déti,
# skonéime, kdyZ najdeme dostatek spravnjch sufixd
for x in sorted( kde.deti.keys() ):
hrana = kde.deti[x]
aktualni_cesta.append( hrana )
dfs( hrana.kam, aktualni_hloubka + hrana.do - hrana.od )
aktualni_cesta.pop()
if kolik_jeste == 0: break

dfs( strom.koren, 0 )



