65. ro¢nik Matematické olympiady — 2015/2016

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni iloh mate 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho feseni
(Gasovd a pamétova slozitost). Slovni popis Feseni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na Vase feseni pfedchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska reseni se odkazovat mizete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-III-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném
pseudokédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, t¥idéni apod. V feseni tlohy P-ITI-3 vyuzijte sufixové stromy ta-
kovym zptsobem, jak je ukdzano ve studijnim textu; nemusite se starat
o jejich implementaci.

Za kazdou tlohu muzete ziskat maximéalné 10 bodt. Hodnoti se nejen spravnost fese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (v€etné zdivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pritom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.

V zadéani kazdé dlohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efek-
tivnim vyfeSenim tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na
soucasném bézném pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.



P-III-1 Trojnohy b&h

Ctvrfaci se uz t&si na piisti patek. Misto vyucovani totiz maji sportovni den.
Nejsledovanéjsi disciplinou je trojnohy béh. V trojnohém béhu mezi sebou soutézi
dvojice chlapec-divka. Pti béhu je v kazdé dvojici pravd noha chlapce privazana
k levé noze divky, takze oba musi bézet stejnou rychlosti.

SoutéZni tloha

Ve tride je n chlapct a n divek. O kazdém z nich vime, jakou mé rychlost. Na
zavod v trojnohému béhu z nich chceme sestavit n dvojic. Rychlost dvojice je urcena
nizsi z rychlosti obou déti, které tuto dvojici tvori.

Ukol A: (5 bodii) Napiste co nejefektivnéjsi program, ktery zjisti, jaky nejvyssi mize
byt soucet rychlosti vSech sestavenych dvojic.
Ukol B: (5 boddi) Napiste co nejefektivnéjsi program, ktery zjisti, jaky nejnizsi mize
byt soucet rychlosti vSech sestavenych dvojic.
V obou tkolech uvedte zdivodnéni sprdvnosti pouzitého algoritmu.

Format vstupu a vystupu
Prvni fadek vstupu obsahuje ¢islo n. Na druhém tadku je n cisel, ktera pred-
stavuji rychlosti chlapct. Na tietim fadku je také n ¢isel, coz jsou rychlosti divek.
Program vypise dva fadky. Na prvnim z nich je uveden nejvyssi a na druhém
nejniz$i mozny soucet rychlosti vSech dvojic.

Priklad

Vstup: Vijstup:
3 9
514 6

2 310

Nejvyssiho souctu rychlosti dosahneme napiiklad tim, Ze chlapec s rychlosti 5 po-
bézi s divkou s rychlosti 10, chlapec s rychlosti 1 s divkou s rychlosti 2 a chlapec
s rychlosti 4 s divkou s rychlosti 3. Rychlosti téchto dvojic jsou 5, 1 a 3, soucet vSech
rychlosti je tedy 9.

svvs

Nejnizsi soucet rychlosti dostaneme naptiklad pro dvojice 5-2, 4-3 a 1-10.
Rychlosti téchto dvojic jsou 2, 3 a 1, jejich soucet je 6.



P-III-2 Elektromobil

Honza si nedédvno koupil nové moderni auto na elektfinu. Auto jezdi vyborné,
ale Honza s nim mé jeden problém: je zde pomérné malo dobijecich stanic. Dostat
se z mista na misto tak muze byt docela obtizné.

SoutéZni tloha

V zemi je n mést a m silnic. Kazdé silnice je obousmérné a spojuje néktera
dvé mésta. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze vSechny silnice maji stejnou
délku. V d méstech jsou postaveny dobijeci stanice. Auto méa baterii, jejiz kapacita
vystaci na projeti k silnic.

Pro zadana dvé mésta a a b urcete, zda je mozné dojet autem do mésta b,
pokud cestu za¢indme ve mésté a s plné nabitou baterii.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou uvedena c¢isla n, m, d, k, a, b. Mésta jsou ocis-
lovana od 0 do n — 1. Na druhém fadku je d cisel, kterd predstavuji cisla mést,
v nichz jsou dobijeci stanice. Kazdy z nasledujicich m rfadkt popisuje jednu silnici —
obsahuje ¢isla dvou mést, mezi nimiz silnice vede.

Na vystup vypiste ano nebo ne podle toho, zda mizeme dojet autem z mésta a
do mésta b.

Omezeni a hodnoceni

Plny pocet bodi dostanete za FeSeni, které efektivné vytesi vSechny vstupy,
v nichz n < 100000 a m < 500000 (pfitom hodnoty d a k& mohou byt libovolné).

Pomérné velky pocet bodt obdrzi také feseni, které si poradi s podobné velkymi
hodnotami n a m, ale pouze za predpokladu, Ze néktery z parametri d nebo k je
maly.

Libovolné spravné feseni pracujici v polynomidlnim c¢ase vzhledem k n a m
miuze ziskat az 4 body.



Priklad

Vstup Vijstup:
982307 ano

35

01

12

23 6
24

45 O— D260
46

67 ©)
78

Pojedeme z 0 pres 1 a 2 do 3, kde dobijeme auto.

Odtud pojedeme pies 2 a 4 do 5, kde znovu dobijeme auto.

Nakonec pojedeme z 5 pres 4 a 6 do 7.

Pokud by na vstupu bylo zadano b = 8 namisto b = 7, program by odpovédél ne.



P-III-3 Sufixové stromy

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je identicky se studijnim textem z domaciho a krajského kola.

Ukol A: (4 body) Uréité znate osmismérku — logickou tlohu, v ni# je tikolem vyhleda-
vat slova v zadané tabulce pismen. Mozn4 jste si ale neuvédomili, Ze mnozina slov,
ktera je tfeba v osmismérce vyskrtat, nemtze byt tplné libovolna. Kromé jiného
musi platit, ze zadné z vyskrtavanych slov neni podfetézcem jiného vyskrtavaného
slova. Napfiklad v dobré osmismérce nebudou zaroven slova tvor a potvora. Potom
by se totiz mohlo stat, ze nejprve najdeme a vyskrtneme slovo tvor, ale pozdéji se
ukaze, ze to nebyl ten spréavny tvor, ale cast delsiho slova potvora.

Na vstupu jsou zadany fetézce Si, ..., .S,. Napiste program s optimalni ¢asovou
slozZitosti, ktery zjisti, zda je néktery z téchto fetézcu podretézcem nékterého jiného.

Ukol B: (6 bodii) Cyklickym posunem fetézce rozumime kazdy fetézec, ktery ziska-
me tak, ze pivodni Tfetézec rozdélime na dvé ¢asti a druhou pfesuneme pied prvni.
Napftiklad vSechny cyklické posuny fetézce zabka jsou zabka, abkaz, bkaza, ka-
zab a azabk. Pokud tyto cyklické posuny uspofddame podle abecedy, dostaneme
nasledujici poradi: abkaz, azabk, bkaza, kazab, zabka.

Je zadan Tetézec S délky n a ¢islo k, pro které plati 1 < k < n. NapiSte program
s optimalni ¢asovou slozitosti, ktery vypise k-ty nejmensi cyklicky posun fetézce S.
Napriklad pro S = zabka a k = 4 bude spravnym vystupem fetézec kazab. Pro
S = baba bude pro k = 1 a také pro k = 2 spravnym vystupem fetézec abab.



Studijni text

V tomto studijnim textu se sezndmime s jednou uzite¢nou datovou strukturou
pro préaci se znakovymi Fetézci: sufizrovgm stromem. Dozvite se, jak tento strom vy-
padd. Nedozvite se, jak takovy strom efektivné sestrojit — ale to pfi feSeni soutéznich
tloh nebudete potiebovat. Uplné vam bude staéit, kdyz dokazete tento strom pouzit
jako ndstroj pti navrhu novych algoritmd.

Drive, neZ se dostaneme k samotnym sufixovym stromtim, zavedeme si nékteré
uzite¢né pojmy.
Abeceda

Vstupem vsech soutéznich tloh budou znakové Fetézce tvorené malymi pisme-
ny anglické abecedy. Kromé nich se nam obcas bude hodit pouzit pracovné i nékteré
dalsi symboly. Budeme ale predpokladat, Ze vSechny pouzité znaky maji ASCII hod-
noty z rozmezi od 33 do 126. Velikost abecedy proto mizeme povazovat za konstantni
a nebudeme ji uvazovat pfi odhadech ¢asové slozitosti.

Pismenkovy strom
Pismenkovy strom (anglicky trie) je jednoduchéd datova struktura, kterou mi-
zeme pouzit pro ulozeni mnoziny fetézct. Je to zakofenény strom, v némz plati:
e Kazda hrana mé pfifazeno jedno pismeno.

® Pro kazdy vrchol plati, Ze z ného vedouci hrany maji navzdjem riizna
pismena.

® Nekteré vrcholy jsou oznaceny.

Kazdému vrcholu v pismenkovém stromu odpovida Fetézec tvoreny posloupnos-
ti pismen, kterd pre¢teme na hranich stromu cestou z kotene do doty¢ného vrcholu.
Pismenkovy strom pfedstavuje mnozinu téch fetézctl, které odpovidaji oznacenym
vrcholim.

Pismenkovy strom piedstavujici mnozinu fetézcu {ja, jama, juh, pes}.
Oznacené vrcholy jsou znazornény dvojitym krouzkem.

Pismenkovy strom reprezentujici danou mnozinu fetézcii dokdzeme snadno se-
strojit v ¢ase primo tmérném souctu jejich délek. Zacneme s prazdnym stromem,
ktery je tvofen pouze neoznacenym korenem. Postupné do stromu pridavame jed-
notlivé retézce. Pfidani jednoho fetézce vypada tak, Ze se z kofene stromu vydame
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dolil po cesté, kterd je urcena znaky tvoricimi fetézec. Nékolik nasich prvnich kroki
mize vést ptes jiz existujici vrcholy, nasledné budeme nuceni né€kolik novych vrchold
a hran do stromu pridat. Nakonec jesté oznac¢ime ten vrchol, v némz jsme nasi cestu
zakoncili.
Komprimovany pismenkovy strom

Pismenkovy strom casto zabird zbyte¢né mnoho paméti. V kazdém vrcholu v
si totiz musime pamatovat pro kazdé pismeno z abecedy, zda a kam vede z v hrana
oznacend x. Zlepseni lze dosdhnout kompresi hran. Jednoduse vynechame ty vrcholy,
kde se nic nedé€je — tedy neoznacené vrcholy, v nichz se pismenkovy strom nevétvi.
V komprimovaném pismenkovém stromu tedy plati, Ze kazdad hrana ma pfifazen
neprazdny fetézec. Nasledné pro kazdy vrchol plati, ze hrany z néj vedouci maji
navzajem rizna prvni pismena.

Komprimovana verze pismenkového stromu z predchazejicitho obrazku.

Komprimovanou verzi pismenkového stromu dokazeme sestrojit podobné ja-
ko tu ptvodni, jenom implementace je o néco slozitéjsi. Kdybychom naptiklad do
stromu na obrazku chtéli pfidat novy fetézec pluh, museli bychom souc¢asnou hranu
oznacenou pes rozd€lit novym vrcholem v na dvé kratsi: hranu oznacenou p vedouci
z kofene do v, a hranu oznacenou es vedouci z v dale. Nasledné bychom z v pridali
druhou hranu oznacenou luh.

Prefixy, sufixy a podietézce

Ve vice tlohach se budeme zabyvat podfetézci daného Tetézce. Slovem podre-
tézec budeme vzdy rozumét souvisly podretézec, tedy tsek po sobé nasledujicich
pismen v ptivodnim fFetézci. Tedy napiiklad Fetézec ace neni podietézcem Fetézce
abcde.

Podretézce zacinajici na zacatku fetézce nazyvame prefizy a podretézce koncici
na jeho konci nazyvame sufizy. Naptiklad fetézec abcde ma sufixy abcde, bede, cde,
de a e. (Nékdy za sufix povaZujeme i prazdny fetézec — tedy sufix nulové délky.)

Vsimnéte si uziteéné vlastnosti: at si zvolime jakykoliv podietézec daného Fetéz-
ce, vzdy existuje sufix, ktery timto podretézcem zacina. Napfiklad mame-li Fetézec
abcde a zvolime si podfetézec bc, pak se jedna o sufix bcde.

K ¢emu je toto pozorovani dobré? Rika nam, Ze kdyZ zname néjakou informaci
o sufixech daného fetézce, mizZzeme z ni ¢asto snadno odvodit obdobnou informaci o
libovolném jeho podretézci. Zatimco pocet podietézct zavisi na délce daného Fetézce
kvadraticky, pocet jeho sufixtl je jen linearni, takze je dokdzeme zpracovat efektivnéji.
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Na tomto pozorovani je zalozend hlavni datova struktura, kterou si v tomto
studijnim textu ukazeme.

Sufixovy strom

Sufizovy strom odpovidajici fetézci S je komprimovany pismenkovy strom ob-
sahujici mnozinu vsech neprazdnych sufixi fetézce S.

Napriklad sufixovy strom odpovidajici fetézci abcde je vlastné komprimovany
pismenkovy strom obsahujici fetézce abcde, bede, cde, de a e.

Kdybychom chtéli sufixovy strom daného n-znakového fetézce sestrojit pfimo
podle nasi definice, potfebovali bychom na to ©(n?) kroki: postupné po jednom
bychom do néj vkladali vSechny sufixy, jejichz soucet délek je n(n + 1)/2.

Vsimnéte si ale, ze vysledny strom ma nejvyse n listd (jeden pro kazdy sufix).
M3 tedy jenom O(n) vrcholl a také pouze O(n) hran. Zda se proto, ze bychom ho
mohli sestrojit i v lepsim ¢ase nez kvadratickém. Skutecné existuji Sikovné algoritmy,
které k danému Fetézci postavi jeho sufixovy strom dokonce v ¢ase ©(n). Tyto algo-
ritmy ovSem svou narocnosti presahuji rdmec tohoto textu a nebudeme se jimi zde
zabyvat.

Vlevo sufixovy strom pro Fetézec ananas, vpravo pro retézec kalika.

Sufixovy strom se zarazkou

Sufixovy strom pro Fetézec ananas mél jednu péknou vlastnost: kazdému sufi-
xu odpovidal jeden z listi tohoto stromu. Sufixovy strom pro fetézec kalika tuto
vlastnost nemél, jelikoz t¥eba sufix a je prefixem sufixu alika.

Tomu vSak miZeme snadno pomoci: namisto fetézce kalika sestrojime sufixovy
strom pro Fetézec kalika# (pfiCemz obecné # predstavuje libovolny symbol, ktery
se v ptivodnim Fetézci nevyskytuje). V novém sufixovém stromu uz skuteéné kazdy
sufix odpovid4 jinému listu, nebot po pridani ,zardzky“ # na konec fetézce uz zjevné
nemuze byt jeden sufix prefixem jiného.

Detaily reprezentace sufixového stromu v paméti

Nez se pustime do TeSeni soutéznich tloh, musime se jesté domluvit na nékte-

rych technickych detailech.

® Sufixovy strom je objekt. Obsahuje proménnou retezec, v niz je ulozen
znakovy fetézec, jehoz sufixy jsou uloZeny ve stromu. Déle obsahuje pro-
ménnou koren, kterd pfedstavuje ukazatel na kofen samotného stromu.

e Kazdy vrchol stromu je objekt, ktery obsahuje t¥i proménné:
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e proménnou data, do niz si mizete ukladat idaje libovolného
typu (tento typ si miizete sami zvolit, jak potFebujete)

e proménnou deti, coZ je pole indexované pismeny (prvnim pis-
menem Tetézce prifazeného hrané). Kazdy prvek tohoto pole
obsahuje ukazatel na pfislusnou hranu. Pokud takova hrana
neexistuje, je prislusny ukazatel nulovy.

® proménnou konec, v niz je ulozena hodnota true nebo false
podle toho, zda tu konci néjaky sufix

e Kazda hrana stromu je také objekt. Obsahuje tfi proménné: ¢iselné pro-
ménné od a do a ukazatel na vrchol kam. Proménna kam ukazuje na vrchol,
do ného# hrana vede. Ciselné proménné iikaji, Ze Fetézec pfifazeny této
hrané je podfetézec pivodniho Fetézce (toho, ktery je uloZen v proménné
retezec pro cely strom) tvofeny znaky na pozicich od az do-1 véetné.
(Pro¢ jsme pouzili proménné od a do misto toho, abychom pro kazdou
hranu pfimo ulozili jeji fetézec? Rozmyslete si, ze kdybychom dotycné fe-
tézce zapisovali pfimo, potfebovali bychom na ulozeni stromu v nejhorsim
mozném piipadé kvadraticky mnoho paméti.)

® Ve svych fesenich mizete pouzivat funkci vytvor_strom(r), které preda-
te jako jediny parametr fetézec r, jehoz sufixovy strom chcete sestrojit.
Funkce tento strom (v linedrnim ¢ase vzhledem k délce zadaného fetézce)
postavi a vrati ho jako navratovou hodnotu.

Rozsifeny sufixovy strom

Obcas potfebujeme sufixovy strom pro vice nez jeden retézec. Mame naptiklad
fetézce A a B a chceme sestrojit strom, ktery bude obsahovat sufixy fetézce A i sufixy
Tetézce B.

K tomu staci Sikovné vyuzit funkci vytvor_strom. Na vstup ji pfedlozime feté-
zec A#B#, kde # (,,zardzka®) je novy znak nevyskytujici se ani v A, ani v B. Ve stromu,
ktery takto ziskdme, budeme ignorovat (nebo dokonce smazeme) vSechno, co se na-
chézi pod néjakym vyskytem znaku #.

Naptiklad mame-li fetézce macka a pes, sestrojime sufixovy strom pro Fetézec
macka#tpes#. V tomto stromu bude ulozen tieba sufix es# (odpovidajici sufixu es
fetézce pes), ale také sufix cka#tpes# (odpovidajici sufixu cka Fetézce macka).

Nékdy je navic uzitecné pouzit navzajem rizné zarazky. Kdyz sestrojime sufi-
xovy strom pro retézec macka$pes#, mizeme pak rozlisit, zda sufix patfi prvnimu
nebo druhému fetézci podle toho, na kterou zarazku dfive narazime pfti jeho ¢teni.

Priklad 1

Uloha: Na vstupu je zadan dlouhy fetézec T. Poté bude piichdzet mnoho dalsich
fetézcu. O kazdém z nich zjistéte, zda se v T nachazi jako podfetézec.

Reseni: Sestrojime si sufixovy strom pro T. Nésledné pro kazdy fetézec S zacne-
me v kofeni stromu a snaZime se sestupovat dolt cestou, kterd odpovida fetézci S.
Kdyz se nam to podari, fetézec S se v T nachazi. Kdyz nékde cestou uvazneme a
nemuzeme pokracovat déle, nastal opacny pripad.
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Kazdy retézec takto zpracujeme v ¢ase linedrnim vzhledem k jeho délce.

def zjisti_zda_se_nachazi(strom, slovo):
’?2 Zjisti, zda se fetézec "slovo" nachazi v Fetézci T,
jehoz sufixovy strom je "strom". ’’’

kde = strom.koren # zacneme v kofeni stromu

i=0 # zpracujeme i-té pismeno Ffetézce "slovo"

while i < len(slovo):
# Zkontrolujeme, zda z aktudlniho vrcholu vede hrana pro spravné pismeno.
if slovo[i] not in kde.deti: return False
hrana = kde.deti[ slovol[i] ]

# Pokud vede, zkontrolujeme, zda je cely text hrany spravny.
delka = min( hrana.do - hrana.od, len(slovo) - i )

text_hrana = strom.retezec[ hrana.od : hrana.od + delka ]
text_slovo = slovol[ i : i+delka ]
if text_hrana != text_slovo: return False

# Kdyz text odpovidal, posuneme se o vrchol niZe.
i += delka
kde = hrana.kam

return True

T = input ()
strom = vytvor_strom(T)
Q = int( input() ) # Poet otazek
for q in range(Q):
slovo = input() # Pfe&teme otazku

print( zjisti_zda_se_nachazi( strom, slovo ) )

Priklad 2

Uloha: Na vstupu je zadan dlouhy fetézec T. Poté bude pfichazet mnoho dalsich
fetézct. O kazdém z nich zjistéte, kolikrdt se v T nachazi jako podietézec.

Reseni: Upravime piedchozi feSeni. AZ sestrojime strom, rekurzivné ho projde-
me a v kazdém vrcholu si spoc¢itame, kolik sufixi pod nim kon¢i — tedy kolik vrchola
pod nim (vCetné jeho samotného) ma proménnou konec nastavenu na true.

Rozmyslete si, ze mame-li v nasem sufixovém stromu vrchol r odpovidajici
fetézci R, potom kazdy konec sufixu v podstromu s kofenem r odpovida jednomu
vyskytu fetézce R v pivodnim textu. Namisto true/false tedy na zadanou otdzku
odpovime nasi spocitanou hodnotou.

V nésledujicim vypisu programu uvadime jen ty ¢asti, v nichz se 1isi od pted-
chéazejiciho.
def spocitej_konce(kde):

kde.data = 0

if kde.konec:
kde.data = 1

for x in kde.deti:

kde.data += spocitej_konce( kde.deti[x].kam )
return kde.data
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def kolikrat_se_nachazi(strom,slovo):
’?? zjisti, kolikrat se Fet&zec "slovo" nachazi v retézci T,
jehoz sufixovy strom je "strom" ’’°

# ...
if slovo[i] not in kde.deti: return O
# ...
if text_hrana != text_slovo: return O
# ...
return kde.data
T = input()
strom = vytvor_strom(T)
spocitej_konce( strom.koren ) # <--- pfed zpracovanim otédzek
# jednou spocitame odpovédi
Q = int( input() ) # Podet otazek
for q in range(Q):
slovo = input() # Pfelteme otazku

print( kolikrat_se_nachazi( strom, slovo ) )
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