64. ro¢nik Matematické olympiady — 2014/2015

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni iloh mate 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat:

¢ Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnujici jeho spravnost, diskusi o efektivité vaseho feseni
(Gasovd a pamétova slozitost). Slovni popis Feseni musi byt jasny a srozu-
mitelny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu).
Neni povoleno odkazovat se na Vase feseni pfedchozich kol, opravovatelé
je nemaji k dispozici; na autorska reseni se odkazovat mizete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-ITI-1 a P-III-2 je tfeba uvést zapis algo-
v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozumitelném
pseudokédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztaht, vyhledava-
ni v poli, tiidéni apod. V tloze P-III-3 je potfeba popsat pozadovanou
magickou sit a dokézat, Ze spliiuje zadané vlastnosti; pokud poZadovand
sit neexistuje, je nutné jeji neexistenci zdtivodnit.

Za kazdou tlohu muzete ziskat maximéalné 10 bodt. Hodnoti se nejen spravnost fese-
ni, ale také kvalita jeho popisu (v€etné zdivodnéni spravnosti) a efektivita zvoleného
algoritmu. Algoritmy posuzujeme zejména podle jejich ¢asové slozitosti, tzn. podle
zéavislosti doby vypoctu na velikosti vstupnich dat. Zalezi pritom pouze na fadové
rychlosti ristu této funkce.



P-III-1 Oriskova ¢okolada

Staflik a Spagetka s Bobem a Bobkem se zahadné dostali ze svych Vecernicki.
Vsichni se sesli u veliké ofiskové ¢okolady a domluvili se, ze si zahraji nasledujici
hru.

Staflik a Spagetka budou hrat proti Bobovi a Bobkovi, oba tymy se budou
pravidelné stiidat v tazich. Béhem hry ¢okolddou neotaceji a oba tymy se na ni
divaji ze stejné strany. Tym, ktery je na tahu, si vybere bud cely posledni Fadek
(nejvice dole), nebo cely posledni sloupec (nejvice napravo). Vybrany fadek, resp.
sloupec z ¢okolady odlomi a sni. Aby se mohli v tymu spravedlivé rozdélit, musi
¢okoladda odlomend v kazdém tahu celkem obsahovat sudy pocet ofiskd. Tym, ktery
nemtze tahnout, prohrava a musi se okamzité vratit do své pohadky. Vitézny tym
miize spokojené sporadat zbytek cokolady.

Zjistéte, ktera dvojice vyhraje, pokud budou oba tymy hrat optimalné. Pozor,
postavickam nezalezi na mnozstvi zkonzumované ¢okolady ani ofiski.

SoutéZni tloha

Obdélnikova ¢okolada ma R fadka a S sloupci (1 < R,S < 1000). Policka
¢okolady indexujeme dvojicemi pfirozenych éisel (i,7), kde 1 <i < R, 1 < j < 8S.
Poli¢ko (1,1) znadi levy horni roh ¢okolady. Pro kazdé policko je dan pocet ofiskiu
B; ;, ktery se v ném nachdzi. Navic plati, Ze 0 < B; ; < 105, Prvni jsou na tahu Bob
a Bobek.

Format vstupu

Prvni fadek vstupu obsahuje dvé mezerou oddélena celd cisla R a S. Nasle-
duje R radkd, na kazdém z nich se nachazi S nezapornych celjch ¢isel oddélenych
mezerami; j-té ¢islo na i-tém Fadku vyjadiuje pocet ofiskt B; ; na policku (4, j).
Format vystupu

Na vystup vypiste jediny radek obsahujici jedno pismeno. Pokud hru vyhraji
Bob a Bobek, vypiste pismeno B. Vyhraji-li Staflik a Spagetka, vypiste pismeno S.

Priklady

Vstup: Vijstup:
34 B
0123

4567

8 910 11

Bob s Bobkem odlomi posledni fadek. Staflik se Spagetkou poté mohou vzit bud
posledni fadek, nebo posledni sloupec. Kdyby ovsem vzali fadek, Bob s Bobkem
vezmou také fadek (posledni zbyvajici) a vyhraji. Po prvnim tahu se tedy Staflik se
Spagetkou pokusi vzit posledni sloupec (policka obsahujici 3 a 7 ofiskii). Poté uz ale
budou moci oba tymy az do posledniho tahu ulamovat pouze sloupce a ten posledni
si vezme Bob s Bobkem, ¢imz vyhraji.



Vstup: Vijstup:
22 S

36

47

Bob s Bobkem nemohou jiz na zac¢atku nijak tahnout.



P-III-2 Ztracené pakety

Pii pfenosu velkych soubort po siti je nutné rozdélit je na mensi kusy (pakety),
které jsou dorucovany samostatné. P¥i dorucovani neni zaruceno zachovani poradi
paket. Aby je pfijimajici pocita¢ dokézal spravné spojit, pakety jsou ocislovany
od 1 do n dle poradi, v jakém po sobé nésleduji v souboru.

Na prijimajici pocita¢ zatim dorazilo n — k z n odeslanych paketti, k£ se jich
tedy ztratilo. Abychom mohli pozadat odesilajici pocita¢ o jejich znovuzaslani, po-
tfebujeme urcit ¢isla téchto ztracenych paketti. Ptijaté pakety jsme dosud neméli ¢as
nijak zpracovat, mame je pouze uloZeny na disku v poradi, v jakém dorazily. Pakett
je mnoho, nemtiZzeme si proto vSechna jejich ¢isla ulozit do paméti (oproti tomu & je
pomérné malé). Mize proto byt nutné pouzivat pomocné soubory. Cteni dat z disku
je pomalé a chceme ho minimalizovat.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu jsou uvedena dvé piirozena ¢isla n (1 <n < 10%) a k
(1 < k <100). Na kazdém z n — k nasledujicich ¥a4dk je jedno p¥irozené ¢islo v roz-
sahu 1 az n véetné, udavajici ¢islo paketu. Kazdé ¢islo paketu se v souboru vyskytuje
nejvyse jednou, potradi ¢isel paketti ve vstupnim souboru mize byt libovolné.
Format vystupu

Vystupem je k navzajem rtznych prirozenych ¢isel v rozsahu 1 az n vcetné,

ktera se nevyskytuji mezi ¢isly paketi ve vstupnim souboru. Tato ¢isla miizete vypsat
v libovolném poradi.

Priklad

Vstup: Vijstup:
6 2 34

2

1
6
5

Bodovani

Piijatelnd jsou pouze Feseni, jejichz pamétova slozitost zavisi pouze na k, nikoliv
na n, a kterd pouzivaji dohromady nejvyse 2k + 2 pomocnych soubort.

Déle bude bran ohled na celkovy pocet ¢isel zapsanych ¢i ¢tenych ze soubort
(vstupniho i pomocnych). Plnych 10 bodu ziskd algoritmus, ktery tlohu vyfesi pro
zadand omezeni na n a k s pouzitim pomocné paméti nejvyse 10kB a s méné nez
6 - 10° ¢isly zapsanymi a ¢tenymi ze soubort. Az 6 bod@ miize ziskat libovolny
algoritmus, schopny tilohu pro zadana omezeni na n a k vyfeSit s pouzitim pomocné
paméti nejvyse 10kB a s méné nez 10! &isly zapsanymi a étenymi ze soubort.



P-I1I-3 Magicka sit

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je identicky se studijnim textem z doméciho a krajského kola. V zadéani
uloh se vyskytuji nasledujici omezeni:

® ONE-IN-THREE(z, y, z) predepisuje, Ze pravé jedna z promén-
nych z, y a z mé hodnotu 1.

® CH(z,y, z) pfedepisuje, Ze alespori jedna z proménnych z a y ma
hodnotu 1 a alespori jedna z proménnych y a z ma hodnotu 0.

Ukol 1: (3 body) Naleznéte sit pouzivajici pouze omezeni typu ONE-IN-THREE, kterd
simuluje CH.

Ukol 2: (3 body) Ukazte, 7e pomoci CH nelze simulovat ONE-IN-THREE.
Ukol 3: (4 body) Ukazte, Ze pro libovolné omezeni O(xy, ..., x,) existuje sit pouzi-
vajici pouze omezeni typu ONE-IN-THREE, ktera simuluje O.

Studijni text

Magickd sit se sklada z omezent a proménnijch. Kazd4 promé&nna miiZe nabyvat
hodnot 0 nebo 1. Omezeni pak predepisuji podminky, které ohodnoceni proménnych
musi spliiovat. Napiiklad omezeni XOR(x,y, z) pfedepisuje, Ze z proménnych x, y
a z jich lichy pocet musi mit hodnotu 1, omezeni OR(z,y, z) pfedepisuje, Ze alespoii
jedna z x, y a z musi mit hodnotu 1, omezeni EQ(x,y) pfedepisuje, Ze x a y musi
mit stejnou hodnotu, a podobné. Proménné se v jednom omezeni mohou opakovat.

Nékteré z proménnych jsou vstupni a mizeme jim nastavit konkrétni hodnotu.
Po seslani prislusného zaklinadla se pak ostatnim proménnym nastavi takové hodno-
ty, aby vSechna omezeni byla splnéna. Pokud zadna takova volba hodnot neexistuje,
zaklinadlo nds na to upozorni. V prvnim piipadé fikédme, ze magickd sif zadany
vstup prijimd, ve druhém ho odmitd. Magicka sit simuluje omezeni O, jestlize pii-
jima pravé stejné hodnoty proménnych jako omezeni O.

Priklad 1: Magickou sif zapisujme jako seznam typti omezeni, k nimz do zavorek
budeme pfipisovat proménné, na které jsou aplikovany. Sit XOR(a, b, ¢), XOR(b, ¢, d)
tedy vynucuje, Ze lichy pocet z proménnych a, b a ¢ mé hodnotu 1 a zZe lichy pocet
z proménnych b, ¢ a d ma hodnotu 1.

Necht a a d jsou vstupni proménné této sité. Jestlize a ma hodnotu 0, pak
pravé jedna z proménnych b a ¢ musi mit hodnotu 1, a proto d musi mit hodnotu 0.
Naopak, mé-li a hodnotu 1, pak hodnota proménné b musi byt stejnd jako hodnota
proménné c, a proto d musi mit hodnotu 1.

Tato magick4 sit tedy pfijimé pravé ty vstupy, kde a a d maji stejnou hodnotu,

a simuluje tedy omezeni EQ(a, d).
Obecnéji: Typicky nas bude zajimat, kterd omezeni jdou vyjadfit pomoci jinych.
Rikédme, 7e mnozina typt omezeni {O1,Os,...,0,} simuluje omezeni O, jestlize
existuje magické sit pouzivajici pouze omezeni typu O1, Oa, ..., O,, kterd simulu-
je O. Priklad 1 tedy ukazuje, Ze XOR simuluje EQ.

5



Omezeni O(z1,. .., x,) nazveme slabé, jestlize zakazuje pravé jednu kombinaci
hodnot proménnych x4, ..., z,. Slabé omezeni budeme zapisovat jako Sh,n,. .1, , kde
hi, ..., hy jsou hodnoty proménnych, které zakazuje. Tieba omezeni Spo1(2,y, 2)
je splnéno, jestlize z = 1 nebo y = 1 nebo z = 0, a omezeni Sy je stejné jako OR.
Necht SAT,, oznac¢uje mnozinu vSech slabych omezeni s pravé n proménnymi.

Priklad 2: SAT3 simuluje XOR, jelikoz sit

Sooo(x,y, 2), So11(x, ¥, 2), S101(x, Y, 2), S110(2, ¥, 2)

zakazuje vSechny kombinace hodnot proménnych z, y a z, v nichz se hodnota 1
vyskytuje sudékrat.

Priklad 3: Mnozina omezeni SAT, nesimuluje OR. Abychom si to dokazali, zavedme
si nejprve funkci maj se tfemi vstupy. Ta bude vracet ten vstup, ktery se vysky-
tuje nejcast&ji (proto se ji také nékdy Fikd majorita). Tedy tieba maj(1,1,1) =
maj(1,0,1) =1 a maj(0,0,1) = 0.

Uvazujme nyni libovolnou sif s omezenimi z mnoziny SATs. Necht z1, ..., z,
jsou proménné této sité. Reknéme, Ze by tato sit simulovala OR(z1,xs,3). Jelikoz
omezeni OR je splnéno pro hodnoty 1, 0 a 0, existuje néjaké ptifazeni hodnot pro-
meénnym, které spliiuje vSechna omezeni, ;1 mé hodnotu 1 a x5 a x3 maji hodnoty 0.
Necht a; oznacuje hodnotu proménné x; v tomto pfifazeni, pro: = 1,...,n. Obdob-
né existuje prirazeni s hodnotami b; spliujici vSsechna omezeni takové, ze by = 1 a
b1 = b3 = 0, a prifazeni s hodnotami ¢; spliujici vSechna omezeni takové, ze cg = 1
acy=c=0.

Uvazme ohodnoceni s hodnotami d; = maj(a;, b;, ¢;). Tvrdime, ze d; také spl-
nuje vSechna omezeni: Mé&jme néjaké omezeni Sy, p, (i, x;) ze sité. Pokud a; = b; a
a; = bj, pak d; = maj(a;,a;,¢;) = a; a dj = maj(a;,aj,c;) = a; spliuje podminku
Shih,, Protoze ji spliuje a; a aj. Proto pfedpokladdejme, ze a; # b; nebo a; # b;,
a obdobné a; # ¢; nebo a; # c; a stejné tak b; # c¢; nebo b; # c¢;. Ze symetrie
mezi i a j a mezi ohodnocenimi a, b a ¢ sta¢l uvazovat piipad, ze a; # b; a a; # ¢;.
Z toho odvodime, Ze b; = ¢;, a proto b; # c;. Diky symetrii mezi b a ¢ pak staci
uvazovat piipad, ze a; = b; a aj # c;. Pak ale maj(a;, b;, ¢;) = maj(a;, b;, b;) = b;
a maj(a;,bj,c;) = maj(b;,bj,c;) = bj, a proto d; = b; a d;j = b; spliiuje podminku
Shihs-

Pov§imnéme si, ze d; = maj(1,0,0) = 0 a obdobné dy = ds = 0. Ale omezeni
OR(x1, x2,x3) predepisuje, Ze alesponl jedna z proménnych x, x2 a 3 ma hodnotu 1,
a proto v kazdé magické siti simulujici OR(x1, 22, x3) musi pfifazeni hodnot d; pro-
ménnym poruSovat néjaké omezeni. Uvazovana sif tedy nesimuluje OR(z1, z2,x3).



