64. ro¢nik Matematické olympiady — 2014/2015
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 64. ro¢niku MO kategorie P se kona v ttery 20. 1. 2015 v dopolednich
hodinach. Na feseni tloh mate 4 hodiny cistého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné praktickd tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakdzano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomticky
kromé psacich potfeb (napf. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriugici jeho sprdvnost (pfipadné dtikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
vase Teseni tloh domaéciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici;
na autorské feseni doméciho kola se odkazovat miizete.

e Zapis algoritmu. V tlohach P-II-1, P-II-2 a P-I1-3 je tieba uvést za-
pis algoritmu v néjakém dostatecné srozumitelném pseudokdédu (piipadné
v programovacim jazyce Pascal nebo C/C++). Nemusite detailné popiso-
vat jednoduché operace jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych
matematickych vztahd, vyhledavani v poli, tfidéni apod. V tloze P-11-4
je potfeba popsat pozadovanou magickou sit a dokizat, Ze spliiuje zada-
né vlastnosti; pokud pozadovand sit neexistuje, je nutné jeji neexistenci
zdtvodnit.

Za kazdou ulohu miZete ziskat maximalné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich Casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. ZaleZi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadéni
kazdé tulohy najdete pfiblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, ze va$ program spustény s takovymi daty na soucasném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feseni uloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http: //mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam Gspésnych Fesiteld
postupujicich do tstfedniho kola a také popis prostfedi, v némz se budou v tstfednim
kole fesit praktické tlohy.



P-II-1 RusSeni stanic podruhé

Zatimco se v Kocourkové cile bourd metro, kocourkovsti matematici nemaji
co na praci. Rozhodli se proto spocitat, kolika zpisoby mohlo zbourani sité metra
probéhnout. Pfipomenme, zZe kocourkovské metro mé strukturu souvislého neorien-
tovaného grafu, kde vrcholy jsou stanice a hrany spojuji dvojice stanic, mezi kterymi
se lze obousmérné prepravit. Matematici si navic v8imli, Ze sif metra tvofi strom,
tzn. v siti neni zadny cyklus. Kocourkovsti védci by chtéli znat pocet riznych poradi
stanic, ve kterych je lze bourat, aniz by nékdy byla narusena souvislost zbyvajici
sité. Tento problém je pro né vsak prili§ obtizny, a proto se obratili na vas jako na
pocitacové experty, abyste jim hledanou hodnotu vy¢islili.

Soutézni tloha

Na vstupu je zadan neorientovany strom. Vypiste pocet rtznych permutaci
jeho vrcholt, které urcuji poradi vrcholt, v némz lze vrcholy postupné odebirat ze
stromu, aniz by zbytek stromu nékdy pfestal byt souvisly. Vysledné ¢islo mtize byt
obrovské, pro ucely této tlohy ale mtzete predpokladat, ze celoCiselné typy maji
neomezeny rozsah a bézné aritmetické operace (s¢itani, odéitani, nasobeni, déleni)
s nimi lze provadét v konstantnim case.

Format vstupu

Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku vstupu je
pocet vrchold N. Vrcholy jsou oéislovany od 1 do N. Na kazdém z dalsich N — 1
fadkid jsou dvé celd ¢isla z a y (1 < x,y < N), udavajici Ze vrcholy = a y jsou
spojeny hranou.

Format vystupu

Program vypise na standardni vystup jediné celé ¢islo udavajici pocet poradi
vrchold, v nichz je lze odebirat ze zadaného stromu bez naruseni souvislosti.

Priklad

Vstup: Vijstup:
4 12

12

13

14

Mozné poiadi odebirani jsou 2341, 2431, 3241, 3421, 4231, 4321, 2314, 3214, 2413,
4213, 3412, 4312.

Bodovani

Plnych 10 bodu ziskate za spravné feseni, které efektivné vyresi libovolny vstup
s N <1000000. Az 7 bodu ziskate za spravné feseni, které efektivné vyfesi libovolny
vstup s N < 1000. Az 4 body obdrzite za spravné feSeni, které efektivné vytesi
libovolny vstup s IV < 10.



P-I1-2 Déabel
Stary prasivy dabel jiz ddvno nikomu hriizu nenahani. Je potfeba vybrat no-
vého vidce pekla, nejlépe takového Certa, ktery bude mit néasledujici vlastnosti:
e vSichni ostatni certi v pekle se ho boji,
® on se neboji zddného jiného certa v pekle.
Pomozte pekelné komisi zjistit, zda je v pekle vhodny kandidat na dabla, a po-
kud ano, jednoho takového naleznéte.
Souté&zni tloha
V pekle zije N certti oc¢islovanych od 1 do N. Neni pfedem znamo, ktery cert se
kterého boji. Abyste to zjistili, mizZete se pro libovolné dva Certy s ¢isly a, b zeptat,
zda se Cert a boji Certa b. Je ovSem mozné, ze dva rizni Certi se ani jeden druhého
neboji, nebo naopak se boji jeden druhého navzajem.

Navrhnéte postup, jak pokladat jednotlivé dotazy, aby bylo mozné co nejdrive
ur¢it, zda se v pekle nachdzi vhodny kandid4t na déabla. Jako kvalitu vaseho rese-
ni budeme hodnotit pocet dotazil v nejhor$im ptipadé v zavislosti na hodnoté .
Oproti béznym tlohdm nas tentokrat bude zajimat pfesny pocet dotazi, nikoliv jen
asymptoticky odhad. Prestoze ¢asova slozitost algoritmu neni hlavnim pfedmétem
hodnoceni, dbejte na to, abyste nevykonali fadové vétsi pocet operaci, nez bude
pocet dotaz.

Implementaéni detaily

Implementuje funkci ddbel (IN), kterd mé jeden argument N — podet Certl
v pekle. Funkce vrati hodnotu 0, pokud vhodny kandidat na d4bla neexistuje, jinak
vrati ¢islo néjakého vhodného kandidata. Vase funkce miize béhem svého vypoctu
volat funkci boji_se(a,b), kterd vrati 1, pokud se éert a boji Certa b, v opatném
pripadé vrati 0.

V programovacim jazyce by nase funkce byly deklarovany takto:

// C nebo C++
int dabel(int n);
int boji_se(int a, int b);

{ Pascal }

function dabel(n: integer): integer;

function boji_se(a, b: integer): integer;

Priklad
Pokud vaSe funkce bude zavolana jako ddbel(3) a postupné polozi dotazy

boji_se(1,2) — 1
boji_se(2,3) — 0
boji_se(3,2) — 1
boji_se(2,1) — 0,

je jiz jasné, ze jedinym vhodnym kandiddtem na dabla je cert s éislem 2.
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P-II-3 Okruzni jizda

Po zruseni metra se v Kocourkové zhorsila dopravni situace a zvysil se pocet
dopravnich nehod. Radni se proto rozhodli zavést ve mésté jednosmeérky. Pustili se
do toho s takovym nadsSenim, Ze nyni ztstaly na kazdé kiizovatce nanejvys dveé ulice,
které jsou obousmérné. To trochu komplikuje zivot popelarim, ktefi by radi projeli
kazdou ulici pravé jednou.

SoutéZni tloha

Je zadéna sit ulic s N kiizovatkami oéislovanymi od 1 do N a s M ulicemi
spojujicimi dvojice k¥izovatek (ulice se potkdvaji pouze v popsanych k¥izovatkach,
vSechna dalsi kiizeni jsou FeSena nadjezdy). U kazdé ulice je specifikovano, zda a
kterym smérem je jednosmérna. Do kazdé kiizovatky vedou nejvyse dvé ulice, které
nejsou jednosmérné. Naleznéte zptisob, jak vyjet z kiizovatky ¢islo 1, projet kazdou
ulici pravé jednou a skoncit opét na kfizovatce ¢islo 1, nebo rozhodnéte, ze zadny
takovy zptlisob neexistuje. Jednosmérnymi ulicemi smite projizdét pouze v povoleném
sméru.

Format vstupu

Program ¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje dvé
celd éisla N, M oddélend mezerou (N > 1, M > 0) udavajici po fadé pocet kiizo-
vatek a pocet ulic. Kazdy z nésledujicich M fadkt popisuje jednu ulici. Obsahuje
dvé rtiznd celd ¢isla k; a ko z rozmezi od 1 do N (¢isla kfizovatek) a pismeno s
(povoleny smér jizdy). Je-li s = J, pak je ulice jednosmérnd a je povoleno projet
ji pouze ve sméru z k; do ky. Je-li s = 0, pak je ulice obousmérna. Mezi kazdymi
dvéma kiizovatkami vede nejvyse jedna ulice.

Format vystupu

Program vypise na standardni vystup jediny radek. Na ném bude M + 1 me-
zerami oddélenych ¢isel kg, k1, ..., kps udavajicich poradi, v jakém maji byt projety
kiizovatky tak, aby kg = kas = 1 a kazda ulice byla projeta pravé jednou. Pokud
existuje vice moznych TeSeni, vypiste jedno libovolné z nich. Neexistuje-li TeSeni,
vypiste slovo nelze.

Priklady

Vstup: Viystup:

56 1325421
137

3217

217

240

540

250

Jiné mozna fesenije1 3 2 4 5 2 1.



Vstup: Vijstup:
33 nelze

Bodovani

Plnych 10 bodd dostanete za spravné teseni, které efektivné vytesi libovolny
vstup s N < 100000 a M < 1000000. Az 8 bodi ziskate za spravné feSeni, kte-
ré efektivné vyiesi libovolny vstup s N < 1000. Castecné feSeni predpokladajici,
ze s kazdou kfizovatkou sousedi nejvyse jedna obousmeérnd ulice, ziskd 5-7 bodl
v zévislosti na jeho efektivits. Casteéné Feseni predpokladajici, Ze viechny ulice jsou
jednosmérné, mize ziskat az 5 bodu.



P-I1-4 Magicka sit

K této tiloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach. Stu-
dijni text je identicky se studijnim textem z domaciho kola.

V zadani uloh se vyskytuji nasledujici omezeni:

® ZERO(x) pfedepisuje, Ze proménnd = ma hodnotu 0.

® NAE(x,y, z) predepisuje, Ze proménné z, y a z nemaji viechny
stejnou hodnotu.

® XOR(z,y, z) predepisuje, Ze z proménnych x, y a z jich lichy
pocet musi mit hodnotu 1.

® XORy(w, x,y, z) predepisuje, Ze z proménnych w, z, y a z jich
lichy pocet musi mit hodnotu 1.

Ukol 1: (3 body) Ukaite, ze pomoci XOR nelze simulovat XORy.

Ukol 2: (3 body) Naleznéte sit pouzivajici pouze omezeni typu XOR a ZERO, kterd
simuluje XORy.

Ukol 3: (4 body) Naleznéte sif pouzivajici pouze omezeni typu NAE, ktera simuluje
XORy4.

Studijni text

Magickd sit se sklada z omezent a proménnijch. Kazd4 proménné muZe nabyvat
hodnot 0 nebo 1. Omezeni pak pfedepisuji podminky, které ohodnoceni proménnych
musi spliiovat. Napiiklad omezeni XOR(z,y, z) pfedepisuje, Ze z proménnych x, y
a z jich lichy pocet musi mit hodnotu 1, omezeni OR(z, y, z) pfedepisuje, Ze alespoii
jedna z z, y a z musi mit hodnotu 1, omezeni EQ(x,y) pfedepisuje, Ze = a y musi
mit stejnou hodnotu, a podobné. Proménné se v jednom omezeni mohou opakovat.

Nékteré z proménnych jsou vstupni a mizeme jim nastavit konkrétni hodnotu.
Po seslani prislusného zaklinadla se pak ostatnim proménnym nastavi takové hodno-
ty, aby vSechna omezeni byla splnéna. Pokud zadné takova volba hodnot neexistuje,
zaklinadlo nds na to upozorni. V prvnim piipadé fikdme, Ze magickd sif zadany
vstup prijimd, ve druhém ho odmitd. Magickd sit simuluje omezeni O, jestlize pri-
jimé pravé stejné hodnoty proménnych jako omezeni O.

Priklad 1: Magickou sit zapisujme jako seznam typl omezeni, k nimZ do zivorek
budeme pfipisovat proménné, na které jsou aplikovany. Sit XOR(a, b, ¢), XOR(b, ¢, d)
tedy vynucuje, Ze lichy pocet z proménnych a, b a ¢ mé hodnotu 1 a ze lichy pocet
z proménnych b, ¢ a d ma hodnotu 1.

Necht a a d jsou vstupni proménné této sité. Jestlize a ma hodnotu 0, pak
praveé jedna z proménnych b a ¢ musi mit hodnotu 1, a proto d musi mit hodnotu 0.
Naopak, mé-li a hodnotu 1, pak hodnota proménné b musi byt stejnd jako hodnota
proménné c, a proto d musi mit hodnotu 1.

Tato magicka sit tedy pfijima pravé ty vstupy, kde a a d maji stejnou hodnotu,
a simuluje tedy omezeni EQ(a, d).



Obecnéji: Typicky nas bude zajimat, ktera omezeni jdou vyjadfit pomoci jinych.
Rikédme, 7e mnoZina typt omezeni {O1,0s,...,0,} simuluje omezeni O, jestlize
existuje magicka sit pouzivajici pouze omezeni typu O1, Oa, ..., O,, kterd simulu-
je O. Priklad 1 tedy ukazuje, Ze XOR simuluje EQ.

Omezeni O(x1, ..., z,) nazveme slabé, jestlize zakazuje pravé jednu kombinaci
hodnot proménnych 1, ..., z,. Slabé omezeni budeme zapisovat jako Sh,n,...n, , kde
hi, ..., hy, jsou hodnoty proménnych, které zakazuje. Tfeba omezeni Spo1(z,y, 2)
je splnéno, jestlize z = 1 nebo y = 1 nebo z = 0, a omezeni Sygg je stejné jako OR.
Necht SAT,, oznac¢uje mnozinu vSech slabych omezeni s pravé n proménnymi.

Pfiklad 2: SAT3 simuluje XOR, jelikoz sit

So00(, Y, 2), So11(x,y, 2), S101(2, ¥, 2), S110(, Y, 2)

zakazuje vSechny kombinace hodnot proménnych x, y a z, v nichz se hodnota 1
vyskytuje sudékrat.

Pfiklad 3: Mnozina omezeni SATy nesimuluje OR. Abychom si to dokézali, zavedme
si nejprve funkci maj se tfemi vstupy. Ta bude vracet ten vstup, ktery se vysky-
tuje nejcastéji (proto se ji také nékdy fikd majorita). Tedy tfeba maj(1,1,1) =
magj(1,0,1) =1 a maj(0,0,1) = 0.

Uvazujme nyni libovolnou sif s omezenimi z mnoziny SATy. Necht x1, ..., x,
jsou proménné této sité. Reknéme, Ze by tato sit simulovala OR(z1,xa,3). JelikoZ
omezeni OR je splnéno pro hodnoty 1, 0 a 0, existuje néjaké pfifazeni hodnot pro-
ménnym, které spliuje vSechna omezeni, x1 méa hodnotu 1 a x5 a 3 maji hodnoty 0.
Necht a; ozna¢uje hodnotu proménné x; v tomto pfifazeni, pro i = 1,...,n. Obdob-
né existuje pritazeni s hodnotami b; spliujici vSechna omezeni takové, ze by = 1 a
b1 = b3 = 0, a pfirazeni s hodnotami ¢; spliiujici vSechna omezeni takové, ze cg = 1
acp=cy=0.

Uvazme ohodnoceni s hodnotami d; = maj(a;, b;, ¢;). Tvrdime, Ze d; také spl-
nuje v8echna omezeni: Mé&jme néjaké omezeni Sy, p, (i, x;) ze sité. Pokud a; = b; a
a; =b;, pak d; = maj(a;, a;,¢;) = a; a dj = maj(aj,a;,c;) = a; spliluje podminku
Shih,, Protoze ji spliiuje a; a aj. Proto predpokladejme, ze a; # b; nebo a; # b,
a obdobné a; # ¢; nebo a; # c; a stejné tak b; # c¢; nebo b; # c¢;. Ze symetrie
mezi 7 a j a mezi ohodnocenimi a, b a ¢ stac¢i uvazovat pripad, Ze a; # b; a a; # ¢;.
7 toho odvodime, Ze b; = c;, a proto b; # c;. Diky symetrii mezi b a ¢ pak staci
uvazovat piipad, Zze a; = b; a a; # c;. Pak ale maj(a;, b;, ¢;) = maj(a;, b;,b;) = b;
a maj(aj,bj,c;) = maj(b;,b;,c;) = bj, a proto d; = b; a d; = b; spliluje podminku
Shihs-

Povsimnéme si, ze di = maj(1,0,0) = 0 a obdobné dy = ds = 0. Ale omezeni
OR(z1, x2, 3) predepisuje, Ze alespoil jedna z proménnych z1, 25 a x5 ma hodnotu 1,
a proto v kazdé magické siti simulujici OR(z1, 2, x3) musi pfifazeni hodnot d; pro-
ménnym porusovat n&jaké omezeni. Uvazovand sif tedy nesimuluje OR(z1, 22, x3).



