63. ro¢nik Matematické olympiady — 2013/2014

Resent ailoh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Takova zima

Pokud néas nenapadne nic lep$iho, napiSseme alespon pfimocaré, i kdyz poma-
1é TeSeni. Staci vyzkouSet vSechny dvojice zacatku a koncid intervalu. Pro zvoleny
zacatek a konec pak v jednom cyklu ovéfime, zda zadné z Cisel lezicich mezi nimi
neporusuje podminku ze zadani. Za takovéto feseni s ¢asovou slozitosti O(n?) ziskate
az tfi body.

P1i feSeni uloh, ve kterych hleddme néjaky souvisly tsek v poli, byva Casto
vhodné pouzit nasledujici postup. Opét budeme generovat v8echny dvojice (zacatek,
konec), budeme to ale provadét v uréitém vhodném potadi, abychom tak zkratili ¢as
potiebny k ovéfeni, zda je konkrétni dvojice indexti vhodna.

Zafixujeme si x (tedy index, kde zaéind zkoumany tsek) a postupné budeme
zvySovat y (konec zkoumaného tseku). Zacneme na y = x + 1 a skon¢ime na y = n.
Kdyz toto provedeme pro x = 1, za¢neme znovu s x = 2, a tak déale. Co tim ziskame?
Uvazujeme-li dvé po sobé jdouci kontroly, tykaji se intervali (z,y) a (x,y + 1).
Vidime, Ze uvazovany usek se rozsifil pouze o ¢islo T[y]. Pokud jsme tedy néco
zjistili pro tsek (z,y), sta¢i pfidat k nému jediny prvek a budeme znat odpovéd i
pro tsek (z,y + 1).

Podminku ze zadani mzeme zformulovat takto: Mezi prvky lezicimi na pozi-
cich z a y nesmi byt Zaddna hodnota z intervalu (min(7[z], T'[y]), max(T[z],T[y]))-
Abychom to dokéazali efektivné ovérit, muzeme si napiiklad udrZovat usporadanou
mnozinu téch ¢isel, kterd lezi v posloupnosti T ostfe mezi indexy = a y. Do této mno-
ziny budeme postupné pridavat nova ¢isla a kontrolovat, zda se mezi nimi vyskytuje
néjaké, které lezi mezi aktudlnimi hodnotami T'[x] a T'[y].

K tomu mtzeme vyuzit vyvazovany binarni vyhledavaci strom, v C++ imple-
mentovany v datové struktufe set. Reseni potom vypada takto: Postupné zkousime
vSechny moznosti pro levy index x. Pro kazdé pevné zvolené = od ného jdeme pravym
indexem y doprava, pficemz si v setu udrzujeme mnozinu cisel, ktera se vyskytuji
ostfe mezi pozicemi x a y. (Ackoliv se na vstupu mize vyskytnout stejnd hodnota
vicekrat, neni tfeba pouzit multiset, jelikoz ndm je jedno, kolikrat se dané hodnota
ve zpracovavaném useku vyskytuje.) P¥i zpracovani prvku T[y] se nejprve podiva-
me, zda neni roven prvku T[z]. Pokud ano, (z,y) je vyhovujici dvojice, ale zadna
dalsi dvojice (z, z) pro z > y vyhovovat nebude. Mzeme proto rovnou prejit k dal-
Simu indexu z. Jsou-li hodnoty T'[x] a T[y] rizné, podivime se do naseho setu a
najdeme si (v logaritmickém CGase) zacatek a konec tseku, v némz lezi prvky z in-
tervalu (min(7T'[z], T[y]), max(T[x], T[y])). Pokud je tento tisek prazdny, tvoii = a y
vyhovujici dvojici, jinak ne.

Pravé popsané feseni mé ¢asovou slozitost O(n?logn), nebot pro kazdou z n?
dvojic indext provedeme nékolik (konstantné mnoho) operaci se setem.
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Celého setu se ale dokdzeme snadno zbavit. Sta¢i si uvédomit, ze béhem po-
stupného zvySovani y se hodnota T'[z] neméni. Pfedstavme si nyni, Ze pravé zpra-
covavame néjaké y takové, ze T[x] < T[y]. Z prvki leZicich mezi indexy x a y nas
zajimaji pouze ty, které jsou vétsi nebo rovny T'[x]. Pfesnéji, zajima nas jen to, zda
je néktery z téchto prvka zaroven mensi nebo roven T'[y]. K zodpovézeni této otazky
si sta¢i pamatovat nejmens? z prvki vétsich nebo rovnych T'[x]: jestlize tento prvek
nelezi v intervalu (T'[z], T[y]), tak tam nelezi zadny.

Symetricky kvili indextim y takovym, ze T[x] > T[y], si budeme zase pama-
tovat nejvétsi z prvkd mensich nebo rovnych T[z]. Takto jsme cely set nahradili
dvéma proménnymi. Toto zlepSeni nam zaruéi ¢asovou slozitost O(n?) a ziskéte za
néj az Sest bodt.

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

int vysl=-1, vys2=-2;
void lepsi(int x, int y) {

if (vys2-vysl < y-x) { vysl=x; vys2=y; }
if (vys2-vysl == y-x && y > vys2) { vysl=x; vys2=y; }

int main() {
int n;
scanf ("%d", &n);
vector<int> T(n);
for (int i=0; i<n; ++i) scanf("%d", &T[il);
for (int x=0; x<n; ++x) {
int mini=1000000042, maxi=-1000000042; // nejmen3i >= a nejvét3i <= prvek
for (int y=x+1; y<n; y++) {
if (T[y] >= T[x] && mini > T[y]) { lepsi(x,y); mini=T[y]; }
if (Tlyl <= T[x] &% maxi < T[yl) { lepsi(x,y); maxi=T[yl; }
}
}
printf("%d %d\n",vysl, vys2);
return 0;

}

Vzorové FeSeni

Podivejme se poradné na predchozi feseni. Kdy jsme hodnotu y vyhodnotili jako
pripustnou a pokusili jsme se zlepSit dosud nalezené optimum? Pravé tehdy, kdyz
jsme zménili aktudlni hodnotu jedné z obou ulozenych proménnych (v programu to
jsou proménné vysi, vys2).

Pro kazdé konkrétni x néas ve skutecnosti zajima jen posledni z pripustnych
hodnot y. A diky pravé provedené tivaze vime, Ze méme jen dvé moznosti: bud je to
index nejmensiho prvku napravo od z, ktery je vétsi nebo roven hodnoté T'[z], nebo je
to index nejvétsiho prvku napravo od x, ktery je mensi nebo roven hodnoté T'[x]. Oba
tyto indexy (pokud aspoii jeden takovy prvek existuje) vzdy odpovidaji pfipustnym
feSenim a ten z nich, ktery je dale od z, je zjevné nejlepsim jemu odpovidajicim y.
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(Pokud se hodnoty v poli budou opakovat, pijde o nejblizsi vyskyt prvku s da-
nou hodnotou — tehdy se prislusnd proménnd zméni. Dalsi vyskyty stejné hodnoty
uz nebudou p¥ipustné.)

V nasi implementaci provadime pfesné toto, pouze jako vnéjsi proménnou cyklu
pouzivame y. (Zjednodusi to podminku p¥i porovnévéni, zda je nové feSeni lepsi nez
dosud nalezené.) Postupné pro kazdé y nas zajimaji dva indexy: kde se nachdzi
velikosti nejblizsi vétsi nebo stejnd hodnota (pokud tam néjaka je) a kde se nachdzi
velikosti nejbliz8i mensi nebo stejnd hodnota (opét pokud tam néjaka je). V C++
pro tento ucel mizeme vyuzit datovou strukturu map, v niz si pro kazdou hodnotu
pamatujeme index dosud posledniho vyskytu.

Pomoci mapu dokézeme pro dané y zjistit hledané dva indexy xi,x2 v Case
O(logn). Celkové ma tedy toto FeSeni ¢asovou slozitost O(nlogn).

#include <iostream>
#include <map>
using namespace std;

void update(int &bx, int &by, int x, int y)
{
if (y-x >= by-bx)
bx=x, by=y;
}

int main() {
int best_x=-1, best_y=-1;
int N; cin >> N;

map<int,int> last_seen;
// Zarazky, které nikdy nevytvo¥i dobré FeSeni:
last_seen[ -(1<<30) ] = last_seen[ 1<<30 ] = N;
for (int y=0; y<N; ++y) {
int t; cin >> t;
auto geq = last_seen.lower_bound(t);
update(best_x, best_y, geq->second, y);
auto leq = last_seen.upper_bound(t);
--leq;
update(best_x, best_y, leq->second, y);
last_seen[t]=y;
}
cout << best_x << " " << best_y << endl;
return 0O;

}
Alternativni vzorové feSeni — navzajem ruzné prvky
Vyse popsané vzorové feseni lze implementovat i bez pouziti mapy: usporada-
me vS8echny hodnoty v poli T, odstranime duplikaty a ke kazdé hodnoté si budeme
pamatovat jeji posledni vyskyt v obyc¢ejném poli. Pro pristup ke konkrétni hodno-
t& pouzijeme vzdy bindrni vyhledavéani, takze Casova slozitost ztstane O(nlogn).
(Jedna se vlastné o jednoduché pouziti obecnéjsi techniky tzv. komprese souradnic.)
Ukazeme si nyni jiné feseni, které vystaci bez slozitych datovych struktur. Je-
diné, co budeme potiebovat, bude obycejné t¥idéni. Nejprve si toto feseni vysvétlime
pro posloupnosti, v nichz se zddné prvky neopakuji. Méjme tedy pole T', ve kterém
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je n navzadjem riznych hodnot. Pfedstavme si, ze jsme toto pole usporadali podle
velikosti. Zjevné plati, ze pokud néjaké dva prvky, které ptivodné byly umistény na
pozicich a a b, skoncily po usporadani pole T' bezprostifedné vedle sebe, pak indexy
a a b tvori jedno mozné feseni — kdyZ neexistuje zadny prvek s hodnotou mezi T'[a] a
T[b], tak jisté nemtze takovy prvek lezet ani mezi pozicemi a a b. To tedy znamena,
ze kazda dvojice po sobé nasledujicich hodnot urcuje jedno potencialni feseni.

Tvrdime, ze mezi témito n — 1 TeSenimi se vzdy nachazi také to optimalni.
Presnéji, dokonce vsechna optimalni feseni musi byt tohoto typu. Toto tvrzeni nyni
dokéazeme.

Chceme dokazat, Ze optimalni FeSeni (z,y) nemohou tvofit takové prvky T[z]
a T'[y], které nelezi vedle sebe po usporadani celého pole. Pro spor pfedpokladejme,
ze néjakad takova dvojice optimélni feSeni tvori. Jelikoz po usporaddani pole nele-
zi odpovidajici prvky vedle sebe, existuje v ptvodnim poli T index z takovy, Ze
min(T[z], T[y]) < T|z] < max(T[z], T[y]).

Kdyz ale (x,y) je pFipustné FeSeni, nesmi byt x < z < y. Proto plati bud z < z
nebo y < z. Bez Gjmy na obecnosti necht z < z. Je-li takovych moznych hodnot z
vice, necht je z nejvétsi z nich. Potom ovSem (z,y) je také piipustné feSeni a je navic
lepsi, nez (x,y), coz je hledany spor.

Sta¢i ndm tedy sefadit podle prvni slozky pole uspotddanych dvojic (T[i], 7).
Poté jiz najdeme optimalni feseni jednim priichodem, v némz pro kazdé dvé po sobé
jdouci hodnoty spocitame rozdil indext1, na kterych lezi.

Rozsiteni pro libovolné prvky

Zbyva nam vytesit, co se stejnymi prvky. Kdyz zkusime zobecnit vyse uvede-
nou uvahu, dostaneme dva rtizné piipady: bud bude optiméalni FeSeni predstavovat
interval mezi dvéma vyskyty téze hodnoty, nebo pijde o interval mezi vyskyty dvou
po sobé jdoucich hodnot.

Vyskyty téze hodnoty jsou snadné: pripustné feseni dostaneme pravé tehdy,
kdyz se jednd o dva po sobé jdouci vyskyty dané hodnoty. Podobné tomu bude
i v piipadé, Zze uvazujeme dvé po sobé jdouci hodnoty. Necht tedy chceme nalézt
vSechna pFipustnd FeSeni, v nichz T'[z] = o a T[y] = 3, kde a # 8 jsou dvé bezpro-
stfedné po sobé nasledujici hodnoty. Pfedstavme si, Ze jsme vzali vSechny indexy, na
kterych se vyskytuji hodnoty a a . Potom pfipustné feSeni opét odpovidaji praveé
dvojicim po sobé jdoucich indext — pro libovolnou jinou dvojici hned vidime, Ze
aspon jeden jiny prvek lezi v zakizaném rozsahu.

Budeme tedy postupovat nésledovné. Pole si usporddame jako v pifedchozim
feSeni a rozdélime ho na useky stejnych prvki (ty budeme nazyvat ptihrddky). Se-
strojime funkci, kterd najde optimalni feSeni mezi prvky, které dostane na vstupu.
Této funkci zaddme na vstup praveé jednou kazdou prihradku a rovnéz pravé jednou
kazdou dvojici po sobé jdoucich pfihradek. Uvazovana funkce preuspotrada prvky,
které dostala na vstupu, podle jejich ptivodniho indexu, potom projde vSechny po
sobé jdouci dvojice indexi a vybere nejlepsi z nich.

Kazdy prvek usporadame nejvyse 4-krat, coz znamena, ze feSeni bude mit ¢a-
sovou slozitost O(nlogn). Paméfova slozitost bude zjevné O(n).
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#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

int vysl=-1, vys2=-1;

void over(vector<int> A) {
sort(A.begin(), A.end());
for (int i=0; i+1 < int(A.size()); ++i)
if (vys2-vysl < A[i+1]-A[i] ||
(vys2-vysl == A[i+1]-A[i] && A[i+1]>vys2))
{ vysi=A[i]; vys2=A[i+1]; }
}

int main() {

int n;

scanf ("%d", &n);

vector< pair<int,int> > T;

for (int i=0; i<n; ++i) {
int t;
scanf ("%d", &t);
T.push_back(make_pair(t, i));

¥

sort(T.begin(), T.end());

vector<int> p, d, spolu;
int kde=0;
while (kde !'= n && T[kde].first == T[0].first)
p.push_back(T[kde++] .second) ;
over(p);
while (kde '= n) {
int zac = kde;
d.clear();
while (kde!=n && T[kde].first == T[zac].first)
d.push_back(T[kde++] .second) ;
over(d);
spolu=p;
for (int x:d)
spolu.push_back(x) ;
over (spolu);
p=4d;
¥
printf ("%d %d\n", vysl, vys2);
return O;

P-I-2 Dva ploty

Nejprve si ukazeme feSeni tlohy pro jeden plot, potom toto feseni zobecnime
na dva ploty.
Konvexni obal

Pro libovolnou kone¢nou mnozinu bodt v roviné je jednozna¢né urcen utvar
s nejmensim obvodem, ktery je vSechny obsahuje. Nazyvame ho konvexni obal da-
nych bodi. (Dukaz tohoto tvrzeni uvadime nize.)
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Utvar U v roviné nazveme konvezni, jestlize ma nasledujici vlastnost: pro libo-
volné dva body A, B € U také celad tsecka AB patii do utvaru U.

Prinik libovolného (dokonce i nekoneéného!) mnoZstvi konvexnich atvard je
opét konvexni. Necht A, B jsou libovolné dva body z tohoto priniku. Pak jsou tyto
body obsazeny v kazdém z ptivodnich dtvart a protoze vSechny tyto utvary jsou
konvexni, kazdy z nich obsahuje celou usecku AB. Proto tato tsecka patiii do jejich
pruniku.

Konvexni obal dané mnoZiny bodt tedy mtzeme formalné definovat jako prinik
véech konvexnich ttvari, které danou mnozinu bodu obsahuji. Méné forméalni, ale
mnohem nazornéjsi je Tici, ze konvexni obal dané mnoziny bodu je nejmensi ze vSech
konvexnich ttvart, které danou mnozinu bodt obsahuji.

Neni tézké uvédomit si, jak konvexni obal vypada: konvexnim obalem dané
kone¢né mnoziny bodu v roviné je vZdy mnohotuhelnik, jehoz vrcholy jsou nékteré
ze zadanych bodt. (Spolu s danymi body musi konvexni obal obsahovat i vSechny
usecky spojujici nékteré dva z danych boda. Ty z tsecek, které lezi ,na obvodu*,
tvofi hranici hledaného konvexniho mnohothelnika.)

A pro¢ ma tedy pravé konvexni obal nejmensi obvod ze vSech moznych atvart,
které nasi mnozinu bodt obsahuji?

Predstavme si nase body jako zCasti zatluCené hiebiky a hledany utvar jako
gumicku nataZenou kolem nich. KdyZ gumicku pustime, zacne se stahovat (a tedy
zkracovat), nakolik ji to dovoli hiebiky uvniti. Casem se ustali v poloze, kdy je
nejkratsi, jak jen je to mozné — bude napnuta okolo vSech ,,vnéjsich“ hiebikt. Jinymi
slovy, bude tvofit pravé obvod vysSe popsaného konvexniho obalu.

Formalni matematicky diikaz mtizeme provést napiiklad sporem. Necht existuje
atvar U, ktery obsahuje vSechny dané body a ma mensi obvod nez jejich konvexni
obal. Vezmeme libovolnou stranu AB konvexniho obalu, kterd neni (celd) soucasti
obvodu ttvaru U. Prodlouzime AB na piimku a oznadime A’ a B’ ,nejlevéjsi“ a
y,hejpravéjsi“ z bodu této primky, které jesté patii do utvaru U. Tyto body vzdy
existuji, nebot A a B patii do U. Pokud ale nyni zahodime ¢ast obvodu U mezi
A’ a B’ a nahradime ji tseckou A’B’, dostaneme novy utvar, ktery také obsahuje
vSechny dané body a mé obvod ostfe mensi nez /. To je hledany spor.
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Konstrukce konvexniho obalu

Ukazeme si Grahamuv algoritmus, ktery sestroji konvexni obal n boda v case
O(nlogn). To je téméf optimalni FeSeni. (Existuji komplikovanéjsi algoritmy s ma-
licko lepsi éasovou slozitosti O(nlog h), kde h je pocet bodii sestrojeného konvexniho
obalu.)

Zacneme tim, ze dané body usporddadme zleva doprava a v rdmci stejné x-ové
soufadnice zdola nahoru. Nésledné konvexni obal sestrojime ve dvou prichodech:
v prvnim pruchodu sestrojime jeho horni ¢ast a ve druhém jeho dolni ¢ast. Prvni i
posledni bod z usporadaného pofadi (tj. nejspodnéjsi z nejlevéjsich bodl a nejhorejsi
z nejpravéjsich bodt) uréité oba lezi na konvexnim obalu a déli ho na dva tseky:
yhorni“ a ,dolni“. V kazdém priichodu sestrojime jeden z nich.

Popiseme prvni prichod, tedy sestrojeni horniho obalu. (Druhy priichod je
potom témét identicky, az na znaménka.)

Budeme postupné zpracovavat body v tom potradi, které jsme si pripravili.
Po zpracovani kazdého bodu bude platit, Ze méme horni konvexni obal dosud zpra-
covanych bodt. To je néjaka lomené c¢ara, kterd zacind v prvnim zpracovaném bodé,
nékolikrat (tfeba i nulakrat) zato¢i doprava a skonéi v poslednim zpracovaném bo-
dé. (Zatéceni doprava lze poznat t¥eba pomoci vektorového soucinu, viz ukizkovy
program nize.)

Priklad takové situace:

Co se stane, kdyz nam pfibude dalsi bod? Body zpracovavame uspotfadané,
nasledujici bod tedy ptibude napravo od dosavadniho konce horniho obalu. Nejjed-
nodussi, co muzeme udélat, je jednoduse obal o novy bod prodlouzit:

Obcas nam ale vznikne situace jako na nasem obrazku — tim, Ze jsme obal
prodlouzili, najednou zata¢i na Spatnou stranu. To ted potfebujeme napravit. P¥i-
padné problémy vzdy zpiisobuje predposledni bod. Ten lezi na nasi lomené care,
ve skutecnosti vsak uz ma lezet pod hornim obalem. Z obalu ho proto vypustime:
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Ale co se stalo? Také dalsi bod, ktery se nyni stal novym piredposlednim bo-
dem horniho obalu, zptsobuje problémy. Také v ném chce naSe lomena ¢ara zatacet
doleva. To znamena, Ze i tento bod patfi pod novy horni obal a také ho z obalu
vypustime:

Ted uz je vSechno v pofddku a mame hotovy horni obal nové mnoziny bodi.

Jakou casovou slozitost mé toto feSeni? Na zacatku potfebujeme uspofadat
n bodi, coZ umime v ¢ase O(nlogn). Nasledné provadime dva priuchody a pii kaz-
dém z nich vySe popsanym zptisobem vytvarime ¢ast konvexniho obalu. Na prvni
pohled by se mohlo zdat, ze ¢asova slozitost kazdého prichodu je kvadraticka — pii
pridani kazdého nového bodu muze byt zapotifebi mnoho bodd vyradit. To se ale
ve skutecnosti nemitize stavat moc ¢asto. Dobry pohled na ¢asovou slozitost je napfti-
klad tento: kazdy bod do konvexniho obalu jednou pfiddme (kdyz ho zpracovavdme)
a nasledné ho z obalu nejvyse jednou vypustime. Celkové mé proto cely prichod li-
neédrni ¢asovou slozitost. (Jelikoz vzdy vyfazujeme body pouze z konce vytvafeného
konvexniho obalu, sta¢i si pfi implementaci jeho vrcholy pamatovat v zdsobniku.)

Dva konvexni obaly

Nyni jiz umime k dané mnoziné bodi efektivné nalézt jeji konvexni obal. Za-
myslime se tedy nad tim, kdy je vhodné sestrojit konvexni obaly dva.

Predstavme si, ze mame danou mnozinu bodt a jiz zname jeji optimalni rozdé-
leni na dvé podmnoziny. Pro kazdou podmnozinu je samoziejmé optimalnim feSenim
vytvorit jeji konvexni obal.

A7 sedm bodid bylo mozné ziskat za nésledujici algoritmus: ,Ur¢i konvexni
obal vSech bodt. Jestlize n < 18, vyzkousej vSechna mozna rozdéleni bodd do dvou
podmnozin a urdi jejich konvexni obaly.*

Abychom nasli polynomiélni Feseni nasi ulohy, musime se jesté trochu zamyslet.
Nejprve si uvédomime, Ze pokud je optimalni vytvorit dva konvexni obaly, pak nutné
tyto obaly musi byt disjunktni. Kdyby disjunktni nebyly, vezmeme jejich sjednoce-
ni Z. Jeho obvod je nejvyse tak dlouhy jako soucet obvodt nasich dvou konvexnich
obalti. Zaroven plati, ze Z je souvisly atvar, ktery obsahuje vSechny dané body, takze
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jeho obvod je aspon tak dlouhy jako obvod konvexniho obalu vSech danych bodi.
Rozdéleni danjch bodd do dvou podmnozin se nam tedy muze vyplatit jen tehdy,
jsou-li jejich konvexni obaly disjunktni.

Jak ale takova rozdéleni nalézt? A kolik jich vlastné
mize byt? S odpovédi ndam pomize dalsi zndmy vysledek
z geometrie: véta o separujici primce. Pro libovolné dva ko-
necné konvexni ttvary v roviné existuje ptimka, kterd je od
sebe oddéluje. Ukadzeme si jeden z moznych dikazt tohoto
tvrzeni. Oznacme nase Gtvary A a B. Necht Ac AaBelB
je konkrétni dvojice bodu zvolena tak, aby délka AB byla
nejmensi mozna. Potom hledanou pifimkou je napiiklad osa
usecky AB, nebo i libovolna jind primka kolmé na tsecku
AB a prochéazejici jejim vnitinim bodem. Dokazujeme spo-
rem: Nechf néjaky jiny bod A’ € A lezi na jedné z téchto
primek. Potom v A lezi i celd tisecka AA’. Ozna¢me A” pa-
tu kolmice z B na AA’. Zjevné plati |[AB| > |A"B|, coz je
hledany spor.

Vime tedy, ze méme-li dva disjunktni konvexni obaly, pak urcité existuje piim-
ka, ktera je od sebe oddéluje. Jak nam to pomuze? Predstavme si, Ze uz mame dva
konvexni mnohotuhelniky a pfimku, ktera je oddéluje. V prvnim kroku tuto pfimku
posuneme tak, aby se dotykala jednoho z mnohotihelniki. Potom ji za¢neme ,kuta-
let“ po jeho obvodu.

v
v



Dtive ¢i pozdéji musi naSe pfimka narazit na druhy z mnohothelniki:

Dokazali jsme tak, Ze pro libovolné dva disjunktni konvexni mnohothelniky
existuje pfimka, kterd oddéluje jejich vnittky a obou se dotyka. Pfitom zjevné plati,
ze na této separujici primce lezi aspon jeden z vrchold kazdého z mnohothelniki.

Takovychto separujicich primek existuje nejvyse tolik, kolika zptisoby lze zvolit
dvojici bodfi — tedy nejvyse fddové n?. Pro omezeni dané v zadani tlohy (n < 300)
si muzeme dovolit vSechny potencialni separujici primky vyzkouset.

Vysledny algoritmus bude tedy v pseudokddu vypadat nasledovneé:

1. Pro kazdou dvojici bodu A, B:
2. Jestlize existuje bod C' na tsecce AB, pfesko¢ tuto dvojici.
3. Rozdél body na dvé mnoziny:
M; = body nalevo od pfimky AB + body na pfimce AB,
které jsou blize k bodu A.
Ms = body napravo od pfimky AB + body na piimce AB,
které jsou blize k bodu B.
4. Najdi konvexni obaly mnozin M; a Ms.
5. Zkontroluj, zda mame lepsi feSeni nez dosud optimalni.

Na zavér jesté né€kolik technickych detailt. VSimnéme si, Ze neni tfeba testovat
disjunktnost obalt M; a Ma, ta je zarucena jejich vybérem (i kdyby nebyla, tak
pro nedisjunktni by nam prosté vysel vétsi soucet délek obvodi, nez pro optimélni
feSeni). Musime jesté dat pozor na degenerované piipady — délime-li body do dvou
skupin, konvexni obal kazdé z nich musi mit podle zadani neprazdny obsah. To v na-
§1 implementaci testujeme piimo: spocitame obsahy obou sestrojenych konvexnich
oballi a zapocitame je pouze tehdy, kdyz jsou oba kladné.

V na$i implementaci neignorujeme ty dvojice bodu A, B, pro které néjaky
bod C lezi na tiseéce AB. Jednodussi bylo pfidat takové body do mnoziny M,
a vyzkouset i tuto moznost, nic se tim nepokazi. Mohlo by se zdat, Ze je tfeba
vyzkouSet také moznost, kdy M; = body nalevo od pfimky AB + body na piimce
AB, které jsou blize k bodu B. To ale ve skute¢nosti neni zapotiebi — vzdy dokazeme
nalézt takovou separujici pfimku, kterd odpovidd ndmi pouzitému déleni.

Casova slozitost tohoto algoritmu je O(n3logn) — pro kazdou z O(n?) dvojic
bodii sestrojime v celkovém ¢ase O(nlogn) dva konvexni obaly. Takovyto algoritmus
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stacil k zisku plnjch 10 bodi. Jeho ¢asovou slozitost ov§em mutzeme dale zlepsit na
O(n?). Staéi si uvédomit, Ze kdyz na zacatku jednou usporadame viechny body, uz
je pozdéji pri poc¢itani mensich konvexnich obalti nemusime usporadavat znovu.

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
using namespace std;

// Bod
struct point {

long long x, y;

point (long long x=0, long long y=0) : x(x), y(y) {}
s

// Operator < na uspofadani bodd
bool operator< (const point &A, const point &B)
{ return A.x <B.x || ( A.x == B.x & A.y < B.y ); }

// Vektorovy soudin: vrati >0 / 0 / <O podle toho, zda ZAB zatagi
// proti sméru ru&ilek / jde rovn& / zata&i po sméru

long long cross(const point &Z, const point &A, const point &B)

{ return (A.x-Z.x) * (B.y-Z.y) - (A.y-Z.y) * (B.x-Z.x); }

// Skalarni soulin: pro Z, A, B na pfimce vrati >0, jsou-li A a B na téze strané Z,
// <0, pokud jsou na opaénjch stranach.

long long dot(const point &Z, const point &A, const point &B)

{ return (A.x-Z.x) * (B.x-Z.x) + (A.y-Z.y) * (B.y-Z.y); }

// Konvexni obal pomoci Grahamova algoritmu
// Pfedpoklada, Ze P je setfidéna zleva doprava.
vector<point> convex_hull(vector<point> P) {
int n = P.size(), k = 0;
vector<point> H(2%*n);
for (int i = 0; i < nj; i++) {
while (k >= 2 &% cross(H[k-2], H[k-1], P[i]) <= 0) k--;
H[k++] = P[i];
¥
for (int i = n-2, t = k+1; i >= 0; i--) {
while (k >= t && cross(H[k-2], H[k-1], P[i]) <= 0) k--;
Hk++] = P[i];
}
H.resize(k-1);
return H;

}

// 0Obvod mnohotuhelnika
double circumference(const vector<point> &P) {
int N = P.size();
double answer = O.;
for (int n=0; n<N; ++n)
answer += hypot( P[(n+1)%N].x - P[n].x, P[(n+1)%N].y - P[nl.y );
return answer;

}

// Dvojnasobek obsahu mnohothelnika
// Pouzivéme jako test, zda nejde o degenerovany piipad.
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long long twice_area(const vector<point> &P) {
int N = P.size();
long long answer=0;
for (int n=0; n<N; ++n)
answer += cross( point(0,0), P[n], P[(n+1)%N] );
return abs(answer);

}

int main() {
int N; cin >> N;
vector<point> P(N);
for (int n=0; n<N; ++n)
cin >> P[n]l.x >> P[nl.y;
sort(P.begin(), P.end());

double answer = circumference(convex_hull(P));

for (int a=0; a<N; ++a) for (int b=0; b<a; ++b) {
// VyzkouSime separovat body p¥imkou P[a]l--P[b]
vector<point> P1, P2;
for (int i=0; i<N; ++i) {
if (i==a) { P1l.push_back(P[i]); continue; }
if (i==b) { P2.push_back(P[i]); continue; }
long long cp = cross(P[al,P[b],P[i]);
if (cp < 0) Pl.push_back(P[il);
if (cp > 0) P2.push_back(P[il);
if (cp == 0) {
if (dot(P[al,P[b]l,P[i]) < 0)
P1.push_back(P[il);
else
P2.push_back(P[i]);
}

}
vector<point> H1 = convex_hull(P1), H2 = convex_hull(P2);

if (twice_area(H1) > O && twice_area(H2) > 0)
answer = min( answer, circumference(H1) + circumference(H2) );

}

cout << setprecision(15) << answer << endl;
return 0;

P-I-3 Kavarny

Pro k = 1 je TeSeni snadné: staci spustit prohledavani do sitky, zac¢inajici za-
rovei ve viech kavarndch. Tim najdeme v ¢ase O(n?) pro kazdou ktizovatku jeji
vzdalenost od nejblizsi kavarny.

Pro obecné k£ mé tloha vice moznych feseni ,hrubou silou“. Uvedeme dva
priklady.

V jednom z moznych feseni si nejprve sestrojime seznam kavaren. Poté pro
kazdou kfizovatku X projdeme tento seznam a pro kazdou kavarnu spoc¢itame (v kon-
stantnim ¢ase) jeji vzdalenost od X. Tyto vzdalenosti nasledné usporddédme a na-
jdeme k-tou nejmensi z nich. Jestlize k uspofadani vzdalenosti pouzijeme obecné
efektivni ti{déni, dostaneme feseni s ¢asovou slozitosti O(n*logn). Pokud misto to-
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ho pouzijeme CountSort (nebo p¥ipadné rovnou linedrni algoritmus na urceni k-tého
nejmensiho prvku), dostaneme Feseni s ¢asovou slozitosti O(n?).

V jiném postupu feseni kazdou kfizovatku zpracujeme nasledovné: zacneme
s hodnotou d = 0, postupné ji zvySujeme a pokazdé prohlédneme vSechna nova
policka, kterda pravé zacala byt v dosahu. Skonc¢ime, kdyz najdeme prvni hodnotu
d, pro kterou v odpovidajici oblasti lezi dostateéné mnozstvi kavaren. Takové feSeni
m4 rovnéz ¢asovou slozitost O(n*): v nejhorsim pripadé se nAm muiize stét to, Ze pro
kaZdou z n? k¥izovatek musime pro nalezeni k kavaren prohlédnout celou mapu.

Lepsi feseni budou zaloZena na tom, Ze nebudeme zbyteéné opakované proché-
zet celou mapu policko po policku. Ukazeme si jeden z moznych zptsobt, jak lze
mapu Manhattanu predzpracovat, abychom pak pro libovolnou konkrétni kiizovatku
a libovolné d dokazali v konstantnim case urcit, kolik kavaren je v dosahu.

Prefixové souéty v 1D

Predstavme si, Ze mame jednorozmérné pole A[0...n — 1]. Chtéli bychom si ho
predzpracovat tak, abychom nésledné pro kazdy usek dokézali v konstantnim case
urcit, jaky ma soudet. (Tedy specidlné pokud jsou v poli jen nuly a jednicky, zjistime
pocet jednicek.)

Potfebné predzpracovani bude vypadat nésledovné. Vytvoiime si nové pole
S[0...n]. (VSimnéme si, Ze pole S mé o jeden prvek vice, nez pole A.) Jeho obsah
spocitdme v linedrnim ¢ase: polozime S[0] = 0 a potom kazdé dalsi S[i+1] spo¢itdme
jako S[i]+Ali]. V takto zaplnéném poli S zjevné plati, Ze hodnota S|i] je rovna souctu
prvnich i prvki pole A. Proto pole S nazyvame polem prefixovych soucti pro pole A.

Napriiklad:
index 0 1 2 3 4 5 6
A 1 2 3 4 4 5
S 0 1 3 6 1014 19

Pomoci hodnot v poli S nyni snadno uréime v konstantnim case soucet libo-
volného tiseku pole A. Soucet prvki na indexech z polouzavieného intervalu* [z, y)
je roven S[y] — S[z]. Je tomu tak proto, Ze S[y] je rovno souc¢tu prvkd pole A na
pozicich z intervalu [0,y), a od nich odeéteme soucet téch, které nechceme — tedy
prvki pole A na pozicich z intervalu [0, z).

Piiklad: Chceme zjistit soudet A[2]+ A[3]+ A[4]. Tomuto tiseku pole A odpovida
interval indexti [2, 5), tento soucet je tedy roven hodnoté S[5]—S[2]. Pro vySe uvedené
pole A a jemu odpovidajici pole S mame A[2]+ A[3]+ A[4] = 3+4+4 = 11 a zéroven
S[5] — S[2] = 14 — 3 = 11.

Prefixové soucty v 2D

Velmi podobnym zpisobem si mizeme piedzpracovat také dvojrozmérné pole
¢isel A[0...7—1,0...s—1], abychom dokazali v konstantnim ¢ase uré¢it soucet ¢isel
v libovolné obdélnikové oblasti. Budeme opét vytvaret v jistém smyslu prefixové

* Cislo x je nejmensi ¢islo, které jesté patii do polouzavieného intervalu [x,%);

¢islo y je nejmensi Cislo, které do néj jiz nepatii.
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soudty. Vytvorime si pole S[0...r,0...s], pro néz bude platit, ze hodnota S[i, j] je
rovna souctu prvki, které lezi v prvnich ¢ fadcich a zaroven v prvnich j sloupcich
pole A. Jinymi slovy, S[i, j] bude soucet téch A[z,y], pro které = € [0,4) a zdroven
y €[0,5).

Na obrazku si ukézeme, jak pomoci pole S uréime soucet Cisel v libovolné
obdélnikové oblasti:

0 51 52

-

(A1

T2

v

Zajima nas soucet vybarvené oblasti. Pfimo zname soucet ¢isel v obdélniku od
rohu (0, 0) po pravy dolni roh vybarvené oblasti — ten udava hodnota S|rq, s3]. Od ni
ale potiebujeme odecist soucet v nevybarvenych ¢astech pole A. Soucet v levé ¢asti
(obdélniku s ro Fadky a s; sloupci) udava hodnota S[ra, s1]. Podobné S[ri, sa] je
rovno sou¢tu v horni ¢asti. VSimnéme si nyni hodnoty S[ra, s2] — S[re, s1] — S[r1, s2].
To je skoro pfesné to, co chceme: od souctu celého obdélnika jsme odecetli ty c¢asti,
které nechceme. AZ na jeden problém — maly obdélnik vlevo nahofe jsme odecetli
dvakrat. To jesté musime napravit tim, ze ho k vysledku opét pri¢teme. Spravny
vzorec pro soucet vybarvené oblasti je tedy: S[ra, s2] — S[ra, s1] — S[r1, s2] +S[r1, s1].

Druhou otézkou je, jak vlastné budeme hodnoty v poli S pocitat. Odpovéd je
celkem jednoduché — plné stejné! Jak bychom pomoci vySe uvedeného vzorce (tedy
se znalosti pole S) ur¢ili hodnotu umisténou na poli¢ku (r,s) v poli A?

Alr,s] =S[r+1,s+1] = S[r+1,s] — S[r,s+ 1] + S[r, s].
Tento vztah muzeme upravit do podoby:
Slr+1,s+1] = A[r,s] + S[r+1,s] + S[r,s + 1] — S[r, 5].

Tim dostaneme vzorec, pomoci néhoz spoéitdme S[r + 1,s + 1] z pfedchézejicich
hodnot. Zkuste si sami nakreslit podobny obrazek, jaky jsme ukazali vyse, a roz-
myslet si, co vlastné pocitd tento novy vzorec — z jakych c¢asti skladddme hodnotu
Sir+1,s+1].

Maéme-li tedy pole o rozmérech r X s, takto ho dokdzeme v ¢ase O(rs) predzpra-
covat a nasledné muzeme v konstantnim ¢ase urcit soucet jeho libovolné obdélnikové
oblasti.
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Otoceni roviny

V nasi tloze potfebujeme néco podobného, jako jsme si praveé ukézali: pro danou
kfizovatku a dané d potfebujeme umét rychle urcit, kolik kavaren lezi v prislusném
okoli dané krizovatky.

Mg¢jme tedy dvojrozmérné pole. Kazdé policko tohoto pole bude odpovidat jed-
né krizovatce a bude na ném zapsana 0 nebo 1 podle toho, zda je na dané kiizovatce
kavarna. KdyZ si zvolime konkrétni d (v pfikladu niZe je d = 3) a chceme spodci-
tat kavarny v dosahu konkrétni kiizovatky, potiebujeme zjistit soucet vsech prvki
v oblasti nasledujiciho tvaru:

Tato oblast ma sice v principu tvar ¢tverce, jenom jeho strany bohuzel nejsou
rovnobéZné se souradnicovymi osami. Vzorce pro dvojrozmérné prefixové soucty by
bylo mozné vhodné upravit i pro takto otocené ctverce, my si ale ukdzeme jiny
trik: oto¢ime si vhodné cely Manhattan a potom pouzijeme obycejné dvojrozmérné
prefixové soucty. Policko, které je nyni na soufadnicich (p,¢), nové umistime na
soufadnice (p + ¢,p — q). To, co dostaneme, bude vypadat takto:

Snadno se presvédcime, ze po této transformaci konkrétnimu d odpovida oby-
Gejny ¢tverec o rozmérech (2d + 1) x (2d + 1).

Na uloZeni transformované tabulky n x n potifebujeme pole velikosti pfiblizné
(2n) x (2n). Popsané ptedzpracovani m4 tedy ¢asovou i pamétovou slozitost O(n?).
Lepsi FeSeni puvodni tlohy

Pomoci pravé popsaného (nebo podobného) predzpracovini ted mizeme snad-
no zlepsit nase feSeni soutézni tlohy.

Pro kazdou kiizovatku plati, ze optimalni d je mensi nez 2n. Uvazujme ny-
ni ptvodni feSeni, které pro kazdou kfizovatku postupné zvySuje d. Jestlize misto
hrubé sily pouzijeme nasSe predzpracovani, budeme umét vyhodnotit konkrétni d
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v konstantnim ¢ase. ReSeni bude mit ¢asovou slozitost O(n?), nebot pro kazdou
z n? kiizovatek vykondme nejvyse 2n krokt. (Casova sloZitost piedzpracovani je
zanedbatelnd oproti ¢asové slozitosti druhé ¢asti algoritmu.)

Toto feSeni muzeme dale vylepSit. Stac¢i si uvédomit, ze misto sekvencéniho
zkouseni vSech moznych d mtzeme optimélni hodnotu urcit binarnim vyhledavanim.
Takové Teseni tedy ziskd odpovéd pro konkrétni kiizovatku v ¢ase O(logn). Jeho
celkova ¢asova sloZitost je proto O(n?logn).

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int K, N;
vector<vector<int> > A, SA, ans;

int soucet(int r, int s, int d) {
int r1 = max(0, r+s-d), ci1 = max(0, r-s+N-1-d),
r2 = min(2*N-1, r+s+d+1), c2 = min(2*N-1, r-s+N-1+d+1);
return SA[r2] [c2] - SA[r2][c1] - SA[r1]([c2] + SA[r1][ci]l;
}

int main() {
// Na&teme vstup a pfitom rovnou transformujeme soufadnice
cin >> K >> N;
A.resize( 2%N-1, vector<int> (2*N-1,0) );
for (int r=0; r<N; ++r)
for (int s=0; s<N; ++s)
cin >> A[r+s] [r-s+N-1];

// Spo&itéame 2D prefixové soulty
SA.resize( 2#N, vector<int>(2*N,0) );
for (int r=0; r<2xN-1; ++r)
for (int s=0; s<2*N-1; ++s)
SA[r+1][s+1] = SA[r+1][s] + SA[r]l[s+1] - SA[r]l[s] + A[r]l[s];

// Pro kazdou k¥iZovatku urcime odpovéd v logaritmickém Case
// binarnim vyhledavanim
ans.resize( N, vector<int>(N,0) );
for (int r=0; r<N; ++r)
for (int s=0; s<N; ++s) {
if (A[r+s][r-s+N-1] >= K) continue; // Pro toto poliZko je odpovéd O
int 1lo=0, hi=2#N; // Invariant: lo < spravna odpovéd < hi
while (hi - 1o > 1) {
if (soucet(r,s,(lo+hi)/2) >= K)
hi=(lo+hi)/2;
else
lo=(lo+hi)/2;
}
ans[r][s] = hi;

}

for (int r=0; r<N; ++r)
for (int s=0; s<N; ++s)
cout << ans[r][s] << (s==N-1 7 "\n" : " ");
return 0O;
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Vzorové reSeni

Naposledy uvedené feseni je témér optimalni. Ukazeme si ale jeSté lepsi feSeni.
Jeho ¢asova slozitost bude O(n?), coz je zjevné optimalni — vzdy musime aspoti na
zac¢atku vypoctu nacist cely vstup a na konci vypsat vystup a uz jen k tomu musime
provést O(n?) kroki.

Oproti predchozim feSenim budeme potiebovat jesté jedno nové pozorovani.
Predstavme si, ze pro néjakou kiizovatku uz vime, ze k tomu, abychom méli v jejim
dosahu aspon k kavaren, potiebujeme vzdalenost d. Nyni nas bude zajimat odpovéd
pro sousedni kiizovatku. Jak se mize lisit od d?

Pomérné ziejmy je nasledujici argument: pro sousedni kiizovatku nam urcité
postaci dosah d + 1. MizZeme totiz prvnim krokem pfejit na pavodni kfizovatku a
odtud dalsimi d kroky dosdhnout libovolné z aspon k kavaren. Nova hledana hodnota
je tedy nejvyse o 1 vétsi nez ta, kterou jsme pravé spocitali.

Stejnou tvahu ale mtizeme provést i opaénym smérem — odpovéd pro ptivodni
kiizovatku je nejvyse o 1 vétsi nez odpovéd pro novou, s ni sousedici kfiZzovatku.
Dostavame tudiz nasledujici zavér: v poli, které mame vypsat na vystup, se libovolné
dvé sousedni hodnoty lisi nejvyse o 1.

Toto pozorovani nam pomuze zpracovavat kiizovatky v konstantnim case. Kdyz
uz pro néjakou kiizovatku vime, Ze odpovéd je d, potom pro sousedni k¥izovatku
nem4 smysl bindrné vyhleddvat odpovéd na celém intervalu [0, 2n). Misto toho staci
postupné vyzkouset odpovedi d — 1, d a d + 1.

Celkové miizeme shrnout toto nové feSeni: Na zacatku vypoétu né&jak (klidné
i vhodnou hrubou silou) zjistime spravnou odpovéd pro kfizovatku v levém hor-
nim rohu. Potom postupné po fadcich zpracovavame ostatni kiizovatky. Pro kazdou
z nich se podivime na sousedni uz zpracovanou kfiZzovatku, ¢imz ziskdme odhad,
jakou odpovéd hledat. Potom v konstantnim ¢ase (pomoci 2D prefixovych soucti)
dopocitame jeji presnou hodnotu. Takto dostaneme feSeni se slibovanou ¢asovou
slozitosti O(n?).

// Zm&na na ¥eSeni s Casovou sloZitosti 0(n~2)
// Pro kazdou k¥iZovatku kromé prvni urcime odpovéd v konstantnim Case
for (int r=0; r<N; ++r)
for (int s=0; s<N; ++s) {
if (r==0 && s==0) {
while (soucet(r,s,ans[r][s]) < K)
++ans [r] [s];
} else {
int prevd = (s==0 ? ans[r-1][s] : ans[r][s-11);
for (int d = prevd-1; d <= prevd+l; ++d)
if (d>=0 && soucet(r,s,d) >= K)
{ ans[r][s]=d; break; }

}

Pridavek na zavér: obdélnikové vstupy

V této soutézni tloze byl Manhattan imyslné ¢tvercovy, abychom vam ulehéili
navrh algoritmu a analyzu jeho ¢asové slozitosti. Ulohu vsak dokazeme fesit se stej-
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nou ¢asovou slozitosti (linedrni vzhledem k velikosti vstupu) pro vstupy libovolného
obdélnikového tvaru.

Ukézeme si nejprve, v ¢em je problém. Ptedpoklddejme, Ze jsme na vstupu
dostali obdélnik o rozmérech r x s. Kdybychom implementovali vysSe popsané feseni,
dostali bychom ¢asovou i pamétovou slozitost algoritmu O((r + s)?). Pro stale jesté
rozumné velké, ale vyrazné protahlé obdélniky (naptiklad pro 10 x 10) je toto
feSeni jiz prakticky nepouzitelné: O((r + s)?) je fadové horsi slozitost nez teoreticky
optimalni O(rs).

Existuje vSak vice zptlisobl feSeni, které této optimalni casové slozitosti dosa-
huji i pro vstupy libovolného obdélnikového tvaru. Jednou moznosti je predchazejici
feseni upravit tak, abychom si z tabulky 2D prefixovyjch sou¢ti pamatovali jen pod-
statné Gasti. (Rozmyslete si, Ze zédlezi na tom, zda vstup pfi transformaci oto¢ime
,0 45°¢ doleva nebo doprava. Je tfeba zvolit tu spravnou moznost.)

Jiné mozné feseni: Vystacime s jednorozmérnymi prefixovymi soucty, ale za-
to dvou typt: budeme mit zvlast prefixové soucty pro kazdou thlopficku vedouci
smérem doleva dolt a zvlast pro kazdou thlopficku vedouci doprava dold. Takovéto
prefixové soucty si miizeme spocitat v ¢ase O(rs). Pomoci téchto prefixovych soucti
pak dokézeme v konstantnim c¢ase libovolny ,,Sikmy ¢tverec“ o jedna zmensit, zveétsit,
posunout doprava nebo posunout doli — a samoziejmé si pokazdé prepocitat, kolik
kavaren nyni obsahuje.

P-I-4 Mimozemské pocditace

a) (3 body) Mimozemstané ndm dodali salovy KSP, jehoz funkce kruzni-
ce(n,E) rozhoduje problém existence hamiltonovské kruznice v daném neoriento-
vaném grafu. Chceme pomoci ni rozhodnout, zda dany graf G obsahuje néjakou
hamiltonovskou cestu.

Nejprve se zamyslime nad jednodussi variantou tlohy: Jak pomoci naseho sé-
lového KSP zjistit, zda v grafu G existuje hamiltonovska cesta, ktera zac¢ina v kon-
krétnim vrcholu u a konéi v konkrétnim vrcholu v?

Zac¢neme chybnym feSenim: Do grafu G pfidame hranu uv (pokud tam jesté
neni) a na upraveny graf zavoldme funkci kruznice. Pro¢ je toto FeSeni chybné?
Proto, ze v grafu G mohla existovat jiz predtim jind hamiltonovska kruZnice, kterd
hranu wv neobsahuje. Salovy KSP by pro takové grafy vzdy rozsvitil zelené svétlo,
coz je Spatné — zdaleka ne kazdy takovy graf obsahuje hamiltonovskou cestu z u do
v. (Napfiklad necht G je kruznice vedouci postupné ptes vrcholy 0 az 5 a necht u = 0
av=a3.)

Nyni si uz ukdzeme feSeni spravné. Necht mé graf G prévé n vrcholi oéislo-
vanych od 0 do n — 1. Pfiddme do grafu novy vrchol n a hrany nu a nv. Na tento
novy graf zavolame funkci kruznice. Snadno ukazeme, Ze toto feseni je skutecné
spravné. Je-li v puvodnim grafu hamiltonovska cesta z u do v, pak spole¢né s novy-
mi hranami nu a nv dostaneme hamiltonovskou kruznici v novém grafu. A naopak,
je-li v novém grafu hamiltonovska kruznice, jisté prochéazi vSemi vrcholy, tedy i vr-
cholem n. ProtoZe z vrcholu n vedou jen dvé hrany (nu a nv), musi obé lezet na
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této kruznici. Zbytek této hamiltonovské kruznice odpovidéa v ptivodnim grafu praveé
hamiltonovské cesté z u do v.

Popsané feseni nyni snadno upravime na feSeni nasi soutézni tlohy. Kdyz je
nam jedno, mezi kterymi dvéma vrcholy grafu G hamiltonovské cesta vede, jednodu-
Se novy vrchol n spojime se vSemi. Zdtivodnéni spravnosti je stejné jako v minulém
feSeni: Jestlize ptivodni graf obsahoval hamiltonovskou cestu, novy zjevné obsahuje
hamiltonovskou kruznici. A naopak, jestlize novy graf obsahuje kruznici, odstranime
z ni vrchol n a vidime, ze ptvodni graf musel obsahovat cestu.

def cesta(n,E):
# Na vstupu dostaneme graf G jako seznam hran,
# pridame do néj hrany mezi plvodnimi vrcholy a novym vrcholem n
E += [ (n,i) for i in range(n) ]
# a zavolame funkci kruznice(), kterd rozsviti spravné svétlo
kruznice(n+1,E)

b) (3 body) Mimozemstané nam dodali sdlovy KSP, jehoZ funkce cesta(n,E)
rozhoduje problém existence aspon jedné hamiltonovské cesty v daném neorientova-
ném grafu. Chceme pomoci ni rozhodnout, zda dany graf G obsahuje hamiltonovskou
kruznici.

Ve studijnim textu jsme tuto tlohu vyftesili na kufiikovém KSP. To bylo celkem
pohodlné: postupné pro kazdou hranu jsme se kuffiku na néco zeptali, dozvédéli jsme
se odpoveéd a podle ni jsme pokracovali dale. Nyni ale tento luxus nemdme, funkci
cesta muzeme zavolat jenom jednou.

Hamiltonovska kruznice je skoro totéz jako cesta, pouze navic za¢ind a konéi
ve stejném vrcholu. My bychom tedy radi nasemu silovému KSP polozili otdzku
typu: ,,Existuje v tomto grafu hamiltonovska cesta z vrcholu 0 do vrcholu 07“ To
sice nemuzeme udélat pfimo, ale potfebny trik nebude vibec slozity.

Nejprve si opét ukazeme feseni, které sice jde spravnym smérem, ale neni jesté
korektni. Do grafu G pfiddme novy vrchol n. Tento novy vrchol bude kopii vrcholu
0: spojime ho tedy hranami pravé s témi vrcholy, s nimiz je spojen vrchol 0. Na novy
graf zavolame funkci cesta.

V ¢em je chyba tohoto feSeni? V tom, Ze jsme si nijak nevynutili, aby nalezena
cesta vedla z vrcholu 0 do vrcholu n. Vezméme napiiklad graf G, ktery ma n = 3
vrcholy a jen dvé hrany: 01 a 02. Tento graf zjevné hamiltonovskou kruznici neob-
sahuje, ale kdyz zdvojime vrchol 0, dostaneme graf obsahujici hamiltonovskou cestu
(dokonce i kruznici).

Jak tedy naSe Teseni opravime? Musime si vynutit, aby hamiltonovska cesta
vedla z 0 do n. Pfidame proto do grafu jesté dva nové vrcholy: n+1 a n+ 2. Vrchol
n + 1 spojime s vrcholem 0 a vrchol n 4 2 s vrcholem n.

V upraveném grafu G’ mame dva nové vrcholy stupné 1: jsou ton+1 an+ 2.
Jelikoz takovymto vrcholem nemize hamiltonovska cesta prochdzet, musi v jednom
z nich zaéinat a ve druhém konéit. Jestlize tedy v grafu G’ existuje néjaka hamilto-
novska cesta, pak na jejich koncich jsou nutné hrany zn+1do 0 az n+ 2 do n.
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Zbytek této hamiltonovské cesty proto tvofi cestu z vrcholu 0 do vrcholu n, proché-
zejici praveé jednou kazdym z vrcholt 1 az n — 1. Tato cesta odpovida hamiltonovské
kruznici v pavodnim grafu G.

Opacnéa implikace je zfejma: pokud G obsahoval hamiltonovskou kruznici, tak
z ni snadno sestrojime hamiltonovskou cestu v ndmi sestrojeném grafu G’.

Na néasledujicim obrazku vidime vlevo graf G' s hamiltonovskou kruznici, vpravo
z ného vytvofeny G’ a odpovidajici hamiltonovskou cestu.

def kruznice(n,E):
# Na vstupu dostaneme graf G jako seznam hran
# Sestrojime si seznam sousedd vrcholu 0
sousede0 = []
for x,y in E:
if x==0: sousede0.append(y)
if y==0: sousede0.append(x)
# Do grafu pridame novy vrchol n, ktery je kopii vrcholu O
E += [ (n,x) for x in sousedeO ]
# a jesté dva nové vrcholy, které slouzi jako konce cesty
E += [ (0,n+1), (n,n+2) ]
# Na konci zavolame funkci cesta(), kterd rozsviti spravné svétlo
cesta(n+3,E)

¢) (4 body) Mimozemstané ndm dodali kuffikovy KSP, jehoz funkce jménem
je_3_obarvitelny(n,E) rozhoduje problém existence obarveni zadaného grafu tie-
mi barvami. My jsme na vstupu dostali 3-obarvitelny graf G a chceme v polynomi-
alnim case jedno platné obarveni sestrojit.

Zacneme nazornym FeSenim, které je ale trosku naro¢néjsi na implementaci;
pozdéji si ukdzeme, jak lze podobné feseni implementovat snaze.

Do grafu G pridame tfi nové vrcholy a oznacime je a, b, c. Tyto tfi nové vrcholy
spojime kazdy s kazdym. Tim jsme jisté 3-obarvitelnost grafu G nepokazili. Zaroven
vime, ze vrcholy a, b a ¢ musi mit navzajem ruzné barvy. Bez Gjmy na obecnosti
necht a dostane barvu 0, b barvu 1 a ¢ barvu 2.

Nyni vezmeme libovolny vrchol v grafu G. Vyzkousime postupné tfi moznosti:
®  spojime hranami s vrcholy a a b
® ¢ spojime hranami s vrcholy a a ¢
® p spojime hranami s vrcholy b a ¢

Pro kazdou z téchto moznosti zavolanim funkce je_3_obarvitelny zjistime,

zda lze dotyCny graf obarvit tfemi barvami. Protoze v puvodnim grafu takové obar-
veni existovalo, bude nutné existovat aspoil pro jeden z novych grafi. Ten si tedy
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ponechdame (¢imz je zafixovana barva vrcholu v v kazdém platném obarveni) a po-
kracujeme dale.

Kdyz takto postupné zpracujeme vSechny vrcholy grafu G, budeme mit se-
strojeno jeho platné obarveni. Celkem jsme k tomu potfebovali 3n volani funkce
je_3_obarvitelny a pro kazdé z nich jsme vstup sestrojili v polynomialnim case
(pfi vhodné implementaci dokonce v konstantnim).

Ukazeme si jesté reSeni se snadnéjsi implementaci. TFi pomocné vrcholy vibec
nebudeme potiebovat. Jednoduse stac¢i postupné pro kazdou dvojici x,y vrchola
grafu G (a to v libovolném poradi) vykonat nésledujici operaci: ,pokud pfidani
hrany zy do grafu G nepokazi jeho 3-obarvitelnost, tak ji tam pridej“.

A7z cely tento cyklus probéhne, nutné skonéime s grafem G’, ktery mé (aZ na
zdménu Cisel barev) jediné platné obarveni a plati v ném, Ze dva vrcholy maji stejnou
barvu pravé tehdy, kdyz nejsou spojeny hranou.

Pro¢ je tomu tak? Vezméme si libovolnou dvojici vrcholi, které na konci nejsou
spojeny hranou. Tuto dvojici jsme nékdy béhem vypoctu algoritmu zpracovévali.
Kdyz jsme tehdy hranu vedouci mezi nimi do grafu nepridali, znamena to, ze uz
tehdy ve vSech pripustnych obarvenich mély doty¢né dva vrcholy stejnou barvu.
V algoritmu pouze pfiddvame do grafu nové hrany, tedy nova omezeni na obarveni
vrchold. Pfi tom ndm mohou platnd obarveni grafu pouze ubyvat, nikdy nepfibudou
zadné nova. Proto ani na konci béhu algoritmu nemohou mit doty¢né dva vrcholy
rizné barvy.

Implementace algoritmu je skute¢né jednoducha:

def obarvi(n,E): # Na vstupu dostaneme graf G jako seznam hran

# Pro kaZdou dvojici vrcholt zkusime pfidat hranu mezi nimi
for x in range(n):
for y in range(x):
if je_3_obarvitelny(n,E + [(x,y)]):
E += [(x,y)]

# Hrubou silou rozdélime vrcholy na barvu O a ostatni
barva0 = [ x for x in range(n) if (not (0,x) in E) and (not (x,0) in E) ]
barvyl2 = [ x for x in range(n) if not x in barva0O ]

# A znovu hrubou silou rozdélime ostatni na barvu 1 a 2
if len(barvyl2) > O:
vl = barvy12[0]
barval = [ x for x in barvyl2 if (mot (v1,x) in E) and (not (x,vl) in E) ]
barva2 = [ x for x in barvyl2 if not x in barval ]
else:
barval, barva2 = [], []

return (barvaO,barval,barva2)

Pro vétsi ndzornost je tato implementace timyslné neefektivni, nebot pro hod-
noceni soutézni tlohy je to jedno. Uvédomme si ale napfiklad, Ze v jazyce Python ma
pro seznamy operator in linearni ¢asovou slozitost. Také pii kazdém volani funkce
je_3_obarvitelny se zbytecné vytvari kopie celého seznamu hran. Rozmyslete si,
jak by bylo moZné implementovat toto feSeni efektivnéji.
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