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Resent ailoh ustredniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Vodovodni sit

Jako prvni si piedvedeme feseni, jehoz ¢asova slozitost je O(N?). Pro kazdé
k=1,...,N — 1 budeme hledat dvojice hodnot (cg,d)) takovych, Ze mezi mésty
s Cisly 1 az k + 1 1ze postavit vodovody v cené dj, a zaroven plati:

® pokud ¢, > 0, pak mezi mésty s éisly k a k + 1 je postaven vodovod a sit
vodovodu postavenad mezi mésty s ¢isly 1 az k umoziiuje transportovat cy
jednotek vody z mésta s ¢islem k do mésta s ¢islem k + 1,

® pokud ¢, = 0, pak sit vodovodl postavend mezi mésty s éisly 1 az k je
dostatecna k zasobovani téchto mést vodou, a

® pokud ¢, < 0, pak mezi mésty s Cisly k a k + 1 je postaven vodovod a
k dostateénému zasobovani mést s Cisly 1 az k je potieba transportovat
—cj jednotek vody z mésta s ¢islem k + 1 do mésta s Cislem k.

Dvojici hodnot (cg, dy), kterd mé vyse uvedené vlastnosti, nazveme k-pfipustnou.

Povsimnéme si, ze nemusime hledat vSechny piipustné dvojice hodnot. Pokud
(ck1,di1) a (ck2,dk2) jsou k-pFipustné dvojice a plati cx1 > cpo a di1 < dia,
pak v libovolném feSeni, kde vodovodni sit mezi mésty 1 az k + 1 odpovidéa dvojici
(¢k,2,dk,2), 1ze tuto sit nahradit vodovodni siti odpovidajici dvojici (c,1,dk, 1), aniz

by se zvysila cena vodovodni sité. Na§ program pro kazdé k£ = 1,...,N — 1 na-
lezne seznam k-pfipustnych dvojic (cx1,dk1),-- -, (Ck.e, di,¢) takovy, ze pro kazdou
k-piipustnou dvojici (e, di) existuje i € {1,...,¢} takové, ze ¢, < cx; a di > di,.

Pokud je toto splnéno, mtizeme pfedpokladat, Ze optimélni feSeni pro propojeni mést
s Cisly 1 az k + 1 pouziva sit vodovodt odpovidajici nékteré dvojici ze seznamu.

Déle mzeme piedpokladat, ze cx1 < ... < cpe a dpa < ... < dpy (jinak
Ize nékterou z dvojic vynechat, aniz bychom porusili vlastnost uvedenou v minulém
odstavci). Tato skutecnost nds vede k tomu, Ze k-pfipustné dvojice budeme mit
setfidéné dle prvni (a tedy i druhé) soufadnice.

Nyni popiseme samotny algoritmus. K urceni seznamu 1-piipustnych dvojic,
rozlisime dva pfipady. Pokud a; < 0, pak prvni mésto musi byt napojeno na druhé
mésto a jedind 1-pfipustna dvojice je (a1, b1). Pokud a1 > 0, pak prvni mésto muze-
me, ale nemusime, s druhym méstem propojit. Tedy mame dvé 1-pfipustné dvojice:
(0, O) a (al, bl)

Predpokladejme, Ze jsme jiz nalezli seznam k-pfipustnych dvojic s vyse uve-
denymi vlastnostmi a tento seznam je (cx1,dk1);-- -, (Cke, di,e). VSechny dvojice
(chitars1,dri+bry1),i=1,...,¢, jsou (k+1)-ptipustné, nebot odpovidaji rozsireni
sité vodovodi mezi mésty s ¢isly 1 az k+1 o vodovod mezi mésty s ¢isly k+1 a k+2.
Navic, pokud ig je nejmensi index takovy, ze —c iy < @11, pak i dvojice (0, dx )
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je (k+ 1)-pfipustné. Pokud takovy index i neexistuje, pak hledany seznam (k + 1)-
ptipustnych dvojic je (cx1+ak+1, di1+0k+1), - - -, (CheFakt1, di g +br+1). Pokud ta-
kovy index ig existuje, pak hledany seznam (k+1)-pfipustnych dvojic je tento seznam
vznikly rozsifenim o dvojici (0, dy ;,) a vynechanim dvojic (ck,; + agx+1,dk,i + bky1)
S Cri+ akr1 <0ady; +bpr1 > digy)-

Nyni pfedpokladejme, Ze jsme nalezli seznam (N —1)-p¥ipustnych dvojic. Pokud
10 je nejmensi index takovy, ze —cn_1,;, < an, pak nejmensi cena vodovodni sité,
kterd spliuje podminky zadani, je dy—1,4, a program tedy vypise ¢islo dy_1 4, na
vystup. Vzhledem k omezenim na vstup ze zadéni vime, ze feSeni vzdy existuje.

Podivejme se blize na ¢asovou analyzu naseho algoritmu. V kazdém kroku do
seznamu pripustnych kroka pridame nejvyse jednu dvojici a nékteré dvojice pripadné
vynechame. Tedy seznam k-pripustnych dvojic vzdy obsahuje nejvyse k+1 prvku. Pri
zpracovani seznamu musime ke kazdé dvojici ze seznamu pricist hodnoty ax41 a bg41
a pripadné pridat do seznamu jednu dvojici a nékteré dvojice odebrat. Pfimocara
implementace tohoto postupu vede k feSeni, které vyzaduje cas linearni v délce
seznamu v daném kroku, a tedy celkové ¢asové slozitost naseho feSeni je O(N?).
Pamétova slozitost je O(N).

Pokusme se ¢asovou slozitost navrhovaného feseni zlepsit. Vzhledem k tomu, ze
pracujeme se setfidénymi posloupnostmi, ve kterjch potfebujeme vyhledavat, pfiro-
zené se nabizi pouziti bindrnich vyhledévacich stromt. Problémem je implementace
operace simultanniho pficteni hodnot ke vS§em prvktm ve stromé. Za timto tcelem
si zavedeme zvlastni proménnou, kterd bude urcovat, o kolik se hodnoty ve stromé
lis1 od téch, které by tam mély byt, tj., hodnoty, které reprezentujeme, jsou hodnoty
ve stromé zvySené o hodnotu uloZenou v této zvlastni proménné. Operaci simul-
tanniho pricteni pak snadno implementujeme v konstantnim ¢ase zménou hodnoty
této specialni proménné. Hodnoty do stromu pak budeme vkladat snizené o hodnotu
uloZenou v této zvlastni proménné.

Jak jsme jiz uvedli, v kroku algoritmu, kdy vytvafime seznam (k + 1)-pfi-
pustnych dvojic ze seznamu k-pfipustnych dvojic, je délka zpracoviavaného seznamu
nejvyse k+2 < N+1 av kazdém z N —1 takovych krokt do seznamu pridame nejvyse
jeden prvek. V jednom kroku algoritmu potiebujeme: (1) zvysit hodnotu vSech prvki
ve stromé, (2) vyhledat vhodny index ig, (3) pokud takovy index existuje, vlozit
jeden novy prvek do stromu a (4) pfipadné nékteré prvky odstranit ze stromu.
Operace (1), (2) a (3) v jednom kroku algoritmu vyzaduji ¢as O(log N). Operaci
(4) je za cely béh algoritmu provedeno nejvyse N (ale v jednom kroku jich mfize
byt provedeno vice) a kazd4 z nich vyzaduje ¢as O(log N). Celkové ¢asova sloZitost
takto implementovaného algoritmu je pak O(N log N); pamétova slozitost je O(N).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <set>
#include <algorithm>

#define MAXN 1000000

using namespace std;



int a[MAXN];
int b[MAXN];

struct SET_QUAD

{
int c[MAXN] [2]; // voda, cena
int n;
SET_QUAD(): n(0) {}
void insert(int a, int b) {
cnlf0] = a;
c[n][1] = b;
n++;
¥
void increase(int d) {
for (int i = 0; i < nj; i++)
c[il[0] += d;
¥
int best() {
int max = -1;
for (int i = 0; i < nj; i++) {
if (c[i][0] >= 0 && c[il[1] > max)
max = c[i][1];
}
return max;
¥
void write() {
for (int i = 0; i < n; i++)
printf (" (%d, %d) ", c[il[0], c[il[11);
printf ("\n");
T
};
struct SET_LINLOG
{
typedef set<pair<int, int> > S; // voda, cena

typedef S::const_iterator IT;

S s;
int diff;

SET_LINLOG(): diff(0) {}

void insert(int a, int b) {
IT it = s.insert(make_pair(a - diff, b)).first, it2;

while (1) {
// SmaZeme zbytelné pary, mnoZinu udrZujeme uspofadanou podle cen.
if (it != s.begin() && (it2 = it, it->second >= (--it2)->second)) {
// *it je lokalné lepSi nez *(it - 1)
s.erase(it2);
continue;

}

if (it2 = it, (++it2 != s.end()) && (it2->second >= it->second)) {
// *(it + 1) je lokaln& lepSi nez *it
s.erase(it);



it = it2;
continue;

}

break;

¥
void increase(int d) { diff +=d; }

int best() {
IT it = s.lower_bound(make_pair(-diff, 0));
if (it == s.end())
return -1;
return it->second;

}

void write() {
for(IT it = s.begin(); it != s.end(); it++)
printf (" (%d, %d) ", it->first + diff, it->second);
printf ("\n");

};
SET_LINLOG Set;

int main() {
int n, best, price_sum = 0;
scanf ("%d", &n);

for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%d", a + 1i);
if (i '=n - 1) {
scanf ("%d", b + i);
price_sum += b[il;

Set.insert (0, 0);

for (int i = 0; i < n; i++) {

Set.increase(alil);

if(i == n - 1) {
// Jsme na konci
printf ("%d\n", price_sum - Set.best());

}

else if ((best = Set.best()) >= 0) {
// Mizeme provést fez (leva &ast bude OK)
Set.insert (0, best + b[i]);

}

return O;



P-I1I1I-2 Vdavky

Nejjednodussi feseni pouziva myslenku slévani: budeme postupné slévat vSech-
ny fronty (pfipomernime, Ze jsou setfidéné sestupné) do jedné, dokud neodebereme
K prvku. V kazdém kroku vzdy zvolime nejvétsi prvek z prvnich prvki front. Pokud
budeme maximum pfes vSechny fronty hledat napfiklad pomoci haldy, bude celkova
slozitost takového pfistupu O(K log N). S tim se ale samoziejmé nespokojime.

Necht K-ty nejvétsi prvek je x. Zkusme délat vétsi kroky: vSechny fronty si
rozdélme na skupiny néjaké velikosti S > 1 (tuto velikost uréime pozdé&ji) a vyse
popsanym zpusobem odeberme |K/S| skupin, pficemz skupiny porovnivame dle
velikosti jejich prvniho (tedy nejvétsiho) prvku. Prvky, které ve frontach zbudou,
oznacime jako nepouzité. Nyni uvazme prvni prvek p v posledni odebrané skupiné.
Zjevné vSechny nepouzité prvky jsou mensi nez p (jinak bychom pfi odebirani vy-
brali jinou skupinu). Snadno tedy vidime, Ze p je vét$i nebo roven z, protoze pocet
nepouzitych prvki je alespon M — K, kde M je celkovy pocet prvki.

Co miizeme Fict o odebranych skupinich? Nechf jsme z né&jaké fronty postupné
odebrali skupiny si,...,S;. Prvni prvek skupiny s; je vétsi nebo roven p, proto
vSechny prvky ve skupinach si,...,s;_1 jsou vétsi nez prvek x. Skupina s; by ale
mohla obsahovat prvky mensi nez z. Do kazdé fronty tedy vratme posledni skupinu,
kterou jsme z ni odebrali, a ostatni odebrané skupiny prohlasme za zahozené. Je-li
pocet zahozenych skupin z, ve vyslednych frontach tedy chceme nalézt (K — 25)-ty
nejvétsi prvek. Nyni mtzeme cely postup opakovat s K := K — zS a s néjakou mensi
hodnotou kroku S.

V programu tedy nejprve zvolime S jako nejvétsi mocninu dvojky mensi nez K,
provedeme vySe popsany postup, zmensime S na polovinu, a toto opakujeme, dokud
S > 1. V posledni iteraci, kdy S = 1, odebirdme jednotlivé prvky, postupujeme tedy
stejné jako v prvnim algoritmu. Program tedy vzdy skon¢i a vrati x.

Zbyva urcit jeho slozitost. V kazdé iteraci zahodime alespoit max(|K/S|-S —
N - S,0) prvki, pro aktudlni hodnoty K a S, proto prvki vétsich nez x zbude do
pristi iterace nejvySe (N + 1) - S. V nésledujici iteraci tak odebereme maximélné
(N +1)-5/(S/2) = 2(N + 1) skupin (tento odhad plati i pro prvni iteraci, kde diky
volbé pocéateéni hodnoty S odebereme nejvyse dvé skupiny). ProtoZe odebrani jedné
skupiny trva O(log N) a celkovy pocet iteraci je O(log K), ziskdvame tak celkovou
slozitost O(N log K log N).

Na zavér zmilime, Ze existuje FeSeni pracujici v ¢ase O(N log K), o kterém se
navic da dokazat, zZe je optimalni, svou slozitosti vSak presahuje ramec olympiady.

#include <vector>
#include <queue>

struct princ {
int s; // skupina princi
int i; // pozice ve skupiné&

};

bool operator<(const princ &prvni, const princ &druhy)

{



return bohatsi (druhy.s+1, druhy.i+l, prvni.s+1, prvni.i+1) < 0;

}

int main(int argc, char* argv([])
{

// na&teme vstup

int N, K;

scanf ("%d%d", &N, &K);

std: :vector<int> pocty(N);
for (int i=0; i<N; i++) {

scanf ("%d", &poctyl[il);
}

// najdeme nejbliz8i niZsi mocninu dvojky
int S = 1;
while (2%3 <= K)

S *= 2;

// halda nam pomtiZe hledat frontu s nejbohatSim princem
std::priority_queue<princ> halda;

std::vector<int> pozice(N, 0);
while (S >= 1) {
// vymaZeme haldu
halda = std::priority_queue<princ>();

for (int i=0; i<pozice.size(); i++) {
// vratime posledni skupinu, pokud to lze
if (pozicel[il > 0) {
pozice[i] -= 2xS;
K += 2xS;
}
// a naplnime haldu
princ p = { i, pozicelil };
halda.push(p);
}

// zkouSime se pfiblizit k hledanému princy po krocich velikosti
for ( ; K-S >0; K-=29) {

princ p = halda.top();

halda.pop();

p.i = pozicelp.s] += S;
if (p.i < poctylp.s]) {

halda.push(p);
}

S /= 2;
}
// hledany princ je nyni na vrcholu haldy
// dosli jsme k nému po K-1 krocich velikosti 1

princ hledany = halda.top();
printf ("/%d %d\n", hledany.s+1, hledany.i+1);

return O;



P-II1I-3 Log-space programy

a) Nejprve si vSimneme, Ze v logaritmickém prostoru dokéZeme obejit jeden
cyklus a najit jeho nejmensi prvek. Pak uz staci projit vsechny prvky permutace a
pro kazdy z nich zjistit, jestli je nejmensim prvkem cyklu, na némz lezi. Takto kazdy
cyklus zapocitame pravé jednou.

var n: integer; { zadana permutace }
P: array [1..100] of integer;
c: integer; { poCet nalezenyjch cykld }
i, j, m: integer; { pomocné proménné }
begin
c :=0;
for i := 1 to n do { i = zkoumany prvek }
begin
j o= 1; { pomoci j kraéime po cyklu }
m := ij; { m = nejmensi prvek cyklu }
repeat
if j < m thenm := j;
j = PLjl;
until j = i;
if m = i then ¢ := c+1;
end;
end.

b) Jelikoz mezi kazdymi dvéma vrcholy u a v stromu existuje pravé jedna cesta
(bez opakovani vrcholll), sta¢i zjistit, které hrany na této cesté lezi, a spocitat je.
Hranu na cesté z u do v pfitom poznédme snadno: jejim odstranénim se u a v ocitnou
v riznych stromech.

Postaci tedy probirat jednu hranu za druhou a pokazdé spustit vzorové feSeni
tlohy P-II-4b z krajského kola, upravené tak, aby vybranou jednu hranu ignorovalo.
K tomu nam jisté postaci logaritmické mnozstvi paméti.

Tim je tloha vyresena. PopiSeme nicméné jesté jeden pristup, ktery ndm do-
konce dovoli cestu pfimo sestrojit.

Opét vyjdeme z Feseni tlohy P-II-4b. Pfipomeneme si, Ze jsme v ném po-
stupnym ,,obchidzenim® hran stromu dosli z vrcholu v do vrcholu v. Jinymi slovy,
sestrojili jsme sled z u do v — tak se Tika posloupnosti na sebe navazujicich hran,
v niz se mohou vrcholy i hrany libovolné opakovat.

Pomoci sklddani log-space programt, které jsme odvodili v domacim kole,
zkombinujeme funkci generujici sled s novou funkci, ktera z libovolného sledu z u
do v vyrobi cestu z u do v.

Méjme sled u = t1,t3,...,tr = v. Pokud se v ném zadny vrchol neopaku-
je, neopakuji se ani hrany, takZze mame cestu. V opa¢ném pripadé najdeme néjaky
vrchol w, ktery se opakuje. Necht ¢; je jeho prvni vyskyt a ¢; posledni. Potom
t1, ..., tiz1,t, ..., tg je néjaky kratsi sled z u do v (z ptivodniho sledu jsme ,vy-
stfihli“ uzavieny sled z w do w).



N4&s algoritmus tedy bude prochézet dany sled vrchol po vrcholu, pokazdé ovéri,
jestli se dany vrchol opakuje, a pokud ano, vystfihne vSechny vrcholy od prvniho
vyskytu do posledniho. JelikoZ vystfizenim nemohou pribyvat nova opakovani, staci
sled projit jednou zleva doprava.

{ Vrati i-tou hranu sledu nalezeného ¥eSenim P-II-4. Za koncem sledu vraci -1. }
function sled(i: integer): integer;

var d: integer; { nalezena vzdalenost }
i, j, k: integer; { pomocné proménné }
begin
d := 0;
i=1; { i = pozice ve sledu }
while sled(i) <> -1 do
begin
d := d+1;
j o= 1i; { hledame dalsi vyskyty téhoz vrcholu }
k := sled(i); { k = aktualni vrchol }
while sled(j) <> -1 do
begin
if sled(j) = k then
i = j+1;
j o= e
end;
end;
writeln(d);

end.



