62. ro¢nik Matematické olympiady — 2012/2013
Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Cesta

Necht § = s1,589,...,5N je posloupnost specialit dostupnych v jednotlivych
méstech v poradi dle Flhpovy cesty. Nejprve si rozmysleme, jak rozhodnout, zda lze
realizovat jeden konkrétni dietni plan d = di,dz,...,dy; tedy, zda je d vybranou
podposloupnosti 5. Pokud se d; nevyskytuje v 8, pak dletnl plan d realizovat nejde.
Jinak se kral musi nékde zastavit na specialitu d; a zjevné nic nezkazi tim, ze se
na ni zastavi v prvnim mozném mésté — feknéme i1, kde i; je prvni index takovy,
7e s;; = di (kdyby se na ni pladnoval zastavit az v néjakém pozdéjsim mésté, pak
lze tuto prvni zastavku pfesunout do i1). Na druhou specialitu ds se mtize zastavit
az ve méstech za i1, a opét nic nezkazi tim, Ze se zastavi v prvnim mozném. Tuto
tvahu opakujeme i pro dalsi mésta, dokud bud nedojdeme na konec posloupnosti d
a vime, jak dietni plan realizovat, nebo na konec § a dietni plan realizovat nejde.
V pseudokdédu:

int nejbliz8i_za(int za, int co)
{

int i = za + 1;

while (i <= N && s[i] != co)

i++;
return ij;
}
{
int za = 0, j;
for (j = 1; j <= L; j++)
{
za = nejblizsi_za(za, d[jl);
if (za > N)
{
printf ("Nelze realizovat.\n");
return 0;
}
}
printf ("Lze realizovat.\n");
}

Tento algoritmus pravé jednou projde posloupnosti § i d_: jeho casova slozitost
je tedy O(N + L). Kdybychom ho postupné aplikovali na vSechny dietni plény,
dostédvame FeSeni se slozitosti O(K(N + L)) = O(KN + KL). Zatimco ¢len KL je
omezeny velikosti vstupu, K N muaze byt az kvadratické ve velikosti vstupu.

Povsimnéme si, ze funkce nejbliz§i_za nezavisi na dietnim planu, pouze na
posloupnosti s. Muzeme si tedy predpocitat néjaké pomocné informace, které zrychli
jeji vyhodnocovani. Jednou z moznosti je spocitat si hodnoty této funkce pro vSechny
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mozné kombinace za a co a ulozit si je do dvojrozmérného pole hodnoty. V algorit-
mu pak vracime tyto pfedpocitané hodnoty v konstantnim case. Slozitost rozhodnuti
realizovatelnosti jednoho planu se tim zméni na O(L) a p¥i pouziti na vSechny plany
dostavame slozitost O(KL). Jak spocitdme pole hodnoty? PovSimnéme si, Ze po-
kud s[za + 1] = co, pak hodnoty[za] [co] = za + 1, jinak hodnoty[za] [co] =
hodnoty[za + 1] [co]. Pro kazdou hodnotu co miizeme v linedrnim case vyplnit
pole hodnoty od konce dle téchto vztahti. Mozné hodnoty co jsou od 1 do M a
mozné hodnoty za jsou od 0 do N. Pfedpocet nadm tak zabere ¢as O(NM) a cel-
kové Casova slozitost bude O(NM + KL). Oproti jednoduchému feSeni toto muze
byt rychlejsi, ale pouze kdyz pocet specialit M je vyrazné mensi nez pocet moznych
dietnich plani K.

Ukazeme si nyni dva zpisoby, jak toto Feseni vylepsit tak, aby efektivné zvla-
dalo data velikosti uvedené v zadani.

Vzorové feSeni 1

Zkusme si pfedpocitat néjaké mensi mnozstvi informace, umoznujici ndm rych-
le urcovat hodnoty funkce nejblizsi_za. Hodnota nejbliz8i_za (za, co) zavisi
pouze na tom, na kterych pozicich se co vyskytuje v posloupnosti §. Pfedpo¢itejme
si pro kazdou hodnotu co seznam pozice[co] téchto pozic. Hodnota nejblizsi_za
(za, co) je pak nejmensi prvek v seznamu pozice[co] vétsi nez za, nebo N+1
jestlize takovy prvek neexistuje. Seznam pozic navic pfirozené dostaneme setfidény
v rostoucim poradi, nejmensi prvek vétsi nez za proto muzeme nalézt v logaritmic-
kém case pulenim intervalt.

Seznamy pozice[co] snadno uréime jednim prichodem pies §, jejich vytvo-
feni nam tedy zabere ¢as O(N). Kazdé volani nejblizsi_za (za, co) zabere Cas
O(log N), vyslednd ¢asova slozitost vzorového FeSeni proto bude O(N + K Llog N).
Celkova délka seznami pozice je N a dietni plany muzeme nacitat pribézné, pa-
métova slozitost je proto O(NV).

Poznamenejme, Ze seznamy pozice by bylo mozné reprezentovat i slozitéjsimi
datovymi strukturami. S pouzitim van Emde Boasovych stromiu tak lze dosahnout
Gasové slozitosti O((N + K L)loglog N).

#include <cstdio>
#include <unordered_map>
#include <vector>

using namespace std;

static int N, M, K, L;
static unordered_map< int, vector<int> > pozice;

static int
nejblizsi_za(int za, int co)
{
if (za >= N)
return N;
if (pozice.count(co) == 0)
return N;



vector<int> &apozice = pozicel[co];
int spodni = 0, horni = apozice.size() - 1;

if (apozicel[horni] <= za)
return N;

if (apozice[spodnil > za)
return apozice[spodni];

while (horni > spodni + 1)
{
int stred = (spodni + horni) / 2;
if (apozicelstred] <= za)
spodni = stred;
else
horni = stred;

}

return apozicel[horni];

}

static bool
lze_realizovat(void)
{

int i, za = -1, co;

for (i = 0; i < L; i++)
{
scanf ("%d", &co);
za = nejblizsi_za(za, co);
}
return za < N;

}

int main (void)
{
int i, co;
scanf ("}d%d%d%d", &N, &M, &K, &L);
for (i = 0; i < N; i++)
{
scanf ("%d", &co);
pozice[co] .push_back(i);
¥
for (i = 0; i < K; i++)
if (lze_realizovat())
printf("ano\n");
else
printf("ne\n");

return O;

Vzorové FeSeni 2
V tomto budeme zpracovavat vSechny dietni plany dohromady, nebudeme je
tedy testovat jeden po druhém. Pro j-ty dietni plan d7 = dj, d}, ..., d} ai-té mésto s;

si jako r; ; ozna¢me délku nejdelsiho pocatec¢niho tseku planu d7, ktery kral miaze mit
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realizovan po projeti i-tym méstem. Budeme postupné prochézet mésta a v kazdém
z nich si uréime hodnoty r;; pro vSechny dietni pldny j = 1,..., K. Projizdime-li
i-tym méstem, pak lze prodlouzit realizovany pocatecni tisek pro ty plany, v nichz po
jiz realizovaném tuseku nésleduje specialita s;. Kdyz dﬁ,m_l 41 = Si, pak tedy mame
Tji = Tji—1 + 1, jinak 7;; = r; ;1. Plan j je realizovatelny, pravé kdyz r; y = L.
Hodnoty r; ;1 pro aktualni hodnotu ¢ si samoziejmé staci pamatovat v jedno-
rozmérném poli r[j] a pfi pocitani r;; toto pole piepsat. Dle piredchoziho odstavce
se v ném o 1 zvysi pravé ty polozky, pro néz df,m 4+1 = 8- Kdybychom postupo-
vali pfimocafe a testovali vSechny hodnoty j, dostaneme TeSeni s ¢asovou slozitosti
O(NK). Misto toho si v poli useky[s] budeme pro kazdou specialitu s pamatovat
seznam vSech hodnot j takovych, ze = s. Pak staci projit indexy j obsa-

J
r[il+1
zené v useky [s;] a pro né zvysit r[j1 o 1. Tyto indexy pak samoziejmé musime

presunout do spravného seznamu v poli useky, odpovidajicimu nové hodnoté di )41

Tento upraveny postup v i-tém mésté stravi ¢as tmeérny tomu, kolik hodnot
v poli r se zvysi. Toto pole ma K polozek a kazdéa z nich je mensi nebo rovna L,
takze celkem za celou dobu béhu algoritmu muzeme hodnoty v poli 7 zvysit nejvyse
O(K L)-krat. Nesmime ale zapomenout na ¢as straveny prochdzenim seznamu mést
délky N a inicializaci pole useky velikosti M, vyslednd casova slozitost je tedy
O(KL+ N + M). Stejna je i pamétova slozitost.

Poznamenejme, ze tuto slozitost lze jesté trochu vylepsit. Pocet riznych spe-
cialit ve vstupu je nejvyse KL + N, mtzeme je tedy precislovat na ¢isla od 1 do
KL+ N, ¢imz se zbavime zavislosti na M. Rozmyslete si, ze takové ptrecislovani lze
provést v ¢ase umérném velikosti vstupu (napfiklad pomoci radix sortu) a vysledna
Casova slozitost celého Feseni je O(K L+ N). Pro pfehlednost tento krok ve vzorovém
programu neprovadime.

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

static int N, M, K, L;

static vector<int> mesta;

static vector< vector<int> > diety;
static vector<int> r;

static vector< vector<int> > useky;

int main (void)
{
int j, i, co;
scanf ("%d%d%d%d", &N, &M, &K, &L);
for (i = 0; i < Nj; i++)
{
scanf ("%d", &co);
mesta.push_back(co) ;

}

diety.resize(X);
r.resize(X);
useky.resize(M + 1);



for (j = 0; j < K; j++)

r[jl = 0;
for (i =
{
scanf ("%d", &co);
diety[j].push_back(co);
}
useky [diety[j] [0]].push_back(j);

0; i < L; i++)

for (i = 0; i < N; i++)

vector<int> zvys = useky[mestalil];
useky [mestal[i]].clear();
for (vector<int>::iterator zj = zvys.begin(); zj != zvys.end(); ++zj)
{
r*zjl++;
if (rl*zjl < L)
useky [diety[*zj] [r[*zj]1]] .push_back(*zj);

}

for (j = 0; j < K; j++)
if (r[j]l ==1L)
printf ("ano\n");
else
printf("ne\n");
return O;

}

P-II-2 VyvazZena strava

Netspésné pokusy

Ulohy na stromech se ¢asto fesi rekurzivni metodou rozdél a panuj. Kdybychom
ji ale chtéli primocare aplikovat na tento problém, tak brzy narazime. Na prvni
pohled to vypada, Ze kdyZ otrhame co nejméné jablek tak, aby levy podstrom byl
vyvazeny a také pravy podstrom byl vyvazeny, tak nic nezkazime. Problém je v tom,
ze bychom nyni potfebovali otrhat jesté néktera jablka v tom podstromu, ve kterém
nam zbylo vice jablek. To ale nemuzeme udélat néjak nadhodné, protoze musime
zachovat vyvazenost celého podstromu. MiiZe se dokonce stat, ze presné tolik jablek
viitbec otrhat nepdjde a museli bychom jich otrhat vice. Museli bychom tedy stiidaveé
jablka otrhévat z obou podstromt, dokud nebudou mit stejny pocet jablek (lze si
rozmyslet, ze ve skuteCnosti se podstrom, ze kterého otrhavame, zméni nanejvys
dvakrét). Kdybychom takto rekurzivné postupovali v kazdém podstromé, dostaneme
feSeni sice spravné, zato ale velmi slozité a neefektivni.

O néco efektivnéjsi je nasledujici feseni. Vychazet budeme ze stejné metody
rozdél a panuj, jenom si pro kazdy podstrom spocitame, jaké vSechny pocty jablek
v ném mohou zbyt tak, aby byl vyvazeny. U kazdého vrcholu stromu budeme mit
navic pole ¢isel obsahujici tyto pocty. Slouceni dvou podstromu je potom jasné —
podivame se na tyto dva podstromy a kdyZ jsou v nich dvé stejna cisla, tak do
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vysledného pole priddme jejich soucet. Vysledek potom bude nejvétsi ¢islo u vrcholu
s nejnizsi vyskou. Toto FeSeni méa ¢asovou slozitost O(JN), kde N je pocet vrcholi
stromu a J celkovy pocet jablek. To je neuspokojivé, pokud je pocet jablek velky.

Vzorové feSeni

Nejprve ukédzeme, ze pocty jablek na vyvazené binarni jabloni nemohou byt
tplné nahodné, ale jsou svidzané pomérné silnou podminkou, a diky tomu velmi
snadno navrhneme efektivni algoritmus fesici zadanou ulohu.

Predstavme si vyvazenou binarni jablon, na které roste celkem J jablek. Nejprve
se podivame na nejnizsi uzel (vysky 0) a pro néj ze zadani plati, Ze v levém podstromé
i v pravém podstromé roste shodné J/2 jablek. Analogicky v kazdém uzlu se pocet
jablek, ktery je v jednotlivych podstromech, vzdy déli dvéma. Z toho piimocaie
plyne, Ze v nejvyssim listu, ktery lezi ve vysce H, roste J/2H jablek. Specidlné je
pocet viech jablek ve stromé délitelny ¢islem 27 a bude tedy tvaru B2H pro néjaké
celé ¢islo B. Na druhou stranu pro kazdy takovy pocet muzeme jablka na strom
jednoznacné rozmistit tak, ze ptjdeme od spodu stromu nahoru a v kazdém uzlu
posleme polovinu jablek doprava, zatimco druhou polovinu doleva. Z toho plyne, ze
v kazdém listu vysky h roste B2H~" jablek.

Pro danou jablon je 2 konstantni a hledame tedy pouze spravnou hodnotu B.
Ziejmé ¢im vétsi bude B, tim vice jablek bude na vyvazené jabloni a tim méné
jich bude potfeba ze zadaného stromu otrhat. Hledame tedy nejvétsi takové B, aby
v kazdém listu vysky h rostlo v zadané jabloni alesponn B2 " jablek. Uvazujme
néjaky list ve vysce h, ve kterém roste a jablek. V tomto listu je na konci B2H~"
jablek, a proto B < 5. Z kazdého listu takto ziskdme néjaké omezeni shora na B
a na zavér vybereme nejvétsi takové B, které viem vyhovuje (= minimum z dolnich
celych ¢asti viech omezeni). Potom uz staci pouze odeéist B2 od piivodniho poétu
jablek a mame hledany nejmensi pocet jablek, ktery je potfeba otrhat, aby byl
vznikly strom vyvazeny.

Implementacni detaily a éasova sloZitost

Zjisténi hloubky stromu a poctu jablek ve vSech listech je obycejny prichod
stromu, ktery stihneme v linedrnim ¢ase vzhledem k poc¢tu vrcholi. Potom je potfeba
jablon podruhé projit a pro kazdy list si spocitat odhad na hledané B. To zvadneme
celociselnym vydélenim, jenom je potifeba dat si pozor, abychom zbytec¢né pomalu
nepoditali potfebné mocniny dvou. Casova slozitost této druhé faze je opét linearni
vzhledem k N a na zavér provadime uz pouze konstantné mnoho operaci, tedy ¢asova
slozitost celého algoritmu je O(N). V paméti budeme potiebovat ulozit cely strom a
pri jeho prochézeni si vystacime s asymptoticky stejnym mnozstvim paméti. Kromé
toho uz potfebujeme paméti pouze konstantni mnozstvi a celkova pamétova slozitost
algoritmu je tedy také O(N).

#include <stdio.h>
#define MAXN 1000000

// Popis stromu
int levy[MAXN], pravy[MAXN], N;
char typ[MAXN];



// Obsahuje pouze O nebo 1, podle toho, jestli je i-ty vrchol vnit¥ni
int vnitrni_vrchol [MAXN];

long long jablek[MAXN], celkem_jablek = 0; // nebo jiny vétsi datovy typ
long long mocniny2[MAXN], B;
int vyska_stromu = O;

// Poprvé projdeme jabloii pouze abychom zjistili jeji vySku a polet jablek
void dfs1(int vrchol, int vyska) {
if (typlvrcholl == °L’) {
if (vyska > vyska_stromu) vyska_stromu = vyska;
celkem_jablek += jablek[vrcholl;
} else {
dfsi(levy[vrchol]l, vyska + 1);
dfsi(pravy[vrchol], vyska + 1);
}
}

// Podruhé hledame omezeni na B a z nich vybirame minimum
void dfs2(int vrchol, int vyska) {
if (typlvrchol]l == °L’) {
long long omezeni = jablek[vrchol] / mocniny2[vyska_stromu - vyska];
if (omezeni < B) B = omezeni;
} else {
dfs2(levy[vrcholl, vyska + 1);
dfs2(pravy[vrcholl, vyska + 1);
}
}

int main(int argc, char *argv[]) {
scanf ("%d\n", &N);
if (N == 1) { printf("0\n"); return O; } // OSet¥ime specidlni p¥ipad

// Na&itani vstupu
for (int i = 0; i < N; i++) {
scanf ("%c", typ + i);
if (typlil == °U’) {
scanf ("%d%d\n", levy + i, pravy + i);
// Indexujeme od 0
vnitrni_vrchol[--levy[i]] = vnitrni_vrchol[--pravy[i]l] = 1;
} else scanf("%11ld\n", jablek + i);

}
int nejnizsi; // V korektn& zadaném vstupu existuje jediny takovy vrchol
for (nejnizsi = 0; typlnejnizsi] == ’L’ || vnitrni_vrchol[nejnizsi]; nejnizsi++);

dfsi(nejnizsi, 0); // Zjistime vy3ku stromu a pocet jablek ve stromé

// P¥edpo&itame si mocniny 2, abychom je potom m&li v konstantnim case
mocniny2[0] = 1;
for (int i = 0; i < vyska_stromu; i++) mocniny2[i + 1] = 2 * mocniny2[i];

B = celkem_jablek; // Vice to byt rozhodné nemiZe
dfs2(nejnizsi, 0); // Hledame hodnotu B

printf ("%11d\n", celkem_jablek - B * mocniny2[vyska_stromu]);
return O;



P-11-3 Zaokrouhlovani

Nejprve si uvédomme, zZe stac¢i uvazovat pripad, kdy ¢isla v matici jsou kladné
a mensi nez 1 — kdyby se v matici vyskytovalo naptiklad 5,31, mizeme ho nahradit
¢islem 0,31. Soucty radku i sloupcti ztistanou celociselné a feSeni pro novou matici
bude stejné jako pro ptivodni.

Zaokrouhlenim kladného ¢isla mensiho nez 1 dostaneme nulu nebo jednicku.
Ulohu proto lze ekvivalentné zformulovat takto: Méme matici o rozmérech M x N
a pro kazdy jeji sloupec a fadek zadané pfirozené ¢islo. Naplitte matici nulami a jed-
nickami tak, aby pocet jednicek v jednotlivych fadcich/sloupcich odpovidal zadanym
Cislam.

Zakladni idea TeSeni takto upravené ulohy je jednoducha. Budeme postupovat
radek po fadku a v kazdém rfadku budeme postupovat hladové. Vzdy vime kolik po-
tfebujeme v fadku umistit jednicek a z moznych sloupci vybereme ty, kterym zbyva
doplnit nejvice jednic¢ek. Tim intuitivné zabranime tomu, abychom se dostali do si-
tuace, kdy zbyva doplnit do néjakého sloupce vice jednicek nez je pocet zbyvajicich
nezpracovanych radka.

Pfima implementace feSeni muze vypadat nasledovné. Sloupce si setfidime pod-
le toho, kolik jednicek je v nich potfeba. Naplnime prvni fadek hladové, zaktualizuje-
me pocty zbyvajicich jednicek ve sloupcich. Sloupce znovu setfidime a pokracujeme
dokud nevyresime vsechny radky. Vypocet se tedy v kazdém fadku sklada z tfideni
N hodnot, coz zvlddneme v éase O(N log N). Protoze fadkt je M, je celkova slozitost
tohoto pfistupu je O(M N log N). Problémem je tiideni v kazdém kroku. Pokusme
se ho udélat rychleji.

Nejprve si vSimnéme, Ze pocty jednicek ve sloupcich jsou z roszahu 0...M
(v opacném piipadé tloha zjevné nemd feseni). Mizeme tedy pouzit bucketsort, ¢imz
se nam slozitost zméni na O(M (M + N)). Protoze si na zac¢atku algoritmu mtizeme
matici transponovat, lze pfedpokladat, ze M < N, a proto méme O(M (M + N)) =
O(MN).

Jinou moZnosti (tu pouzivame ve vzorovém FeSeni) je si vSimnout, Ze ve sloup-
cich, které jsme pouzili, se zmensi pocty zbyvajicich jednicek pravé o 1. A protoze
je bereme v setfidéném potadi, zlistanou setfidéné i kdyz je zmensime o 1. Ziskdme
tedy 2 posloupnosti sloupci — prvni jsou ty, které jsme zménili, a ty mame setii-
déné. Druhé jsou ty co jsme nezmeénili, ale ty jsou také setfidéné. Staci je tedy slit
v celkovém ¢ase O(N), ¢imz také ziskdme FeSeni bézici v optimalnim case O(MN).

Jak je to s paméti? Zda se, ze TeSeni nemulzeme vypisovat rovnou, protoze
nevime dopfedu zda tloha bude mit Ffeseni. Mame tedy dvé moznosti. Bud vyuZijeme
faktu, ze libovolnou matici, kterou mizeme dostat na vstupu, lze vidy zaokrouhlit
(coz je mozné dokdzat a éehoZ jsme pro vétsi ndzornost vyuzili v nasem FeSeni),
nebo v prvnim prichodu pouze zjistime zda feSeni existuje a vypisovat vysledek
budeme pfi druhém prichodu. Diky tomu si vysledek nemusime ukladat do paméti,
ale mtizeme ho rovnou vypsat, a tak ndm staéi pouze pamét O(N + M).

Zbyva dokazat, ze popsany algoritmus funguje. Pokud algoritmus najde feseni,
tak je zjevné spravné. Zbyva tedy dokazat, ze pokud existuje alespon jedno feSeni
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tlohy, tak néjaké FeSeni nalezne i nas algoritmus. Nechf tedy existuje feseni R, ale
né$ algoritmus zadné nenajde. Nechf r je ¢islo prvniho fadku, na kterém se nas
algoritmus b&hem vypoctu odchyli od R. Je snadné si uvédomit, ze takovy Fadek
se bude ligit od R v sudém poétu pozic. Oznaéme si i a j ¢isla takovych sloupci,
7e R ma na r-tém fadku v i-tém sloupci 1 a j-tém 0, zatimco na§ algoritmus je
prifadi naopak. To ale znamena, ze v r-tém radku zbyvalo v j-tém sloupci alesponi
tolik jedni¢ek co v i-tém (plyne z toho, Ze nas algoritmus voli sloupce hladové podle
zbyvajictho poctu jednicek). Po r-tém Fadku jich tedy musi zbyvat v i-tém sloupci
méné a tedy v R musi existovat fadek 7’ takovy, Zze ' > r a v i-té pozici ma 0 a
j-té mé 1. Zjevné pokud tyto &tyii pozice v R zinvertujeme ziskdme opét korektni
feseni R'. To se ale na fadku r lisi od naseho v méné policcich, takze miizeme misto
R pouzit R’ a pokracovat analogicky pro vsechny odchylky a vSechny fadky. Pokud
tedy existovalo R, tak algoritmus musel dojit k Fegeni, které bylo z R odvoditelné
upravami, které zachovavaji celkovy pocet jednicek v jednotlivych fadcich/sloupcich,
coz je ve sporu s tim, Ze zadné feseni nenasel.

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>

struct SPopisSloupce {
int sloupec;
int zbyvaJednicek;

1
bool operator<(const SPopisSloupce &a, const SPopisSloupce &b)
{
return a.zbyvaJednicek > b.zbyvaJednicek;
}
int main()
{

int N, M;
scanf ("/d %d", &M, &N);

std: :vector<int> souctyRadku(M), souctySloupcu(N);
for (int i=0; i<M; i++) {
for (int j=0; j<N; j++) {

int cela, desetinna;
scanf ("%d.%d", &cela, &desetinna);
// Toto si miZeme dovolit, protoZze jsou &isla
// zadana s pfresnosti na dvé desetinnd mista
souctyRadku[i] += desetinna;
souctySloupcul[j] += desetinna;

}
std::vector<int> jednicekVRadku(M), jednicekVeSloupci(N);

// Kolik jedni&ek je t¥eba umistit do jednotlivych Fadkid
for (int i=0; i<M; i++)
jednicekVRadku[i] = souctyRadkul[i]/100;

// Totéz pro sloupce, ale rovnou provadime prvni fazi t¥idéni
std: :vector<std::vector<int> > prihradkySeSloupci(M+1);
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for (int j=0; j<N; j++) {
jednicekVeSloupcil[j] = souctySloupcul[j]/100;
prihradkySeSloupci[jednicekVeSloupcil[j]l].push_back(j);
}

// Nyni jenom projdeme p¥ihradky a dostaneme set¥id&né sloupce
std: :vector<SPopisSloupce> serazeneSloupce;
for (int i=M; i>=0; i--) {
for (int j=0; j<prihradkySeSloupcil[i].size(); j++) {
SPopisSloupce sloupec = { prihradkySeSloupcilil [j], i };
serazeneSloupce.push_back(sloupec);

}

// Zpracovavéame fadek po Fadku
for (int i=0; i<M; i++) {
std: :vector<int> vysledek(N);

// Jedni&ky davame k maxim&lnim sloupciim

int sloupec = 0;

while(jednicekVRadku[i]l-- > 0) {
serazeneSloupce [sloupec] .zbyvaJednicek--;
vysledek [serazeneSloupce[sloupec].sloupec] = true;
++sloupec;

}

// Znovu "set¥idime" sloupce, tj. slijeme setf¥idéna pole sloupci

std: :vector<SPopisSloupce> znovuSerazeneSloupce(N) ;

std: :merge(
serazeneSloupce.begin(), serazeneSloupce.begin()+sloupec,
serazeneSloupce.begin()+sloupec, serazeneSloupce.end(),
znovuSerazeneSloupce.begin()

)5

std: :swap(serazeneSloupce, znovuSerazeneSloupce);

// Jedniika odpovida ’N’ a nula odpovida ’D’

for (int i=0; i<N; i++)
printf("%c", (vysledek[il==1) 7 ’N’ : ’D’);

printf ("\n");

}

return O;

P-II-4 Log-space programy

a) K feseni této tlohy staci pouzit ,Skolni“ algoritmus pro ndsobeni ¢isel. Po-
stupné tedy od konce pocitame dislice vysledku a udrzujeme si prenos do vysSich
rada.

var n : integer; { vstup: velikost &isel }
A, B : array [1..n] of integer; { vstup: nasobena &isla }
C : array [1..2*n] of integer; { vystup: vysledek nasobeni }
rad, i, j, soucet, prenos: integer;
begin
prenos := 0;
for rad := 1 to 2 * n do
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begin

soucet := prenos;
for i := 1 to rad do
begin
j :=rad +1 - i;
if (i <= n) and (j <= n) then
soucet := soucet + A[i] * B[j];
end;
C[rad] := soucet mod 10;
prenos := soucet div 10;
end;

end.

Musime si rozmyslet, Ze proménné prenos a soucet nabyvaji pouze hodnot
polynomialné velkych v n. Pov§imnéme si, Ze prenos je vzdy nanejvys roven hodnoté
soucet z predchozi iterace a ze hodnota proménné soucet se v kazdé iteraci vnéjsiho
cyklu zvysi o nejvysSe 81n. Hodnoty v proménnych prenos a soucet jsou tedy vzdy
nejvyse 162n? (piesnéjsi rozbor ukazuje, 7e jsou dokonce vzdy mensi nez 90n).

b) K feseni tlohy pouZijeme znidmy postup na hleddni cesty v bluditi — na
kazdé krizovatce zato¢ vpravo. Snadno si rozmyslime, Ze v bludisti bez cykla tak-
to postupné projdeme celou komponentu bludisté dostupnou z pocateéniho bodu
(kazdou chodbu v obou smérech) a vratime se na misto, kde jsme zacali. Vyhodou
tohoto postupu je, Ze si nemusime pamatovat zadné informace kromé toho, kterou
chodbou a ve kterém sméru jsme Sli naposledy, takze ho lze primocare prevést na
log-space program.

Zacneme tedy na libovolné hrané vychazejici z vrcholu u a budeme obchézet
graf popsanym postupem, dokud bud nedorazime do v (pak u a v jsou ve stejné
komponenté souvislosti) nebo dokud se nevritime na pocdtecni hranu ve stejném
sméru (pak u a v jsou v rtiznych komponentich). Abychom mohli implementovat
ptikaz ,zahni doprava®, potfebujeme mit néjaké poradi na hranach okolo vrcholu —
mizeme pouzit napiiklad jejich poradi ve vstupnim poli.

var n, m : integer; { vstup: pocéet vrchold a hran }
A, B : array [1..m] of integer; { vstup: hrany }
u, v : integer; { vstup: pocate¢ni a cilovy vrchol }
s integer; { vystup: zda u a v jsou ve stejné komponenté }

function nasledujici(z, p : integer) : integer;
var i : integer;
begin

i:=p;

repeat

i :=1imodm+ 1;

until (A[i] = z) or (B[i] = 2);

nasledujici := i;
end;
function vpravo(z, k : integer) : integer;
{ Vrati &islo x takové, Ze hrana (z,x) nasleduje po (z,k) v pofadi kolem vrcholu z }
var p : integer;
begin
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p :=1;
repeat
p := nasledujici(z, p);
until (Alp] = k) or (Blpl = k);
p := nasledujici(z, p);
if Alp] = z then
vpravo := B[p]
else
vpravo := A[p];
end;

var prvni_z, prvni_k, akt_z, akt_k, p: integer;
h : boolean;

begin
if u = v then
begin
s := 1;
exit;
end;

{ Nejprve ovéfme, zda z u vede alespoii jedna hrana,
jinak u a v nejsou ve stejné komponenté. }

h := false;

for p := 1 tom do
if (Alp] = u) or (B[pl = u) then

h := true;
if not h then
begin
s := 0;
exit;
end;

{ Najdeme pocateéni hranu z u. }
p := nasledujici(u, 1);
prvni_z := u;
if Alp] = u then
prvni_k := B[p]
else
prvni_k := A[p]l;

{ A obchézime strom. }
akt_z = prvni_z;
akt_k = prvni_k;

repeat
if akt_z = v then
begin
s := 1;
exit;
end;
p := vpravo(akt_k, akt_z);
akt_z := akt_k;
akt_k := p;
until (prvni_z = akt_z) and (prvni_k = akt_k);
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