62. ro¢nik Matematické olympiady — 2012/2013
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 62. roéniku MO kategorie P se kona v ttery 22. 1. 2013 v dopolednich
hodinach. Na feseni tloh mate 4 hodiny cistého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné praktickd tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitact pti soutézi zakdzano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomticky
kromé psacich potfeb (tzn. knihy, vypisy programu, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamena slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zddvodriujici jeho sprdvnost (pfipadné dtikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casova a paméfova slozitost).
Slovni popis feseni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
vase Teseni uloh domaéciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici;
na autorska feseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohach P-II-1, P-II-2 a P-I1-3 je tieba uvést za-
programu v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostatecné sro-
zumitelném pseudokddu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace
jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztah,
vyhledavani v poli, t¥idéni apod. V tloze P-11-4 je nutnou soucasti feseni
zépis log-space programu.

Za kazdou tlohu muzete ziskat maximalné 10 bodid. Hodnoti se nejen spravnost
feseni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadéani
kazdé tulohy najdete pfiblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, Ze vas program spustény s takovymi daty na sou¢asném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova fesSeni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http: //mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam tspésnych Fesitelil
postupujicich do tstfedniho kola a také popis prostiedi, v némz se budou v ustfednim
kole fesit praktické ulohy.



P-II-1 Cesta

Slovutny kral Filip vyrazi na cestu po svém kralovstvi. S ohledem na statnické
povinnosti si uz vybral, kterd mésta a v jakém poradi navstivi.

Vypravu ale komplikuje to, ze kral Filip striktné dodrzuje dietu predepsanou
svymi kralovskymi lékari a astrology. Ti mu doporucili, kolik dni mé cesta trvat,
a predlozili nékolik moznych plant, co mé jist kazdy den. Kral Filip je gurméan a
v kazdém mésté chee jist pouze mistni specialitu (ta je v kazdém mésté pravé jedna,
nicméné kazd4 specialita mtize byt k dostani i ve vice méstech). Nemusi se ale na
jidlo zastavit v kazdém z mést. Pomozte mu rozhodnout, které z jeho dietnich plana
Ize realizovat.

Doprava mezi mésty je velmi rychla, neni tedy zadné omezeni na vzdalenost
mezi mésty, v nichz se kral Filip zastavi na jidlo. Mésta ale musi navstivit v predem
uré¢eném potadi, nemize se nikdy vracet, ani dvakrat po sobé jist ve stejném mésté
(aby se zastupci ostatnich mést neurazili).

Popis vstupu

Prvni fadek vstupu obsahuje pfirozena ¢isla N, M, K a L, kde N udava pocet
mést ve Filipové cesté, M je pocet druhti jidel, K je pocet dietnich plant a L je jejich
délka (pocet jidel v kazdém z nich). Druhy jidel jsou o¢islovany pfirozenymi ¢isly
od 1 do M. Druhy fadek vstupu obsahuje N ptirozenych ¢isel popisujicich speciality
v jednotlivych méstech v poradi, v némz je kral Filip béhem své cesty navstivi. Na
i-tém z K nésledujicich fadkt je L prirozenych cisel, popisujicich i-ty dietni plan;
j-té z téchto c¢isel udava jidlo, které Filip musi jist pfi své j-té zastavce na cesté.
Popis vystupu

Vystup se skldda z K fadkd. Na i-ty z nich vypiSte ano, lze-li béhem cesty
realizovat -ty dietni pldn, a jinak ne. Dietni plan lze realizovat, jestlize vznikne
z posloupnosti specialit odstranénim nékterych cisel.

Priklad

Vstup: Viystup:
10 4 4 3 ano
1213412134 ne
142 ano

4 32 ne
111

4 4 4

Hodnoceni

Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které tlohu efektivné vyfesi pro N i K - L
radové statisice.

A7z 7 bodu ziskate za FeSeni, které pfitom navic bude predpokladat M < 10.

A7 4 body ziskate za TeSeni, které tlohu efektivné vytesi za predpokladu, Ze
K - (N + L) <100000.



P-II-2 VyvazZena strava

Slovutny kral Filip se rozhodl, Ze od nynéjska bude jist vyhradné vyvazenou
stravu. Kral je hrdym majitelem ovocného sadu, ve kterém rostou vzacné binarni
jabloné. Naridil proto svym sadaitm, aby v ném zacali péstovat pouze vyvazena
jablka. Takova binarni jablon je velice specificky strom. Sklada se z uzld, vétvi, lista
a jablek. Z kazdého uzlu vedou smérem nahoru presné dvé vétve a kazda vétev konci
bud v néjakém uzlu nebo v listu. Z listt uz nevedou vzhiru zadné vétve. Jablon
je navic samozfejmeé strom (tj. souvisly graf neobsahujici kruznice). V kazdém listu
mize rast libovolny pocet jablek.

Aby binarni jablka byla bezvadné vyvazena, je potfeba, aby celd jablomn byla
vyvazena. Takovou vyvazenost zaruci jediné nasledujici vlastnost, kterda musi byt
splnéna pro kazdy uzel ve stromé: | Kdyz se podivime na obé vétve, které z toho-
to uzlu vedou smérem nahoru, a spoc¢itdme vSechna jablka v celych takto urcenych
podstromech, tak ndm museji vyjit dva stejné pocty.“ Sadafi chtéji samoziejmé co
nejlépe vyhovét vSem manyrim svého krale a zarucit mu co nejvice vyvazenych
jablek. Rozhodli se proto co nejméné jablek otrhat tak, aby se stromy staly vyvaze-
nymi.

Soutézni tloha

Neduveérivy kral by chtél kontrolovat, jestli ho sadafi nepodvadéji. Zada vés,
abyste pro néj napsali program, ktery obdrzi popis binarni jabloné a odpovi, kolik
nejméné jablek je potieba ze stromu otrhat tak, aby zbyly strom byl vyvazeny.

Popis vstupu

Pro jednoduchost nazyvejme nadéle uzly i listy jako vrcholy. Prvni fadek obsa-
huje jediné pfirozené ¢islo N, udavajici poc¢et vrcholi stromu. Vrcholy jsou ¢islované
pfirozenymi ¢isly od 1 do N. Nasledujicich N fadkt popisuje vrcholy stromu, kde
i-ty z nich se vztahuje k i-tému vrcholu stromu. Pokud fadek popisuje uzel, tak obsa-
huje znak U a dvé prirozena ¢isla oddélend mezerami. Tato ¢isla vyjadiuji, do kterych
vrcholii vedou vétve nahoru z tohoto uzlu. Radek popisujici list za¢ina znakem L a
za, mezerou nasleduje jedno kladné celé Cislo, které tiké, kolik jablek v tomto listu
roste. Muzete prepokladat, Ze vas programovaci jazyk umi pracovat s Cisly fadové
tak velkymi, jako je celkovy pocet jablek, a provadét s nimi zakladni aritmetické
operace v konstantnim case.

Popis vystupu

Program vypise jediné ¢islo znamenajici nejmensi pocet jablek, ktery je potfeba
ze stromu otrhat tak, aby byl zbyly strom vyvazeny. VSimnéte si, ze feseni vzdycky
existuje, protoze kdyz otrhame vsechna jablka, tak je strom podle definice vyvazeny.

Priklady

Vstup: Viystup:
3 2

L3

U13

L5



Vstup: Vijstup:

w

[ e B = A
W NP N
(9]

Hodnoceni

Plnych 10 boda ziskate za FeSeni, které zvladne efektivné vyftesit vstup s N <
1000000. Az 6 bodu ziskate za FeSeni, které zvladne efektivné vytesit vstup s V <
1000 za predpokladu, Ze strom obsahuje celkem nejvyse 1000 jablek.

P-11I-3 Zaokrouhlovani

Princ Honzik, syn slovutného krale Filipa, si rdd hraje s maticemi, a tak se nelze
divit, ze jednu péknou matici dostal jako darek k narozeninam. Bohuzel ale Honzikovi
rodice nevédéli, ze ma radéji cela ¢isla nez desetinnd, takze pfi vybéru darku se nijak
neomezovali a vybrali matici plnou desetinnych ¢isel. Co vic, v darované matici
nebylo vibec zadné celé cislo! Honzik vi, Ze darovanému koni se na zuby nehledi,
presto ho ale trochu mrzelo, Zze z matice nema takovou radost, jakou by mohl. V§iml
si ale jedné véci — soucet Cisel v kazdém Ffadku i v kazdém sloupci darované matice byl
vzdy celé ¢islo. A tak ho napadlo, Ze by si matici mohl zkusit upravit tak, aby byla
celocdiselna a ptritom soucet jednotlivych Ffadk i sloupcti ztistal stejny jako v ptivodni
matici. A protoze ji chce zménit co nejméné, jedinou operaci, kterou chce pfi upraveé
pouzit, je zaokrouhleni desetinného ¢isla smérem nahoru nebo smérem doli.

Dlouho si s tim ale nedokazal poradit, a proto pozadal o pomoc vas.
Soutézni tloha

Napiste program, ktery dostane matici s M fadky a N sloupci tvoienou klad-
nymi necelymi desetinnymi ¢isly. Pro tuto matici plati, ze soucet cisel v kazdém
rfadku a v kazdém sloupci je vzdy celé ¢islo. Vas program pro kazdé ¢islo v matici
urc¢i, zda se ma zaokrouhlit nahoru nebo dolti, tak aby se soucet jednotlivych fadki
ani soucet jednotlivych sloupcti nezménil. P¥ipadné urci, Ze iloha nem4é feseni.
Popis vstupu

Prvni radek vstupu obsahuje dvé cela ¢isla M a N, kterd urcuji rozméry matice.
Kazdy z néasledujicich M 1adkt obsahuje pravé N kladnych necelych desetinnych
Cisel, s presnosti na 2 desetinna mista, ktera urcuji jednotlivé prvky matice.
Popis vystupu

Pokud tloha feseni mé, bude vystup obsahovat pravé M radku, pricemz kazdy
radek bude obsahovat N znakt. Znak N ik, Zze se ma odpovidajici ¢islo v matici za-

okrouhlit smérem nahoru, a znak D, Ze se ma zaokrouhlit smérem dold. Pokud feSeni
neexistuje, bude vystup tvoren jednim rfadkem, ktery obsahuje text NEEXISTUJE.
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Priklad

Vstup: Vgstup:
34 DDND
5.31 2.39 7.13 0.17 NNDD
3.33 4.43 1.92 2.32 DDNN

10.36 1.18 6.95 4.51

Hodnoceni

Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které zvladne efektivné vytesit vstup s IV -
M < 1000000. Az 6 bodu ziskate za TeSeni, které zvladne efektivné vyfesit vstup
s N-M <1000. Az 3 body ziskate za feSeni, které zvladne efektivné vyfesit vstup
s N -M <20.

P-II-4 Log-space programy

V této tloze budeme pracovat s programy s logaritmickou prostorovou slozi-
tosti neboli log-space programy. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim tlohy je
popsano, jak takové programy funguji. Studijni text je identicky s textem z doméa-
ciho kola. Pfipomenime, Ze v této tloze nebudeme hodnotit ¢asovou slozitost vasich
feSeni, nemusite ji proto ani urcovat.

v 2

SoutéZni tloha

a) (4 body) Napiste log-space program, ktery vynasobi dvé dlouh4 ¢isla. Vstu-
pem jsou pole A[1..n] a B[1..n], kde A[i] resp. B[i] je i-ta Cislice od konce
v desitkovém zapisu zadaného ¢isla. Vysledek nasobeni, tedy ¢islo

(i Ali] - 101’—1) . (f: Bli] - 101‘—1) ,

zapiste ve stejném formatu do vystupniho pole C[1..(2xn)].

Piiklad: Je-li n = 2, A[l] = 3, A[2] = 1, B[1] = 2, B[2] = 1, pak chceme
vynésobit 13 - 12 = 156, do vystupniho pole tedy zapiSeme C[1] = 6, C[2] = 5,
CB3]=1aC[4]=0.

b) (6 bodi) Les je neorientovany graf bez cykli, tedy takovy graf, ze kazd4d
jeho komponenta souvislosti je strom. Napiste log-space program, ktery rozhodne,
zda dva vrcholy lezi ve stejné komponenté souvislosti zadaného lesa, tedy zda mezi
nimi existuje cesta po jeho hranach. Vstup tvofi ¢tyfi celo¢iselné proménné n, m,
u, v (kde0<m<n-1lal<wu<wv<n)advépoleAl1l..m] aB[1..m]. Zde n
udéavé pocet vrcholi grafu a m pocet jeho hran. Vrcholy jsou ¢islovany od 1 do n.
Pole A a B popisuji hrany lesa — pro kazdé i = 1,...,m jsou vrcholy A[i] a BJi]
spojeny hranou. Vystup tvofi celoéiselnd proménnd s, do které pfifadte 1, jestlize
mezi vrcholy u a v existuje v zadaném lesu cesta, a 0 jinak.

Pfiklad: Necht n =5, m =3, A[1] =1, B[1] =2, A[2] =4, B[2] =3, A[3] =4,
B[3] = 5. Jestlize u = 3 a v = 5, pak vysledek je s = 1, nebot mezi vrcholy 3 a 5
vede cesta pies vrchol 4. Jestlize u = 3 a v = 1, pak vysledek je s = 0.
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Studijni text

Zname-li vice algoritmu Tesicich tutéz tilohu, obvykle povazujeme za lepsi ten,
ktery ma mensi casovou slozitost. Prostorovou slozitost pouzivame az jako vedlejsi
kriterium, alesponi dokud nejsou pamétové naroky programu absurdné vysoké. Zkus-
me tentokrat poradi dulezitosti obratit a zajimat se predevsim o prostorové naroky
algoritmu.

Budeme psat log-space programy. Tak budeme fikat obyc¢ejnym programtim
zapsanym v Pascalu ¢i Cécku, které splnuji nasledujici podminky:

e Kazda proménnd v programu je celodiselného typu (int, integer, apod.)
a jeji hodnota je polynomidlni ve velikosti vstupu. Tim myslime, Zze abso-
lutni hodnota ¢&isla nepfesahne ¢ - n”, kde n je velikost vstupu programu
(pocet ¢isel na vstupu) a ¢ a k néjaké konstanty nezavislé na vstupu. Ma-
7eme tedy pouzivat napiiklad hodnoty z rozsahu —n...n, —3n°...3n®
nebo —10...10, ale uz ne 0...2".

® Pascalské typy char a boolean budeme také povazovat za celociselné.

e 74dné dalsi typy (napf. pole a ukazatele) nejsou povoleny.

¢ Jedinou vyjimku tvoii vwstup a vystup. Vstup programu bude dostupny
v uréenych proménnych (obvykle polich), ze kterych smi program pouze
¢ist. Podobné vystup ulozime do smluvenych proménnych a mame do nich
povoleno pouze zapisovat (specidlné tedy nesmime vystupni proménnou
zvysit o 1 pomoci ++ nebo inc, protoze tyto operace kombinuji zapis se
¢tenim). Cisla na vstupu budou vzdy polynomialné velkd, aby bylo mozné
ukladat je do pracovnich proménnych.

® Program nepouziva rekurzi.

Priklad 1: Maximum z pole ¢isel mtizeme hledat nasledujicim log-space programem:

var n: integer; { vstup: pocet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadana &isla }
m: integer; { vystup: pozice maxima }
i, j: integer; { pracovni proménné }
begin
jo=1;
for i := 2 to n do
if A[i] > A[j] then
j = 1i;
m := j;
end;

Proménné i a j se pohybuji v rozsahu 1...n, ostatni proménné jsou vstupni,
popfipadé vystupni. Pozadavky definice log-space programu jsou tedy splnény.
Priklad 2: Néasledujici log-space program nalezne v poli ¢islo, které se tam vyskytuje
nejcastéji:

var n: integer; { vstup: pocet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadana ¢&isla }



m: integer; { vystup: pozice nejletnéjsiho }

i, j, c, cmax: integer; { pracovni proménné }
begin
cmax := 0;
for i := 1 to n do
begin

{ Spo&itame, kolikrat se vyskytuje A[il }

c :=0;

for j := 1 to n do

if A[j] = A[i] then
Cc := c+l;

{ Je to vic neZ dosavadni maximum? }
if ¢ > cmax then
begin
cmax := c;
m := i;
end;
end;
end;

Opét si snadno rozmyslime, ze hodnoty pracovnich proménnych i, j, ¢ a cmax
nepresahnou n.

Motivace

Jisté vas napadne otazka, pro¢ jsme zavedli log-space programy prave takto.
Jsou totiz vérnym modelem algoritmt s logaritmickym mnozstvim pracovni paméti,
tedy s paméti O(logn), kde n je velikost vstupu. Prostorovou sloZitost programi
ovSem mérime presnéji, nez je v olympiadé obvyklé, totiz v bitech.

Jeden bit paméti nabyva 2 moznych stavi, pomoci 2 bitt mizeme rozlisit 4
rizné stavy a obecné pomoci k bitt 2% stavii. Napiiklad 8-bitova proménna tedy
miize nabyvat 28 = 256 riiznych hodnot, takze do ni miizeme ukladat &isla v rozsahu
0...255, nebo treba —100...155 — pocatek intervalu si mtizeme zvolit libovolné.
A obracené: pokud proménna v programu nabyva hodnot 1...k, potfebujeme na
jeji ulozeni [log, k] bith paméti; pro rozsah j...k je to [logy(k — j + 1)] bitt.
Jelikoz log, n* = klog, n, polynomialné velk4 ¢isla jsou presné ta, ktera se vejdou
do logaritmického mnozstvi paméti.

Pole by se teoreticky do logaritmického prostoru mohlo vejit, ale bylo by po-
tfeba, aby soucet velikosti vSech polozek byl logaritmicky. To splniuje napiiklad pole
log n ¢isel konstantniho rozsahu, nebo naopak konstatni pocet polozek logaritmické
velikosti. MoZnosti jsou tedy znacné omezené, a proto jsme pro jednoduchost pole
v nasich log-space programech viibec nepovolili.

Jesté nesmime zapomenout na to, Ze pamét potiebujeme i k voldni podpro-
grami, (procedur a funkci). Musime si totiz uloZit, kam se z podprogramu vrétit
(k tomu staéi rozlisit konstantné mnoho moznosti), a zapamatovat si lokalni pro-
ménné podprogramu. Pokud program neni rekurzivni, nebudou paméfové naroky
vyssi, nez kdyby vSechny proménné byly globalni. Pokud bychom ovSem rekurzi
pouzili, museli bychom vzit v ivahu, Ze jedna proménna muze soucasné existovat
ve vice instancich, takze se mnozstvi pameéti vynasobi hloubkou rekurze. Rekurze by
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se tedy vesla do logaritmické paméti jen ve specidlnich ptipadech, takze ji v zadjmu
jednoduchosti také nepovolujeme.

Na zéavér si vSimnéme, ze k feSeni obou nasich piikladd by mensi nez logarit-
mické mnozstvi paméti nestacilo. Jelikoz vstup je zadédn v poli, potfebujeme umét
indexovat prvky tohoto pole, tedy vytvaret indexy v rozsahu 1...n, a k uloZeni
téchto indext je logaritmicky prostor potfeba.



