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P-I1I-4 Tlusty Santa

Hledani nejkratsi cesty v grafu

Kdykoliv mame urcit nejmensi pocet krokd, jimiz lze dosdhnout néjakého cile,
méli bychom uvazovat o moznosti sestrojit vhodny graf a v tomto grafu nalézt nej-
kratsi cestu. Graf vznikne pokazdé stejné: jeho vrcholy odpovidaji staviim, v nichz
se muzeme nachéazet, a hrany vychézejici z vrcholu odpovidaji tahtim, které mizeme
v dané situaci provést.

Jak to bude vypadat v nasem ptipadé? Stavy, tedy vrcholy grafu, budou od-
povidat jednotlivym pozicim, na nichz se Santa muze nachazet. Pfesnéji, budeme
uvazovat pozice, na kterych muze lezet levy horni roh Santy — tim je jeho poloha jed-
noznacné urcend. Kazdy vrchol grafu miazeme jednoznacné popsat dvéma ¢isly: jeho
soufadnicemi. Protoze r1,s1 < 2000, nas graf bude mit nejvyse 4 miliony vrchold.

Z kazdého vrcholu povedou hrany odpovidajici krokiam, které v té chvili mize
Santa provést. Na vybér mame jen 4 sméry pohybu, takze z libovolného vrcholu
budou vychazet nejvyse 4 hrany.

Abychom védéli, jaké hrany v grafu mame, potfebujeme zjistit, na kterych
pozicich mtze Santa stat a na kterych (kvuli pfekdzkam) stat nemtize. Tim se bu-
deme zabyvat pozdgji. Zatim predpokladejme, Ze to umime zjistit, a vratme se zp&t
k naSemu grafu.

KdyZ uz méame sestrojeny graf, zbyvd v ném nalézt nejkratsi cestu. K tomu
pouzijeme algoritmus prohledavani do sitky (breadth-first search, BFS). Toto pro-
hledavani predstavuje zpisob, jak by se v daném grafu sifila voda z pocateéniho
vrcholu rovnomérné do vSech smért. Nejprve zpracujeme pocéateéni vrchol (vzdéle-
nost 0), potom postupné vSechny jeho sousedy (kazdy z nich mé vzdélenost 1 od
pocateéniho vrcholu), potom sousedy jeho sousedt (vzdélenost 2), atd.

Prohledéavani do sitky snadno implementujeme pomoci fronty:

prohledej(vrchol v):
Ozna¢ v jako navstiveny.
Vzdalenost do v = O.
Vytvor frontu Q obsahujici jediny prvek v.
Dokud fronta Q neni prazdna:
Vyber ze zacatku fronty Q prvek x.
Pro kazdou hranu vedouci z x:
Jestlize jeji koncovy vrchol w neni navStiveny:
Ozna¢ w jako navstiveny.
Vzdalenost do w = 1 + vzdalenost do v.
Zapamatuj si, Ze do w jsme se dostali z x.
Vloz w na konec fronty Q.

Casova i pamétova slozitost tohoto FeSeni je linearni vzhledem k velikosti mist-
nosti, tedy O(r1s1). Pro¢ tomu tak je? V prvni fadé si uvédomime, Ze mame ris;
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vrcholl a nejvyse 4r; s; hran, tedy dohromady mame O(rys1) vrcholii a hran. Kazdy
vrchol nejvyse jednou vlozime do fronty (v okamziku, kdyz se do néj poprvé dostane-
me) a nejvyse jednou ho potom z fronty vyzvedneme. Kazdou hranu také zpracujeme
nejvyse jednou: tehdy, kdyZ zpracovavame vrchol, z néhoz tato hrana vede. Celkovy
pocet krokti, které nas algoritmus vykona, je proto pfimo timérny poctu vrcholt a
hran v grafu.

Pri implementaci si nepotfebujeme samostatné znacit, které vrcholy jsou jiz
navstivené. Pozname to jednodusSe tak, Ze navstiveny vrchol ma vzdalenost jinou
nez nekonec¢no.

Rekonstrukce cesty

V nasi iloze mame také vypsat, kudy vede nalezené nejkratsi cesta. Pro kazdé
policko si proto zapamatujeme, odkud jsme se na néj béhem prohledavani poprvé
dostali. Nasledné miiZzeme pomoci téchto tdaju od konce zrekonstruovat cestu.
Predvypocet

Pfed spusténim vlastniho prohledavani do Sitky potfebujeme zjistit, na které
pozice muze Santa vstoupit. Jsou to takové pozice, na kterych Santa pfekryje nejvyse
M prekazek (tolik jich dokadZe pomoci magie schovat.)

Do tabulky T si chceme na policko T'[y, x| zapsat, kolik pfekazek je v obdélniku
ly,z] az [y + 72 — 1,z + so + 1]. Jestlize Ty, x] < M, Santa miize vstoupit na pozici
Y, .

Jednoduchym resenim je pro kazdé policko se podivat na ro X so policek vpravo
dolti od ného a spocitat prekazky. Toto Feseni ale vykona celkem ©(r;sirass) krok,
coz je pro velké vstupy prilis.

Pti hledani rychlejsiho feseni se zkusime nejprve podivat na jednorozmérny
pripad. V jednorozmérném piipadé nam staci spocitat, kolik prekazek je na polickach
ly,z] az [y, x + s2 — 1]. To vypocitdme postupné pro kazdé z:

T[y,0] = polet ptekaZek od [y,0] do [y,s2-1]
Tly,1] Tly,0] + (1 kdyz [y,s2] je ’X’) - (1 kdyz [y,0] je ’X’)

Tly,i]l = Tly,i-1] + (1 kdyz [y,i+s2-1] je °X’) - (1 kdyz [y,i-1] je ’X*)
Tly,s1-s2] = Tly,s1-s2-1] + (1 kdyz [y,s1-1] je ’X’) - (1 kdyz [y,s1-s2-1] je ’X’)

Vypocet Ty, 0] ndm sice bude trvat s, krokd, ale potom uz kazdé ze zbyvajicich
$1— 8o policek spocitame v konstantnim ¢ase. Celkem tedy provedeme pfi zpracovani
jednoho Fadku jen O(sy) kroki.

Déle je to uz jednoduché. Pokud nam 6 bodi nestaci, stac¢i si uvédomit, ze
dvojrozmérny pripad vyfresime tak, ze provedeme jesté jednou totéz, ale tentokrat
po sloupcich. Pritom pouzijeme hodnoty, které jsme pravé vypocitali prichodem po
fadcich. Tento pfedvypocet zvladneme v ¢ase O(r1s1). Totéz plati i pro BFS, takze
dostédvame Feseni se zjevné optimalni éasovou slozitosti O(rqs1). Pamétova slozitost
je také O(rys1).



#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;
#define INF 1023456789

int

R,S,r,s,M;

char v;

int
int
int
int
int

vstup [3] [2047] [2047] ;
dist [2047] [2047];
prev[2047] [2047];

ay[l = {1,-1,0,0};
dx[] = {0,0,1,-1};

char dc[] = "JSVZ";

int

main() {
scanf("%d %d %d %d %d", &R, &S, &r, &s, &M);
// natteni vstupu a vytvofeni tabulky
for(int i = 0; i<R; ++i)
for(int j = 0; j<S; ++j) {
scanf (" %c", &v);
vstup[0] [i]1[j] = (v=="X’)71:0;
dist[i] [j] = INF;
}
int sum;
for(int i = R-1; i>=0; --i) {
for(int j = S-1; j>=0; --j) {
vstup[1] [i]1 [j] = vstup[1][i][j+1] + vstup[0] [i] [j]
- ((j+s<S) ? vstup[0][i]l[j+s] : 0);
vstup[2] [i] [j] = vstup[2] [i+1]1[j] + vstupl[1][i][j]
- ((i+r<R) ? vstup[1][i+r]l[j] : 0);

}

// BFS
queue<int> F;
dist[0][0] = O;
F.push(0);
F.push(0);
int x,y, xx, yy;
while(!F.empty()) {
y = F.front(); F.pop(Q;
x = F.front(); F.popQ;
if (y==R-r && x==S-s) {
// zrekonstruovani cesty
vector<char> vc;
while( y'=0 || x!'=0 ) {
ve.push_back(dc[prev[yl [x]]);
yy = y-dylprevlyl[x]];
x = x-dx[prev[yl [x]];
y =yy
}
for(int i = vc.size()-2; i>=0; --i)
printf ("%c",vclil);
printf("\n");



return 0O;

}
for(int d = 0; d<4; d++) {
yy = y+dyldl;
xx = x+dx[d];
// jsem vné mistnosti, je tam moc pfekdZek nebo jsem tam uZz byl
if (xx<0 || yy<0 || xx>S-s || yy>R-r ||
vstup[2] [yy] [xx]>M || dist[yy] [xx]<=dist[y][x]+1) continue;
dist[yyl [xx] = dist[y][x]+1;
prevlyyl [xx] = d;
F.push(yy);
F.push(xx);
}
}
printf("Santa je chudak.\n");
return 0;

}
Jiné feSeni

Misto pfedvypoctu vyse uvedenym zplusobem muzeme pfimo pouzit dvojroz-
mérné prefixové soucty: pro kazdé y,xz uréime pocet prekdzek Ply, x| v obdélniku,
ktery mé v protilehlych rozich policka [0,0] a [y — 1,2 — 1]. To dokdZeme vhodnym
trikem spocitat v ¢ase O(rys1). Pomoci téchto hodnot pak uz umime v konstantnim
case o libovolném obdélniku fici, kolik prekazek obsahuje.

Predvypocet:
Ply,x] = P[y-1,x] + P[y,x-1] - P[y-1,x-1] + (1 kdyz [y-1,x-1] je ’X’)

Polet prekaZzek v obdélniku od [yl,x1] do [y2-1,x2-1]:
poet = P[y2,x2] - P[y2,x1] - P[y1,x2] + P[y1,x1]

P-I11-5 Uiad

Nasim cilem samoziejmé je nalézt feseni, které bude efektivnéjsi nez pfimocara
simulace kazdého pfikazu. Struktura ministerstva popsand na vstupu predstavuje
strom. A protoZe na obecném stromé se predepsané operace provadéji obtizné, prv-
nim krokem feSeni bude pfevedeni tlohy na trochu jinou — na operace s intervaly a
s prvky v poli. Kazdému vrcholu stromu tedy pfifadime jeden prvek pole tak, aby
kazdému oddéleni v tfadu odpovidal souvisly usek pole. Pfikaz se potom bude tykat
bud jednoho prvku pole, nebo né&jakého intervalu.

Vhodné prifazeni pozic v poli vrcholim stromu ziskdme snadno: staci libovol-
nym zpusobem prohledat strom do hloubky a kazdému vrcholu pfifadit index rovny
pofadi, v némz byl poprvé navstiven. (Existuje vice vyhovujicich oéislovani, toto je
jen jedno z nich, které lze snadno a systematicky sestrojit.)

Béhem prohledavani si zarovenn mtizeme pro kazdy vrchol zapamatovat, kde
za¢ind a kde kondi interval, ktery obsahuje jeho podfizené. (Pii prohledavani do
hloubky interval odpovidajici vrcholu v za¢ind timto vrcholem samotnym. Konec
intervalu zjistime tehdy, kdyZz prohledédvani opousti vrchol v.)

Tuto &ast feSeni dokdzeme vykonat v ¢ase O(n).
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V tuto chvili tedy uz miizeme na strom zapomenout, méame jen obyc¢ejné pole.
Abychom mohli provadét piikazy ze zadani, potiebujeme s nim efektivné provadét
nésledujici operace:

® 7Zvys hodnotu prvku a o k

e Zjisti soudet v intervalu [a, b].

® Zvys hodnotu vSech prvka v intervalu [a, b] o k.
e Zjisti minimum v intervalu [a, b].

Zmén hodnotu v8ech prvka v intervalu [a, b] na k.

Intervalové stromy

Zagneme efektivni implementaci prvnich dvou operaci. (Za to ziskdme 9 bodu.
Staci navic doplnit, ze vzdy, kdyZ budeme potiebovat zvysit mzdu celému oddélent,
projdeme vSechny zaméstnance oddéleni a kazdému zvysime jeho mzdu.)

Nad polem si postavime binarni strom. Hodnota kazdého vrcholu bude rovna
souctu hodnot jeho synti, tedy zaroven souc¢tu v celém intervalu pole, ktery je pokryt
timto vrcholem.

Zménu hodnoty implementujeme snadno: zménime hodnotu v poli a potom
postupujeme stromeme nahoru a upravujeme hodnotu vsech predki daného vrcho-
lu. Casov4 sloZitost je tmérnd hloubce tohoto stromu, tzn. O(log n). Zjisténi souétu
v tseku bude trochu komplikovanéjsi, ale stejné rychlé. Potiebujeme secist ty vrcholy
stromu, které interval pokryva celé a zaroven nepokryva jejich otce. Téchto vrcholt
bude maximalné O(logn) — uvédomte si, ze z kazdé trovné stromu séitdme maxi-
malné dva vrcholy. Najdeme je jednoduchou rekurzivni procedurou, ktera prochazi
strom shora dol:

zjisti_souéet(vrchol x, s&itany interval I):
Je-1li interval I disjunktni s intervalem, ktery pokrjva podstrom ve vrcholu x:

Vrat 0.

Je-1li interval I nadmnoZinou intervalu, ktery pokrjva podstrom ve vrcholu x:

Vrat soudet ve vrcholu x.
Vrat zjisti_soulet(levy syn x, I) + zjisti_soulet(pravy syn x, I).

Tento priichod ma také ¢asovou slozitost O(log n). Analogicky, pomoci rekurze,
mizeme implementovat i prvni operaci: za¢neme v kofeni stromu, sestoupime dola
na spravné policko pole, to upravime a pii vynofovani se z rekurze prepocitame
hodnoty v jeho predcich. U tohoto feseni to jesté neni podstatné, ale pravé takovato
rekurzivni implementace bude potfebna pii modifikacich popsanych v nasledujici
Casti feSeni.

Liné provadéni operaci

Nyni si ukdzeme, jak efektivné provadét zbyvajici operace. Zacneme tieti ope-
raci a na ni si ukdzeme princip feSeni. Zbyvajici dvé operace potom uz dofesime
analogicky.

Hlavni myslenkou bude ,,nedélej nic pred¢asné“. Predstavte si, ze chceme zvysit
o k vSechny hodnoty v intervalu, ktery odpovida néjakému vrcholu v naseho binar-
niho stromu. Misto toho, abychom prochéazeli cely podstrom a zvysSovali kazdy jeho
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prvek, jednoduse si ve vrcholu v upravime jeho soucet (to muzeme udélat hned) a
poznacime si: ,vSechny prvky pod timto vrcholem je t¥eba o k zvysit“. Jeho potomky
tedy zatim nechame tak, budou mit docasné nespravné hodnoty. To nam ale neva-
di — jestlize nékdy v budoucnosti budeme chtit pristupovat k potomkidm vrcholu v,
musime pfitom projit vrcholem v. No a pravé az v tomto okamziku vykoname zazna-
menany prikaz. Presnéji, pokazdé kdyz chceme z néjakého vrcholu u sestupovat po
stromu dolti, nejdiive se podivame, zda v u nemame ,odlozenou“ néjakou operaci.
Pokud ano, nejprve tuto operaci presuneme z u do obou jeho synt, a az potom se
posuneme o krok nize (a tam cely postup opakujeme, je-li t¥eba).

Obecné bude zvySovani intervalu o x vypadat podobné jako zjistovani souc-
tu. Jenom do vSech tfech operaci (zvySovani prvku, zvySovani intervalu, zjistovani
souctu intervalu) musime doplnit ¢ast, v niz zkontrolujeme a pi¥ipadné vyfesime od-
lozené operace. Potfebujeme také umét ,skladat* zvySeni: mame-li jiz v néjakém
vrcholu zaznamenané zvyseni o a a prijde dalsi zvySeni o b, jednoduse zménime
zaznamenanou hodnotu na a + b.

Zbyvaji posledni dvé operace — zjistovdni minima a tprava intervalu na kon-
krétni hodnotu. Zjistovani minima bude jednoduché: v kazdém vrchole si budeme
udrZovat navic minimum p¥islugného intervalu. Uprava intervalu na konkrétni hod-
notu probéhne podobné jako zvysSeni celého intervalu o k. Provedeme ji liné jen
ve vrcholech, které jsou celé pokryty intervalem, ktery ménime. Kdyz provadime
tuto operaci a nahodou se ve vrcholu predtim objevila operace pridani, tuto starsi
operaci zahodime (nebot nova operace vSechny hodnoty stejné piepiSe). Naopak,
mame-li odloZenou zménu na hodnotu a a ptijde ndm zvyseni o b, miizeme si napii-
klad zménit zapamatovanou operaci na ,zmén hodnotu na a + b“.

Diky linému provadéni dokdzeme kaZzdou operaci vykonat v éase O(logn).

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
#define INF 200000000000000000011

int n;

vector<vector<int> > sons;
vector<int> salary;
vector<long long> sizes;

// Interval <a,b>
vector<pair<int, int> > postorder;

int postord(int x, int num) {
int last = num;
int size = 1;
for (int i = 0; i < sons[x].size(); i++) {
last = postord(sons[x][i], last);
size += sizes[sons[x][il];

}
sizes[x] = size;
postorder[x] = make_pair(num, last);



return last+1;

}
int is = 131072;
typedef long long 11;

struct Inter {
11 sum;
11 min;

11 pending_change;
11 pending_add;

Inter() : sum(0), min(0), pending_change(-1), pending_add(0) {}
};

Inter strom[1234567];

pair<ll, 11> add(1l a, int my_begin, int my_end, int a_begin, int a_end, int v);
pair<1l, 11> change(ll ch, int my_begin, int my_end, int a_begin, int a_end, int v);

void push_down(int my_begin, int my_end, int v) {
if (strom[v].pending_change != -1) {
change (strom[v] .pending_change, my_begin, (my_begin+my_end)/2,
my_begin, my_end, 2*v);
change (strom[v] .pending_change, (my_begin+my_end)/2, my_end,
my_begin, my_end, 2*v+1);
strom[v] .pending_change = -1;
}
if (strom[v].pending_add != 0) {
add(strom[v] .pending_add, my_begin, (my_begin+my_end)/2,
my_begin, my_end, 2*v);
add(strom[v] .pending_add, (my_begin+my_end)/2, my_end,
my_begin, my_end, 2*v+1);
strom[v] .pending_add = 0;
}
}

// Vraci <soudet, minimum>
pair<1l, 11> add(1ll a, int my_begin, int my_end, int a_begin, int a_end, int v) {
if (my_begin >= a_end || my_end <= a_begin)
return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

if (my_begin >= a_begin && my_end <= a_end) {
strom[v] .pending_add += a;
strom[v] .min += a;
strom[v] .sum += (my_end - my_begin) * a;
return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

}

push_down(my_begin, my_end, v);

pair<1l, 11> r1 = add(a, my_begin, (my_end+my_begin)/2, a_begin, a_end, 2*v);
pair<1l, 11> r2 = add(a, (my_end+my_begin)/2, my_end, a_begin, a_end, 2*v+l);
strom[v].sum = ri.first+r2.first;

strom[v] .min = min(rl.second, r2.second);

return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

}

void add(1ll a, int a_begin, int a_end) {



add(a, 1, is, a_begin, a_end, 1);

}

pair<ll, 11> change(ll ch, int my_begin, int my_end, int a_begin, int a_end, int v)
if (my_begin >= a_end || my_end <= a_begin)
return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

if (my_begin >= a_begin && my_end <= a_end) {
strom[v] .pending_add = 0;
strom[v] .pending_change = ch;
strom[v] .min = ch;
strom[v] .sum = ch*(my_end - my_begin);
return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

¥
push_down(my_begin, my_end, v);

pair<1l, 11> r1 = change(ch, my_begin, (my_end+my_begin)/2, a_begin, a_end, 2%v);
pair<ll, 11> r2 = change(ch, (my_end+my_begin)/2, my_end, a_begin, a_end, 2*v+1);
strom[v].sum = ri.first+r2.first;

strom[v] .min = min(rl.second, r2.second);

return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

}

void change(1ll ch, int a_begin, int a_end) {
change(ch, 1, is, a_begin, a_end, 1);

}

pair<1l, 11> get(int my_begin, int my_end, int a_begin, int a_end, int v) {
if (my_begin >= a_end || my_end <= a_begin)
return make_pair(0, INF);
if (my_begin >= a_begin && my_end <= a_end) {
return make_pair(strom[v].sum, strom[v].min);

}
push_down(my_begin, my_end, v);

pair<ll, 11> r1 = get(my_begin, (my_end+my_begin)/2, a_begin, a_end, 2*v);
pair<ll, 11> r2 = get((my_end+my_begin)/2, my_end, a_begin, a_end, 2*v+1);
return make_pair(rl.first + r2.first, min(rl.second, r2.second));

}

11 get_min(int a_begin, int a_end) {
return get(l, is, a_begin, a_end, 1).second;

}

11 get_sum(int a_begin, int a_end) {
return get(l, is, a_begin, a_end, 1).first;

}

int main() {

scanf ("%d", &n);

salary.resize(n);

sons.resize(n);

sizes.resize(n);

postorder.resize(n);

for (int i = 0; i < n; i++) {
int p;
scanf ("/d %d", &salary[il, &p);
sons[i] .resize(p);



for (int j = 0; j < p; j++) {
scanf ("}d", &sons[il[j1);
sons[i][j]1--;
}
}
postord(0, 1);
for (int i = 0; i < nj; i++)
change (salary[i], postorder[i].second, postorder[i].second+1);

int q; scanf("%d", &q);

for (int o = 0; o < q; o++) {
int a, u, x, y;
scanf ("%d %d", &a, &u);
if (a !'= 3) scanf("/d %d4d", &x, &y);
u--;
if (a ==1) {
if (get_sum(postorder[u].second, postorder[u].second+1) < x) {
add(y, postorder[u].second, postorder[u].second+1);
}
} else if (a == 2) {
if (get_sum(postorder[u].first, postorder[u].second+1l) < x * sizes([u]) {
add(y, postorder[u].first, postorder[u].second+1);
}
} else {
11 mi = get_min(postorder[u].first, postorder[u].second+1);
change(mi, postorder[u].first, postorder[u].second+1);
¥
¥
for (int i = 0; i < n; i++)
printf ("%11d\n", get_min(postorder[i].second, postorder[i].second+1));
return 0;

}



