61. ro¢nik Matematické olympiady — 2011/2012

Resent tiloh istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Odpovéd’

Jelikoz ¢islo 42 se v posloupnosti vyskytuje pravé jednou, zacneme tim, ze
najdeme jeho pozici p. Zajimaji nas nyni pouze takové souvislé podposloupnosti,
které tuto pozici obsahuji.

Reseni hrubou silou (alesponi kubicka &asova slozitost)

Prvnim a nejjednodussim feSenim je vzit postupné kazdy mozny zacatek z a
konec k takové, ze z < p < k a rozdil k — z je sudy, a pro kazdou tuto dvojici ovérit,
zda median uvazovaného tseku je roven 42. Pfimocaré ovéfovani: ovéfovany tsek si
zkopirujeme do pomocného pole, to usporadame a podivame se na prostfedni prvek.
Toto feSeni ma Easovou slozitost ©(n3logn), nebot mame ©(n?) tseki a pro vétsinu
z nich na set¥idéni potfebujeme O(nlogn) kroku.

Existuji i rizné (pomérné komplikované) algoritmy, pomoci nichz dokdzeme
nalézt median n-prvkové posloupnosti v ¢ase ©(n). Pouziti takového algoritmu misto
t¥idéni vede k ¢asové slozitosti ©(n?).

Stejné casové slozitosti vsak miZzeme dosahnout mnohem snaze. Staci si uveé-
domit, ze nepotiebujeme nalézt medidn, ale jen ovérit, zda medidnem je 42. Pii
ovérovani nas nezajima rozmisténi prvki. Jediné, co potiebujeme ovérfit, jsou jejich
pocCty: pocet prvki mensich nez 42 musi byt roven po¢tu prvku vétsich nez 42. A to
velmi snadno ovéfime v c¢ase linedrnim vzhledem k délce testovaného useku. Tak
dostaneme jednodussi feseni s ¢asovou slozitosti ©(n?).

Lepsi feSeni (kvadratickd ¢asova sloZitost)

Jak jsme si vSimli, nikdy nas nezajimala konkrétni hodnota néjakého prvku,
vzdy jsme se jen ptali, zda je mensi nebo vétsi nez 42. Mizeme si tedy upravit
vstupni pole tak, ze misto ¢isla 42 dame 0, ¢isla vétsi nez 42 zménime na +1 a ¢isla
mensi na —1. Podminku ,,isek obsahuje stejny pocet ¢isel vétsich nez 42 a mensich
nez 42“ nyni miazeme vyjadrit snadno jako ,,isek ma soucet 0“.

Plati tedy, Ze konkrétni souvisla podposloupnost mé median 42 pravé tehdy,
kdyz po upravé pole obsahuje 0 a zarovell ma soudet rovny 0. (VSimnéte si, Ze
nepotiebujeme uvadét podminku o liché délce. Ta totiz vyplyva ze zbyvajicich dvou
podminek — kazda posloupnost, ktera obsahuje jednu 0 a stejny pocet +1 a —1, musi
mit lichou délku.)

Kubické reseni bylo zbyteéné pomalé proto, ze pro kazdy zacatek a konec pod-
posloupnosti zacinalo vzdy pocitat znovu. Nyni to udélame sikovnéji. Postupné vy-
zkousime vSechna z od 1 do p. Pro kazdé z nejprve polozime k = z. V této chvili
je soucet tseku roven hodnoté na policku z. Poté zvySujeme k az do n a pokazdé
v konstantnim ¢ase spocitame soucet odpovidajiciho useku. (Pouze vezmeme dosa-
vadni soucet a pfi¢teme k nému nasledujici ¢len posloupnosti.) Vzdy, kdyz k£ > p a
aktudlni soucet je roven 0, nasli jsme jeden z vyhovujicich taseki.
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Toto feseni tedy kazdou dvojici z < k zpracuje v konstantnim case, takze ma
¢asovou slozitost ©(n?).

Pozndamka: Na zakladé myslenky ,pro kazdy zacatek postupné zvySujeme ko-
nec® je mozné navrhnout také feseni s o néco horsi ¢asovou slozitosti ©(n?logn).
V ném budeme pracovat piimo s ptivodnimi hodnotami ze vstupu. Pouzijeme uspo-
fadanou mnozinu (multiset v C++), do niZ postupné vkldddme prvky posloupnosti
od z-tého déle. Pfitom si udrzujeme ukazatel (iterdtor) na mediin.

Jiné kvadratické FeSeni

Vyse uvedené kvadratické fesSeni jesté stale déld mnohokrat to samé: pro kaz-
dé z prochazime v cyklu pro k alespon od p do n a znovu a znovu séitame tytéz
prvky. Pokusime se tuto neefektivitu odstranit. Nejprve to sice povede opét k feSeni
s kvadratickou ¢asovou slozitosti, to vSak pozdéji jesté vylepsime.

Zacneme stejnym predzpracovanim jako ve vyse uvedeném kvadratickém feseni:
zménime prvky na 0, +1 a —1. Potom ale budeme prvky scitat jen jednou. Nejprve
zacneme od p a pro kazdé k si spoclitame soucet [ tseku od p do k. Toto celé
dokazeme provést v linedrnim case. Nasledné udélame totéz v opac¢ném sméru: pro
kazdé z od p do 1 spocitame soucet o, tiseku od z do p.

Pomoci takto predpocitanych hodnot sestrojime dalsi feSeni pracujici v Case
©(n?): vyzkousime viechny dvojice z, k, pro které plati 2 < p < k, a vybereme ty
z nich, pro které a, + B = 0. (Nebo jinymi slovy: a, = —f.)

Vzorové feseni

Chceme-li dosdhnout lepsi nez kvadratické casové slozitosti, potfebujeme nalézt
zpusob, jak zapocitat vice dobrych tsekt najednou. Pomtze nam, kdyz si uvédomi-
me, Ze soucty a, a (B, nabyvaji hodnot jen od —n do n.

Hlavni myslenku si nejprve ukazeme na obrazku:
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® Horni fadek ukazuje vstupni pole, v dolnim jsou hodnoty po ivodni Gipra-
ve.

e Sipky sméiujici doleva ukazuji t¥i rizné tiseky, pro které plati o, = 3.

o Sipky sméfujici doprava ukazuji dva rizné tseky, pro které plati B, = —3.

® Spojenim kteréhokoliv z téchto levych a kteréhokoliv z téchto pravych
useku dostaneme usek se souctem 0.

Pro kazdé s bude A[s| znamenat pocet z takych, ze o, = s a BJ[s] je pocet k
takovych, Ze fr = s. Zvolme si konkrétni s (mezi —n a n, véetné). Kolik existuje
posloupnosti takovych, ze a, = s a B, = —s? Pfesné A[s] - B[—s|: mame totiz A[s]
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moznosti, kde takova posloupnost muze zaéinat, a nezavisle na tom B[—s] moZnosti,
kde kon¢i.

Hodnoty poli A a B dokéZeme spocitat v linedrnim ¢ase vzhledem k n (téméf
stejnym algoritmem, jakym jsme poéitali hodnoty a, a f). Také nésledné vyzkou-
Seni vSech moznych s a spoc¢itani dobrych podposloupnosti probéhnou v linearnim
¢ase. Mame tedy feSeni tlohy s ¢asovou slozitosti ©(n).

#include <iostream>
#define MAXN 1234567

// drobny trik: deklarujeme A a B tak, aby v nich 3lo indexovat zapornymi &isly
int N, P[MAXN], Ashift[2*MAXN+1], Bshift[2*MAXN+1], *A=Ashift+MAXN, *B=Bshift+MAXN;

int main() {
// pfelteme a upravime vstup
std::cin >> N;
for (int n=0; n<N; ++n)
{ std::cin >> P[n]; P[n] = P[n]>42 ? 1 : P[n]<42 ? -1 : 0; }

// najdeme nulu

int p=0; while (P[p]!=0) ++p;

// zjistime soulty usekl zaiinajicich a kon&icich nulou
int alpha=0, beta=0;

for (int i=p; i>=0; --i) { alpha += P[i]; ++A[alphal; }
for (int i=p; i<N; ++i) { beta += P[i]; ++B[betal; }
// spo&itame odpovéd

long long odpoved = 0;

for (int i=-N; i<=N; ++i) odpoved += 1LL * A[i] * B[-i];
std::cout << odpoved << "\n";

return 0;

P-I1I-2 Piekupnik

Budeme predpokladat, ze suma s, kterou je tfeba zaplatit, je fadové vyssi
nez hodnota nejvétsi mince ¢,. Tento predpoklad vyuZijeme jen pfi porovnavani
efektivity riznych feseni — nebude na ném zaviset jejich korektnost.

Struény prehled feSeni

Zakladnim spravnym (ale velmi pomalym) feSenim je zkouSeni vSech moznosti
placeni. Mizeme postupné zkouset vSechny zptsoby pouziti 1, 2, 3, ... minci, dokud
nenajdeme zptisob, jak zaplatit pravé pozadovanou sumu. Takové feSeni mé ¢asovou
slozitost fadové timérnou n™, kde m je pocet minci, které se pouziji v optimalnim
feseni.

Existuji nejméné tii rizné pristupy, které vedou k fesSeni s ¢asovou slozitosti
linearni vzhledem k s:

® Pro dostateéné mnozstvi ¢astek spocitdme optimalni zptisob zaplaceni bez
vraceni penéz nazpét a pak vyzkousSime vSechny potfebné moznosti pro
¢astku, kterou zlodé€j pfekupnikovi vrati. V tomto feseni je obtizné urdit,
které moznosti uz neni tfeba zkouset.



® Jiné fesSeni je zaloZeno na grafovém pristupu: Vrcholy grafu jsou cela cisla
predstavujici ¢astku, kterou je jesté tfeba zaplatit. Kazda hrana pred-
stavuje pouziti jedné mince. V tomto grafu hledame nejkratsi cestu z 0
do s. Béhem tohoto hledani pro kazdou sumu ,,po cesté”“ vypocitdme nej-
kratsi vzdalenost z 0 do ni — tedy nejmensi pocet minci potiebny na jeji
zaplaceni.
e Casové slozitosti zhruba kvadratické vzhledem k s (a navic zavisejici na
n a ¢,) dokdzeme dosdhnout tak, Ze postupné pro kazdy pocet minci
sestrojime mnozinu vsech ¢astek, které lze danym poctem minci zaplatit.
Vhodnymi optimalizacemi (generovanim jen nékterych vhodngch ¢éstek,
ne vSech) je mozné toto FeSeni vylepsit tak, aby jeho Casova slozitost
zéavisela na s jenom linearné.
Vzorové feseni navic pfinasi pozorovani, které ndm umozni ¢astky s nad jistou
hranici platit hladové. Tim dostaneme FeSeni, jehoz ¢asova slozitost zavisi pouze na
na Cpy.

Platba bez vraceni

Zacneme Tesenim zjednodusSené ulohy, v niz musi prekupnik zaplatit presné
Castku s, tedy bez vraceni nazpét. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze pri placeni
je vzdy optimalni pouzit co nejvétsi moznou minci, ale uz ukazkovy vstup uvedeny
v zadani nas presvéd¢i o opaku: mame-li mince (1,5, 6) a chceme zaplatit ¢astku 10,
sta¢i nam k tomu dva kusy minci: 5 + 5. Kdybychom ale pouzili minci 6, zbytek
sumy bychom museli zaplatit pomoci minci 1, takze dohromady bychom potiebovali
pét kusi minci.

Takovéto hladové (greedy) FeSenti je sice nekorektni, ale pomtize ndm ziskat horni
odhad spravného vysledku. Na zaplaceni ¢astky s vzdy stac¢i méné nez |s/c,| + ¢n
minci. Jeden zpisob zaplaceni totiz vypadéa tak, Ze platime mincemi s hodnotou ¢,
dokud to jde, a zbytek (ktery je urcité mensi nez ¢, ) zaplatime mincemi s hodnotou 1.
Pokud budeme uvazovat vSechny druhy minci (nejen mince 1 a ¢,,), dostaneme jesté
lepsi odhad, nam vsak postaci tento.

Oznacme si nejmensi pocet kust minci potfebnych na zaplaceni ¢astky i bez
moznosti vraceni jako P[i]. PouZijeme princip dynamického programovdni: Hodnoty
P[i] budeme pocitat postupné od mensich ¢ k vétsim a pfi tom budeme vyuzivat jiz
spoc¢itané hodnoty.

Na zaplaceni ¢astky 0 ndm sta¢i 0 minci, proto P[0] = 0. Mame-li zaplatit sumu
1 > 0, miizeme zacit kteroukoliv minci c;, jejiz hodnota nepresahuje i. Pouzijeme tak
jednu minci a ziistane ndm zaplatit i—c;. K tomu potfebujeme alesponi P[i—c;] minci.
Ze v8ech moznych minci ¢; si samoziejmé vybereme tu nejvyhodnéjsi. Hodnotu P[]
tedy vypocitame podle vztahu:

P[i]:min{P[i—cj]—l—l 1<j<n A cjgz'}.

Vsimnéte si, Ze pii vypoétu P[i] skuteéné vyuzivame jen ty hodnoty, které uz
zname. Abychom nakonec uméli vypsat néjaky optimalni zptisob placeni, pro kazdou
Castku i si zapamatujeme také to, kterou minci ji mame zacit platit.
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V poli P si potfebujeme pamatovat O(s) hodnot; kazdou z nich vypoéitdme
v ¢ase O(n). Casova sloZitost je proto O(sn) a pamétova O(s). Zdiraziujeme, 7e
jesté nejde o korektni feseni tlohy ze zadani, nybrz jen o pomocnou uvahu, kterou
dale vyuzijeme.

Reseni typu ,nejdFiv zaplat, potom vraf*

Na optimalni zptisob placeni se miizeme divat tak, ze nejprve prekupnik zaplati
za zbozi néjakou ¢astku s + x a nasledné mu prodavajici vrati . Obchodnik k tomu
samoziejmé v optimalnim FeSeni pouzije P[s + x] minci a zlod&j P[z]. Staci tedy
nalézt to optimalni 2 > 0, pro které bude soucet P[s + x| + P[z] nejmensi mozny.

Zatim mame pro x nekoneéné mnoho moznosti a rozhodné bychom je nechtéli
zkouSet vSechny. Otazka proto zni: jaké nejvétsi muze byt =7

Musite byt opatrni, abyste nepodlehli chybné domnénce, ze ,,zlodéj pti vraceni
nikdy nepouzije nejvétsi minci“ nebo ze ,zlodéj vzdy bude vracet nejvyse s“.

Protiptikladem pro obé uvedené domnénky je tato situace: mame mince 1, 90,
100 a ¢astku s = 70. Jedinym optimélnim Fesenim je, ze prekupnik zaplati 90+90-+90
a zlodé&j mu vrati 100 4+ 100 (tedy celkem 5 kust minci zméni majitele).

Jeden mozny (i kdyZ ne nejlepsi) horni odhad, jaka = je tfeba zkouset:

Kazdy typ mince zjevné pouzije jen jeden z nich — nema smysl, aby prekupnik
néjakymi mincemi platil a zlodéj mu stejné mince vracel.

Jestlize zlodéj v optimalnim FeSeni nepouzije minci s cenou c¢,: Od kazdé jiné
mince pouzije nejvyse ¢, — 1 kust. Kdyby totiz pouzil ¢, kusi mince s cenou c¢;,
bylo by vyhodnéjsi pouzit misto nich ¢; kus mince s cenou c¢,. Celkové tedy zlodéj
pouzije uréité méné nez nc, minci, kazda ma cenu méné nez c,, takie x < nc3.

Jestlize zlodéj pouzije minci s cenou c¢,: Znamend to, ze tuto minci nepouzil
prekupnik. Stejnou tvahou jako v pfedchozim piipadé dostaneme, Ze suma s + x,
kterou platil obchodnik, je nutné mensi nez nc?. A totéz proto tim spise plati pro
hodnotu z.

Mame tedy nésledujici feseni: Vypoécitame hodnoty v poli P od 0 do s + nc?.
Potom vyzkousime vSechna x od 0 do nc? a najdeme to z nich, pro které je soucet
P[s + ] + P[x] nejmensi. Toto feSeni mé ¢asovou slozitost O(sn + n2c?).

Reseni pomoci prohledavani grafu

P1i ndvrhu feSeni mtizeme zvolit také jiny pristup — pfimo v pribéhu jedno-
ho dynamického programovani uvazovat i moznost vraceni nazpét. Oznac¢me Q[i]
nejmensi pocet kusti minci potfebnych na zaplaceni ¢astky i, je-li povoleno i vrace-
ni. Stejnou uvahou jako v pfipadé pole P dostaneme rekurentni vztah:

Q[i]:min{Q[z’—cj]—i—l 1<j<n A cjgz'} U {Q[Z’-l—cj]-l—l‘lgjgn}.

Je tu ale problém: K vypoétu Q[i] bychom potfebovali znat i hodnoty @ pro
Castky vétsi nez i. Tim, Ze jsme povolili od¢itani, ndm ve vztazich vznikly cykly:
napiiklad hodnota Q[7] zavisi na hodnoté Q[7 + ¢,] a zaroven také Q[7 + ¢,| zavisi
na Q[7]. Tudy cesta nevede.



Vsimnéte si, ze situace, do niz jsme se dostali, je podobna té, se kterou se se-
tkédvame pri hledani nejkratsich cest. Na cely problém se tedy muzeme divat jako na
hledani nejkratsi cesty v grafu. Vrcholy grafu jsou celé ¢isla, predstavujici aktualné
zaplacenou ¢astku. Kazda hrana ma délku 1 a odpovida pouziti jedné mince jednim
nebo druhym tcastnikem obchodu. V takovémto grafu hledame nejkratsi cestu z vr-
cholu 0 do vrcholu s. Jelikoz vSechny hrany maji jednotkovou délku, mizeme pouzit
prohledavani do sirky.

Kazdy navstiveny vrchol zpracujeme v ¢ase linedrnim vzhledem k n (poctu
minci, a tedy poctu vychézejicich hran). Abychom odhadli ¢asovou a pamétovou
slozitost, staci shora odhadnout pocet navstivenych vrcholi. Pfipomenme si, ze ma-
me odhad Q[s] < |s/cn]| + ¢n. Prohledavani navstivi jen ty vrcholy (tj. zaplacené
¢astky), které jsou od 0 ve vzdalenosti nejvyse Q[s].

Vsechny castky, které lze zaplatit nejvySe k£ mincemi, zjevné lezi v rozsahu
od —ke, do kc,. Po dosazeni naseho odhadu pro Q[s] dostavame, Ze prohleddvani
navstivi O(s+c?) vrcholi. Takova je proto i jeho pamétova sloZitost; ¢asova slozitost
je pak O(ns + nc2).

Reseni sestrojenim v3ech dosazitelnych ¢astek

Ozna¢me M; mnozinu ¢astek, které je mozné zaplatit pomoci presné i kust
minci; ziejmé My = {0}. Jestlize j € M;, potom pro kazdou minci ¢ plati j + ¢ €
M; 11 (nebof staéi ¢ mincemi zaplatit j a potom pfekupnik pfida minci ¢) a také
j—ck € M1 (zlodéj vrati minci ¢). Naopak, kazd4 ¢astka v M1 musela vzniknout
z néjaké castky v M; timto zpisobem.

Napftiklad pro sadu minci (1, 5) takto dostaneme:

My = {0},

M, = {-5,-1,1,5},

M, = {~10,-6,—4,—2,0,2, 4, 6,10},

M3 ={-15,-11,-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9,11, 15},

Optimalnim po¢tem minci na zaplaceni ¢astky s je nejmensi takové i, pro néz s € M;.
Staci nam tedy postupné generovat My, M7, M, ..., dokud nedostaneme s.

Kazdou z mnozin M; si mizeme reprezentovat polem booleovskych hodnot, ve
kterém si budeme pro jednotlivé ¢astky pamatovat, zda jsou v mnoziné obsazeny
nebo ne.* Jinou moznosti je pamatovat si v poli pro kazdou éastku j nejmensi
takové ¢, pro které j € M,. Z hlediska optiméalniho placeni nés totiz zajimé jen prvni
vyskyt Castky j. Pole se stejnym vyznamem jsme si jiz dfive oznacili Q.

Diky odhadu Q[s] < [s/cn] + ¢, vime, Ze pocet vygenerovanych mnozin bude
nejvyse k = |s/c,|+cn—1 ajak jsme ukdzali uz v pfedchozim feseni, raznych hodnot
v zavéreéné mnoziné My, (a tedy také v kazdé M;) je O(key,). Vygenerovat M; 11 z M;

* Pole obvykle nemtizeme indexovat zdpornymi ¢isly. Toto omezeni snadno obe-
jdeme tim, ze ¢astce j pritadime index j +t, kde t je dostatecné velké ¢islo. Nebo si
muzeme pomoci trikem jako v programu u 1. tlohy.
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proto dokdzeme v ¢ase O(nkc,). Celkovou ¢asovou slozitost dostaneme jako soucet
Casu potfebnych na vygenerovani vSech mnozin M;. Celkové tedy muzeme odhadnout
¢asovou slozitost shora jako O(nk?c,). Po dosazeni naseho odhadu za k dostdvame
horni odhad ¢asové slozitosti O(ns?/c, +nc). Velmi zjednodusens mizeme ¥ici, Ze
¢as vypoctu tohoto algoritmu roste kvadraticky vzhledem k ¢astce s, kterou platime.

Optimalizace predchoziho Feseni

vvvvvv

feSeni tlohy. Zatimco feseni s mnozinami M; pro kazdou ¢astku postupné sestrojuje
vSechny pocCty minci, jimiz se da tato ¢astka zaplatit, grafové feseni uréi pouze
ten nejlepsi z nich. Nyni si ukdZzeme jesté jeden trochu jiny zpusob, jak lze feSeni
s mnozinami M; vylepsit. Abychom generovali mnoziny M; efektivnéji, omezime se
jen na urcité poradi minci pfi placeni. Zavedeme dvé pravidla:

1. Aktualné zaplacend suma nesmi nikdy piesdhnout s.

2. Vracet nazpét je mozné pouze tehdy, kdyz je aktudlni zaplacend suma
vétsi nez s — ¢,. Nesmi se tedy vracet, kdyz je jesté mozné bez poruseni
prvniho pravidla platit kteroukoliv minci.

Napftiklad pro sadu minci (1,5) a s = 9 budou mnoziny M; vypadat takto:
My = {0}, M7 = {1,5}, M2 ={0,2,4,6}, Ms = {1,3,5,7,9}. Ackoliv ndm z mnozin
nékteré castky ubyly, castku 9 lze stale zaplatit tfemi mincemi. Také obecné plati,
Ze se pocet minci potfebnych na zaplaceni s nezvysi. Ukazeme si, ze vzdy existuje
takové poradi placeni a vraceni minci, které spliiuje obé uvedena pravidla.

Necht v optimélnim feSeni pifekupnik zaplati mincemi a1, as,...,a, a zlodé]
mu vrati mince by, ba,...,b,. Plati tedy a1 + a2+ ... +a, — by —by—...— b, = s.
Spravné poradi dostaneme jednoduse tak, ze vzdy, kdyZ to nezakazuje pravidlo ¢. 1,
zaplatime dal$i z minci a;. V opacném pfipadé je aktualni suma vétsi nez s — ¢,
(jinak bychom nemohli zaplacenim dal$i minci porusit pravidlo ¢. 1), proto vratime
dalsi z minci b;. Uvédomte si, ze dfive nez mince na placeni ndm dojdou mince na
vraceni, a Ze tento postup skonci, az kdyz pouzijeme vSechny mince a dosdhneme
Castky s.

Dodrzovanim uvedenych pravidel tedy nic neztratime a navic ziskdme nasledu-
jici jistotu: Pro kazdé optimalni FeSeni existuje takovd ¢astka r € (s —cy, s) a pofadi
minci, Ze nejprve bez vraceni zaplatime r a potom uz s vracenim doplatime do
sumy s. Béhem této druhé faze se bude aktualni suma pohybovat jenom v intervalu
(s — 2cp, ).

Vyuzijeme této skutecnosti k urychleni naseho feseni. Nejprve spustime algo-
ritmus bez vraceni, ¢imz si v ¢ase O(sn) najdeme optimalni zptsob placeni bez
vraceni pro v8echny ¢astky od 0 do s. Z nich si ponechdme jen interval (s — ¢y, s).
Ziskali jsme tak ,zéklad“ pro mnoziny M;, plati totiz j € Mp(;. Vezmeme nejmensi
z hodnot P[s — ¢, + 1],..., P[s — 1], P[s] a ozna¢ime ji w. Dale budeme generovat
mnoziny My 41, M2, ... nasim puvodnim algoritmem. Omezime se pfi tom jen na
Castky z intervalu (s — 2¢,, s). Takto ¢asem spocitdme optimdlni zptsob zaplaceni
Castky s.



Protoze nas nyni zajimaji pouze ¢astky z intervalu délky 2¢,,, sta¢i ndm O(c,,)
paméti. Casova sloZitost se zlepsi na O(nc?), takze celé feseni pobézi v dase O(ns +

nc?).

Jak Fesit vstupy pro s ~ 10'®

Intuice nam radi, ze je-li s prilis velké, optimalni bude zaplatit vétsinu mince-
mi ¢,. Pojdme si podobné tvrzeni zformulovat a dokézat.

Méjme néjakou posloupnost minci pouzitych prekupnikem na placeni a ozna¢me

sijedy,ds,...,ds. Necht se v této posloupnosti ani jednou nenachézi mince c,, a necht
{>cy.
Vezmeme prefixové soucty po =0, p1 =di, po =dy +da, ..., pe =dy +do +

...+ dp. ProtoZe téchto souctt je £+ 1, coz je vice nez ¢, existuji takové dva soucty
pi apj (i < j), které davaji stejny zbytek po déleni ¢islem c,. To znamen4, Ze jejich
rozdil p; —p; = di+1+...+d; je délitelny c,,. Cést posloupnosti od (i+1)-té po j-tou
minci tedy muzeme nahradit nékolika mincemi c¢,, ¢imz se celkovy pocet pouzitych
minci snizi.

Nejvétsi hodnota, jakou muzeme ziskat pouzitim nejvyse ¢, — 1 kust minci,
nemdame-li k dispozici zddnou minci ¢, je (¢, —1) - ¢p—1. Jestlize tedy s > (¢, — 1) -
Cn—1, potom pfi optimalnim placeni ¢astky s prekupnik jisté pouzije aspon jednu
minci ¢, — v opacném pripadé by potieboval nejméné ¢, kust minci, coz by bylo
mozné zlepsit podle predchoziho odstavce.

Tuto tvahu mizeme opakovat tak dlouho, dokud s > (¢, — 1) - ¢,—1; pokazdé

snizime s o ¢, a prekupnikovi zapocitame pouziti dalsi mince. Efektivnéjsim zpu-
sobem vypoctu je pomoci déleni zjistit pocet opakovani tohoto postupu a zmény
potom provést najednou v konstantnim case.

Jelikoz ¢astka, do které musime poéitat hodnoty P, se zmensi na O(c?), celkova

¢asové slozitost naseho feseni klesne na O(nc?).

#include <cstdio>
#include <vector>
#define INF 1023456789
using namespace std;

int main() {

long long s;

int n;

scanf ("%11d%d", &s, &n);

vector<int> C(2 * n); // za n minci ze vstupu p¥idéme jejich opaéné hodnoty

for (int i = 0; i < n; ++i) {
scanf ("/d", &C[il);
C[i + n] = -C[i];
}
int cn = C[n - 1]1; // nejvétsi mince
vector<long long> R(2 * n, 0); // po&ty minci pfi optimdlnim placeni

// zabezpe&ime, aby s <= (c_n - 1) * c_{n - 1}
int g = C[n - 2] * (cn - 1);
if (s> q) {

Rln -1] = (s -qg+cn-1) / cn;



s == R[n - 1] * cn;

}

// optimalni placeni bez vraceni
vector<int> P(s + 1, INF);
P[0] = 0;
vector<int> tah_P(s + 1, -1);
for (int i = 1; i <= s; ++i)
for (int j = 0; j < n; ++j)
if (C[j] <= i && P[i] > P[i - Cc[j1] + 1) {
P[i] = P[i - C[3j]1] + 1;
tah_P[i] = j;
}

// Q inicializujeme hodnotami z P ...
vector<int> Q(2 * cn, INF);
vector<int> tah_Q(2 * cn, -1);
int t =s - 2*cn+ 1; // sumy v Q maji indexy posunuty o t
int w = INF;
for (int i = max(0ll, s - cn + 1); i <= s; ++i) {
Qi - t] = P[i];

w = min(w, P[i]);

}
// ... a dale zlepSujeme, tentokrat i s vracenim
for (int i = w; i != Q[s - t]; ++i)
for (int j = 0; j < 2 * cn; ++j)
if (Q[j] == i) // z prvkd mnoZiny M_i vytvafime prvky M_{i+1}
for (int k = 0; k < 2 * n; ++k)
if (0 <= j + C[k] &% j + C[k] < 2 * cn && Q[j + C[K]] > i + 1) {
Qlj + Clk1] =1 + 1;
tah_Q[j + C[k]] = k;
}
// zrekonstruujeme optimalni placeni
while (tah_Q[s - t] !'= -1) {
++R[tah_Q[s - tl];
s -= C[tah_Q[s - t11;
}
while (tah_P[s] != -1) {
++R[tah_P[s]];
s -= C[tah_P[s]];
}

for (int i = 0; i < 2 * n; ++i)
printf ("%11ld%c", R[i], (i Y n==n-1) ? °\n’ : ’ ’);
return 0;



P-II1-3 Zlomkové programy

Pri feseni této tlohy jste pravdépodobné piisli na to, ze podalohy bl a b2 spolu
souvisi. Pfi hledani odmocniny z ¢&isla  totiz hledame nejmensi y takové, 7e y2 > z.
Reseni podilohy bl tedy pravdépodobné budeme moci vyuzit pfi feseni podilohy
b2. Nejprve ale vyreSime podulohu a, ktera s podilohami b1, b2 nesouvisi.

Budeme pouzivat terminologii, kterou jsme zavedli v fesenich krajského kola:
na jednotliva prvocisla v rozkladu n se divame jako na proménné; jejich exponenty
jsou hodnoty, které jsou v téchto proménnych ulozeny. Tedy napiiklad ¢islo 2754
znamensd ,,v proménné #2 je uloZena hodnota 7 a v proménné #5 je hodnota 4*.

a) Median

Median t¥1 proménnych je roven druhé nejmensi z nich. Sestrojime ho naptiklad
nésledovné:

1. Dokud jsou vsechny t¥i proménné kladné, sniz kazdou z nich o 1 a zaroven

zvy$ median o 1.

2. Dokud jsou pravé dvé proménné kladné, sniz obé o 1 a zaroven zvys me-

dian o 1.

3. V tuto chvili uz mame nalezen median, ale jesté je tfeba uklidit:
Dokud je posledni proménné kladna, sniz ji o 1.

Dopfredu samoziejmé nevime, které dvé proménné budou kladné v kroku 2 a
mu dame vSechny tfi moznosti. Pouzije se ta z nich, kterd nastala, ostatni pouzit
nepujdou.

Vysledny program vypada nasledovné:

7 7 7 7 1 11
2-3-572-372.53.-5"2" 35

P¥iklad vypoétu pro n = 4320 = 253351:

253351 15 21327 2, 933172 2, 9273 5, olpd 0, 3

Casové slozitost naseho programu je pfimo imérna hodnoté max(z, y, z).

Jiné feseni se stejnou ¢asovou slozitosti mtizeme zalozit na myslence, ze pro tfi
¢isla x, y a z je jejich medidnem to, které neni ani nejvétsi, ani nejmensi. Proto plati
median(z,y, 2) = ¢ + y + z — max(z, y, z) — min(x, y, z). Operace s¢itdni, od¢itani,
maximum a minimum uZ umime naprogramovat z krajského kola.
bl) Kvadrat — prvni FeSeni

Misto vypoctu druhé mocniny ¢isla z muzeme TeSit o néco obecnéjsi tlohu:
néasobeni. Napiseme zlomkovy program, ktery bude umét libovolné ¢islo tvaru 5Y7747
prevést na cislo 3¥*. Kdyz se ndm to podafi, budeme mit vyhrano: sta¢i na jeho
zacatek pridat zlomky, které z cisla 2747 vytvofi ¢islo 5*7%47 a mame program
pocitajici druhou mocninu.

Jak tedy vyfesime nasobeni? Pfevedeme ho na séitani, které uz zndme z feseni
krajského kola. Za¢neme s 3° a y-krat k té 0 piicteme z.
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Jedno kolo pri¢itani bude vypadat nasledovné:

1. Dokud je proménnd #7 kladna: sniz #7, zvys #3, zvys #11.
2. Dokud je proménnd #11 kladna: sniz #11, zvys #7.
3. O jednu sniz #5.

Kdy# tedy zacneme s ¢&islem 3°5Y77, po jednom kole pfi¢itdni budeme mit
375Y~17% po dalsim kole 3225Y~277% atd. Az ,spotfebujeme“ celé y, dostaneme ¢islo
3Y#7%. Potom uz jenom vyprazdnime proménnou #7 a mame nasobeni hotové.

Stejné jako v nékterych tlohach doméciho a krajského kola, i zde budeme
potfebovat jedno prvocislo navic. Pomoci ného si budeme pamatovat, zda jsme jesté
ve fazi 1 (sniZujeme proménnou #7), nebo uz ve fazich 2 a 3 (nazpét zvySujeme
proménnou #7). Prvodisla 47 a 43 budou predstavovat fazi 1, prvocisla 59 a 53 faze
2 a 3.

Cely program pro nasobeni bude tedy vypadat takto:

3-11-43 47 59 7-53 59 61 47-5
7-47 7 437 477 11-597 537 52-597 61

Vsimnéte si poslednich dvou zlomku. Vzdy, kdyz se dostaneme na konec cyklu,
chceme snizit proménnou #5 a potom otestovat, zda uz je nulova. To udélame tak, ze
se pokusime snizit ji o 2 (pfedposledni zlomek) a kdyZ se ndm to povedlo, je vSechno
v poradku, zvysime ji o 1 a pokrac¢ujeme novou iteraci cyklu.

Pridame jesté inicializaci a tklid po skonceni nasobeni a dostaneme tiplné feseni
tlohy bl:

5-7 3-11-43 47 59 7-53 59 61 7.5 1 1 1
2 7 7-47 7 437 477 11-59° 537 52.59° 61 ' 59" 7’ 5

Jaka je ¢asova slozitost tohoto programu? Zacneme s ¢islem 2*. V O(z) krocich
si z néj vytvorime ¢islo, z néhoz za¢neme pocitat nasobeni. Kazda iterace nasobeni
predstavuje ©(x) krokt vypoctu v prvni, ©(x) kroki v druhé a ©(1) krokt ve tieti
fazi. Iteraci bude presné x. Zavéreény uklid mé také jen O(z) krokt. Dohromady
dostavame ¢asovou slozitost ©(x?). Jelikoz musime fadove tak velkou hodnotu ziskat
v proménné #3, 1épe to ani nejde.

bl) Kvadrat — druhé Feseni

Tentokrat nebudeme nasobit, ale rovnou postupné pocitat druhé mocniny od
12 a7 po z2.

Pfesnéji, v proménné #3, v niz mé byt nakonec vystup, budeme mit hodnotu i2,
zatimco v proménné #5 budeme mit hodnotu 2i — 1. Kazda iterace vypoctu bude

vypadat nasledovné:

1. Zvys proménnou #5 o 2. (Novéa hodnota: 2i + 1.)

2. P¥i¢ti obsah proménné #5 k hodnoté proménné #3. (Nova hodnota v #3:
i2+2i+1=(i+1)%)
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Zaroven pri kazdé iteraci snizime o 1 hodnotu ve vstupni proménné #2. Kdyz
tato hodnota klesne z x na nulu, budeme mit v proménné #5 pozadovanou hodno-
tu 2.

Vysledny program:

3-5-89 5-5-43 3-7-41 43 37 5-31 37 59 1 1 1
2-47 7 259 7 5-43 7 417 437 7-37" 31" 377 59’ 5 47

Komentar k programu:
® Prvni zlomek slouzi k inicializaci, pouZije se jen jednou — v prvnim kroku
vypoctu.
® Druhy zlomek je zacatkem cyklu: snizime o 1 proménnou #2 a zvysime
0 2 proménnou #5.
e Tieti a ¢tvrty zlomek: sniZzujeme #5 a zvySujeme #3. Zaroven zvysujeme
#7, aby se nam ptvodni hodnota proménné #5 neztratila.

e Paty az sedmy zlomek: kdyZ se #5 spotfebuje presuneme obsah #7 zpét
do #5.

e Osmy zlomek: zpét na zacatek cyklu.

e Devaty a desaty zlomek: Uklid — po posledni iteraci cyklu smazeme to, co
uz nechceme.

® Jedenacty zlomek se pouzije jen v pripadé = = 0.

Tentokrat je jesté jasnéjsi, ze Gasova slozitost tohoto programu je také ©(z?).

(Zajimavost: Pro libovolné x > 1 vykonda tento program piesné o Sest kroki
méné nez nase prvni feseni.)
b2) Odmocnina — pomalejsi FeSeni

Jak jsme jiz uvedli na zac¢atku, tlohu ,najdi horni celou ¢ast odmocniny z z“
si miizeme pieformulovat do podoby ,najdi nejmensi y takové, ze y? > z“.

Z toho plyne pfimocary algoritmus na feseni podulohy b2:

1. Najdi feSeni podilohy bl.
2. Postupné ho pouzivej pro i = 1,2,..., pokazdé vypoditej i?> a porovnej

vypocitanou hodnotu s x.

Jakou casovou slozitost ma tento postup? Na vyzkouseni konkrétni hodnoty ¢
potiebujeme fadové i? krokit. Celkem tedy krokii vykondme fadoveé 12 422+ - -+ 42,
Z toho dostévéme, Ze ¢asova slozitost je O(y?) = O(x/x).

Reseni tohoto typu bylo hodnoceno 4 body.
b2) Odmocnina — lepsi FeSeni

Zkusengjsi tesitel si uvédomi, kde Ize usettit: Nebudeme odpovédi zkouset sek-
venéné vSechny, ale pouzijeme upravené binarni vyhledavani.

V prvni fazi tedy budeme zkouset hodnoty ¢ = 1,2,4,8, ..., dokud nenajdeme
prvni, pro niz i2 > z. V této chvili vime, Ze hledané y lezi nékde mezi 29 41 a 271!
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pro néjaké j. Ve druhé fazi najdeme v tomto intervalu spravnou hodnotu y bindrnim
vyhledavanim.

Takto otestujeme dohromady O(logy) = ©(log z) riznych hodnot. Otestovani
jedné hodnoty umime provést v éase O(z). Tim dostdvame odhad ¢asové slozitosti
O(zlog ).

(Tento odhad je tésny. Béhem druhé faze feSeni vyzkousime Fadové logy hod-
not a kazd4 hodnota, kterou zkousime, je vétsi nez y/2. Casova slozitost je tedy
O(zlogx).)

Toto feseni bylo hodnoceno 6 body. Jeho implementace je ale dost nepiijemn4,
zvlast realizace bindrniho vyhledavani vyzaduje dofesit fadu technickych detailt.
b2) Odmocnina — optimalni FeSeni

Existuje vSak jiné feSeni, které je jesté efektivnéjsi a navic se mnohem snéze
implementuje: Upravime naSe druhé feseni podulohy bl. Budeme tedy postupné
zkouset i = 1,2,3,..., ale nebudeme pokazdé znovu poéitat hodnotu 2. Namisto
toho budeme zaroven se zvySovanim ¢ zmensovat = tak, aby po vyzkouseni ¢ byla
ve vstupni proménné hodnota 2 — i2. Jakmile klesne hodnota vstupni proménné na
nulu, vime, Ze aktualni hodnota i je hledanou odpovédi.

Jeden mozny zlomkovy program napsany podle této myslenky vypada takto:

(5-67 61 3-72.61 5-47 11-43 47

2.617 67 2 ' 61 ' 5-7-47 43’
1 3.5-11%-31 7-37 31 47 1 1
747’ 47 ’11-317 377 317 117 7

Pribéh vypoctu rozdéleny na faze:

1. Zacdindme s ¢islem 2”. Pro x = 0 vypocet ihned skonéi. Jinak pouzijeme
tieti zlomek a dostaneme 27! -3 -72.61.

2. Opakované pouzivame prvni dva zlomky, ¢imz vyrobime hodnotu 3-5%~1-

7. 61.
3. Kdyz ndm dojdou dvojky, pouzijeme ¢tvrty zlomek. Dostaneme hodnotu
3-5% 7% 47.

4. Pokazdé, kdyz se dostaneme na toto misto vypoctu, budeme mit ¢islo
tvaru 3¢ - 52~ (—D* . 72 . 47, (Kdy?z jsme tu poprvé, je i = 1.)

5. Pouzivame paty a Sesty zlomek, dokud je to mozné. Jde-li vS§echno spravné,
zmensime obsah proménné #5 o hodnotu proménné #7, tedy o 2i. Hodnota
v proménné #5 se tedy zméni z x — (i — 1)2 nax — (i — 1)2 - 2i = 2 —
i2 — 1. Pokud se to celé podafilo, vidime, Ze ptivodni = bylo ostfe vétsi
nez i2, hodnota i (stéle ulozena v proménné #3) proto jesté neni hledanou
odpovédi.

6. V takovém pripadé pokracujeme dale. Pouzije se osmy zlomek, ¢imz si
zvysime proménnou #3 o 1 a proménnou #11 (kde mame docasné piesu-
nutou hodnotu proménné #7) o 2. Ziroven zvysime proménnou #5 o 1.
V tomto okamziku mame aktualni hodnotu 3i+1 - 57— . 11242 . 31,
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7. Nyni opakované pouzijeme devaty a desaty zlomek na presun hodnoty
proménné #11 zpét do proménné #7. Poté se pouzije jedenacty zlomek.
Tim dostaneme hodnotu 3+1 - 52=¢° . 72142 . 47 a v¥podet opét pokracuje
od vyse popsané faze 4.

8. Jestlize se ve fazi 5 vyprazdni proménna #5 dfive nez proménnd #7, vypo-
et konéi a v proménné #3 mame hledanou odpovéd. Jesté potfebujeme
vyprazdnit ostatni proménné.

To za¢neme pouzitim sedmého zlomku. Nésledné se daji pouzit uz jenom
posledni dva zlomky. Jejich opakovanym pouzitim vycistime ostatni pro-
ménné a zistane nam nenulovd pouze proménnd #3.

Odhad ¢Gasové slozitosti: Faze 1-3 maji zjevné ¢asovou slozitost ©(x). Potom
nasleduje nékolik iteraci. V ramci kazdé iterace se v 5. fazi vykond fddové stejny
pocet kroku vypocétu jako v 7. fazi; ostatni fize provedeme v konstantnim case.
Celkova cGasova slozitost iterovani je tedy pfimo timérna celkovému poctu kroku
vypoctu v 5. fazi. Téch je ale ©(z), nebot v 5. fazi zmensujeme x, dokud neklesne
na nulu.

Algoritmus mé proto celkovou ¢asovou slozitost ©(z).

14



