61. ro¢nik Matematické olympiady — 2011/2012

Resent ailoh krajského kola kategorie P

P-II-1 Bezpecné cestovani

Spoleény uvod pro viechna FeSeni

Z4adné bezpeéna cesta nevede pies planetu typu 0. Tyto planety proto miiZzeme
vynechat, stejné jako vSechny teleporty, které maji néktery svij konec na planeté
typu 0. Nejlepsi je vypustit je hned pfi ¢teni vstupnich dat. Poté mtzeme snadno
provést jesté jedno predzpracovani vstupu: zadany graf rozdélime na komponenty
souvislosti. Je zjevné, ze staci kazdou komponentu souvislosti fesit samostatné.

Vsimnéte si, ze kdyz nékterd komponenta souvislosti obsahuje pouze planety
typu 1, pak zadny jeji teleport neni kriticky — z téchto planet se totiz ¢lovék stej-
né nemuze zachranit. Podobné ani komponenta souvislosti tvorena pouze planetami
typu 2 neobsahuje zadné kritické teleporty — tam zase neni jedind planeta, odkud
bychom mohli ¢lovéka zachranovat. Takové komponenty tedy mutizeme rovnou igno-
rovat, coz ndm pozdéji zjednodusi rozbor pripadu.

Reseni téméi hrubou silou

Popiseme algoritmus, ktery pro zvoleny teleport ¢ urci, zda je kriticky. Pritom
predpokladame, ze komponenta souvislosti obsahujici tento teleport méa aspon jednu
planetu typu 2.

Pokud se oba konce teleportu ¢ nachézeji na planetach typu 2, pak tento teleport
urcité neni kriticky. Kdyby totiz pres néj vedla néjaka zachranujici cesta, jisté by
existovala i zachranujici cesta, ktera skon¢i jiz pred nim.

Je-li na nékterém konci teleportu planeta p typu 1, potfebujeme ovérit, zda se
z ni i po odstranéni teleportu ¢ ¢lovék zachrani. To miiZzeme zjistit tak, Ze z planety p
spustime prohledévani do hloubky a zakdzeme mu projit teleportem t. Jestlize toto
prohledavani dojde az na néjakou planetu typu 2, ¢lovék se z planety p zachranit
muze. Pokud teleport ¢ vede mezi dvéma planetami typu 1, postupné spustime dvé
nezavisla prohledavani. Kdyz se aspon pfi jednom z nich ¢lovék nedokaze zachranit,
pak je teleport ¢ kriticky.

Nyni uz jen staci uvédomit si, ze pro zadné jiné planety nepotfebujeme ovérovat
moznost zachrany. Kdyby totiz odstranéni teleportu ¢ pokazilo moznost zachrany pro
néjakou jinou planetu ¢ typu 1, tak jisté pokazi i moznost zachrany pro planetu p
typu 1, ktera je ,na stejném konci“ teleportu ¢ jako q.

Ovéfeni kazdého teleportu nas stoji nejvyse dvé prohledavani do hloubky, takze
jeho Gasovd slozitost v siti s n planetami a m teleporty je O(m+n). Kdybychom takto
ovétovali kazdy teleport, mame vysledny algoritmus s ¢asovou slozitosti O((m+mn)?).
Rychlejsi feseni

Méjme libovolnou souvislou sit teleporti. Uvazujme v ni jeden konkrétni tele-
port. Pokud i po jeho odstranéni ztstane sit teleporti souvisld (tzn. pomoci tele-
portl se dostaneme z libovolné planety na libovolnou jinou), pak dotyény teleport
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evidentné nemuze byt kriticky. Kritické teleporty staci tedy hledat mezi témi, jejichz
odstranéni rozpoji sit teleportti na dvé ¢asti. V grafové terminologii takové hrany
grafu nazyvame mosty.

V grafu nikdy nemtze byt pfiliS mnoho mostt: mé-li graf n vrcholi, mize
obsahovat nejvyse n — 1 mosti. Soucasti naseho vzorového feSeni bude nalezeni
vSech mosti v zadaném grafu. I bez toho ale dokdZeme zlepsit predchazejici feSeni.
K tomu nam bude stacit, kdyz o vétsiné hran dokazeme s jistotou Fici, Ze mostem
NEeJSou.

Spustime libovolné prohledavani naseho souvislého grafu. Pro kazdy vrchol si
zapamatujeme hranu, kudy jsme do néj béhem prohledavani poprvé prisli. Takto
dostaneme jednu moZnou kostru grafu. (Kostra n-vrcholového grafu je strom tvofeny
n — 1 jeho hranami.)

Nyni sta¢i uvédomit si, ze kazdy most musi byt soucasti praveé nalezené kostry.
Kdyz totiz z grafu vypustime tfeba i vSechny ostatni hrany, stale ztastane souvisly.
Kostra ale obsahuje jenom n — 1 hran. Namisto toho, abychom jako kriticky teleport
testovali kazdou z m hran grafu, sta¢i nam jich otestovat pouze n—1. Takto vylepseny
algoritmus mé ¢asovou slozitost O(n(m + n)).

Vzorové feSeni

Jak jsme uz ukazali, aby byl teleport kriticky, musi byt mostem — to je nutnou,
ale ne postacujici podminkou. Most je kritickym teleportem praveé tehdy, kdyz jeho
odebranim vzniknou dvé komponenty tak, ze jedna z nich obsahuje pouze planety
typu 1 a druhé obsahuje aspoinl jednu planetu typu 2.

N4&s algoritmus nejprve urci vSechny mosty v grafu a potom zjisti, které z nich
jsou kritické. Pro hledani mostd pouzijeme standardni algoritmus, ktery 1ze popsat
nasledovné:

Z nékterého vrcholu spustime prohledavani do hloubky. Toto prohledavani nam
hrany rozdéli na dva druhy: stromové a zpétné. Stromové hrany jsou ty, jimiz jsme
poprvé prisli do néjakého vrcholu, zpétné jsou ostatni hrany.

Jako u kazdého prohledavéni, stromové hrany nam vytvori kostru grafu. Pfi
prohledédvani do hloubky budeme této kostie fikat DFS strom.* Rozmyslete si, Ze
v DFS stromé kazda zpétnd hrana vede mezi néjakym vrcholem a jeho pfedkem
v DFS stromé. (Napiiklad kostra uréend prohledavédnim do §ifky tuto vlastnost ne-
mé!)

Uz vime, Zze mosty jsou nékteré ze stromovych hran. Potfebujeme rozhodnout,
které z nich to jsou a které ne. Uvazujme tedy néjakou stromovou hranu uv, po niz
jsme prisli z vrcholu u do vrcholu v. Kdy je tato hrana mostem? Pravé tehdy, kdyz
z podstromu s kofenem v nevede zadnd zpétnd hrana ven (tzn. do vrcholu u nebo
do nékterého jeho predka). Na zakladé tohoto pozorovani nyni zformulujeme nas
algoritmus.

Kazdému vrcholu z pfifadime hloubku v DFS stromé, kterou oznacime h(z).
Navic pro kazdy vrchol spoéitdme nasledujici veli¢inu d(z): nejmensi hloubku, kam

* 7 anglického ndzvu Depth-First Search.
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se dokazeme dostat pomoci nékolika stromovych hran sméfujicich doli a néasledné
nejvyse jedné zpétné hrany.

Mame-li spocitany uvedené hodnoty, mizeme mosty urcit nasledovné: Zpétna
hrana urcité mostem nebude — kdyzZ ji odstranime, tak stile existuje cesta pomoci
stromovych hran. Kdyz pro vrchol x, do néhoz jsme pfisli stromovou hranou, plati
h(z) > d(x), pak tato stromovad hrana také neni mostem (dokdZeme ji nahradit
nékolika stromovymi a zpétnou hranou). V opacném piipadé dané stromovd hrana
mostem je.

Zbyvé ukazat, jak spocitdme hodnoty h(z) a d(z). Hodnoty h(x) muzeme tri-
vialné pocitat v pribéhu prohleddvéani grafu do hloubky. Hodnotu d(z) spocitdme
jako minimum z hodnot d(z) synt vrcholu v DFS stromé a hloubek vrcholt, kam
vedou zpétné hrany z vrcholu x.

Popsany vypocet provedeme hned po nacéteni grafu ze vstupu. Postupné bude-
me spoustét prohleddvani do hloubky, ¢imZ rozdélime zadany graf na komponenty
souvislosti a zaroven v kazdé komponenté najdeme DFS strom a v ném vsSechny
mosty. Jelikoz kazdé prohledavani méa ¢asovou slozitost primo tmérnou velikosti p¥i-
slusné komponenty, mé tato ¢ast feSeni celkovou ¢asovou slozitost O(m + n).

Nyni jesté potfebujeme ovérit, které mosty v grafu predstavuji kritické telepor-
ty. P¥i prohledévéani do hloubky pro kazdy vrchol  spoc¢itdme dvé hodnoty c¢;(x) a
co(x): poéty vrcholl typu 1 a typu 2 v podstromé, ktery visi pod nim v DFS stromé
(véetné samotného vrcholu ). KdyZ takto zpracujeme celou komponentu, v kofeni
DFS stromu dostaneme celkové poc¢ty Cy a Cy vrchola typu 1 a 2. Je-li C; = 0
nebo Cy = 0, komponentu muzeme ignorovat. Jinak plati, Ze most je kriticky, po-
kud vSechny vrcholy typu 2 lezi na téZze jeho strané — tedy kdyz je co(x) = 0 nebo
CQ({E) = C2.

Celé feseni ma optimalni ¢asovou a pamétovou slozitost O(m + n).

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;
#define INF 1234567890

struct Vrchol {
Vrchol() : depth(-1), best(INF), c1(0), c2(0) {}
int type;
vector<int> next;
int depth;
int best;
int c1, c2;
};
vector<Vrchol> v; // Vrcholy grafu
vector<pair<int, int>> mosty; // Kandidati na mosty: (index hrany, index jejiho cile)

// Prohleda vrchol x, vrati trojici (best, cl, c2) daného vrcholu,
// ptipadné (depth, O, 0), pokud jsme tam uZ byli.
pair<int, pair<int, int>> dfs(int x, int depth, int odkud) {
if (v[x].depth != -1)
return make_pair(v[x].depth, make_pair(0, 0));
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v[x] .depth = depth;

for (int i = 0; i < v[x].next.size(); i++) {
if (v[x].next[i] == odkud) continue;
pair<int, pair<int, int>> ret = dfs(v[x].next[i], depth+l, x);
v[x].best = min(v[x].best, ret.first);
v[x].cl += ret.second.first;
v[x].c2 += ret.second.second;

}

if (v[x].type == 1) vx].cl++;

if (v[x].type == 2) v[x].c2++;

if (v[x].best >= v[x].depth && depth != 0)
mosty.push_back(make_pair (odkud, x));

return make_pair(v[x].best, make_pair(v[x].cl, v[x].c2));

}
int main() {
int n, m;
scanf ("%d %d", &n, &m);
v.resize(n);
for (int i = 0; i < n; i++) scanf("%d", &v[il.type);
for (int i = 0; i < m; i++) {
int a, b;
scanf ("/d %d", &a, &b);
a--; b-—;
if (v[al.type == 0 || v[b].type == 0) continue;
v[a] .next.push_back(b) ;
v[b] .next.push_back(a);
}
for (int i = 0; i < n; i++) {
mosty.clear();
dfs(i, 0, -1);
int C1 = v[i]l.c1l, C2 = v[i].c2;
for (int j = 0; j < mosty.size(); j++) {
if (v[mosty[j].second].cl > 0 &&
v[mosty[j].second].c2 == 0 &&
c2 > 0)
printf ("%d %d\n", mosty[j].first+1, mosty[j].second+1);
if (C1 - v[mosty[j].second].cl > 0 &&
C2 - v[mosty[jl.second].c2 == 0 &&
v[mosty[j].second].c2 > 0)
printf("%d %d\n", mosty[j].first+1, mosty[j].second+1);
}
}
return 0;
}

P-1I-2 Kradez

Problém batohu

Nejprve na chvili zapomeneme na moznost pouzivat duplikdtor. Dostaneme tim
tlohu, ktera je znadma pod nazvem problém batohu — chceme vybrat nékteré z modelid
tak, aby soucet jejich hmotnosti nepfesahl m, a zaroven se snazime maximalizovat
soucet jejich cen.



Tato uloha je NP-tplna, nezndme tedy algoritmus, ktery by ji fesil v case
polynomidlnim vzhledem k po¢tu modelt. V nasem pripadé vsak mame v zadani
zaruceno, ze hmotnosti jednotlivych modeli jsou cela kladna cisla a ze celkova zlo-
déjova nosnost je rozumné nizkd. To nam umozni pouzit algoritmus zaloZeny na
myslence dynamického programovani s ¢asovou slozitosti O(mn).

Definujme si PJi, j] jako nejvyssi cenu, kterou dokdzeme ziskat ukradenim né-
kterych modelti, mame-li na vybér jenom prvnich ¢ modeld na vstupu a soucet
hmotnosti téch z nich, které vybereme, miize byt roven nejvyse j. Resenim tlohy
pak bude hodnota P[n,m].

Hodnoty PJ0, j] jsou pro vSechna j rovny 0, jelikoz nemame k dispozici zadny
model.

Pro i > 1 vypoc¢itdme PJi, j| takto: Ozna¢me si hmotnost i-tého modelu w;
a jeho cenu c¢;. Pokud tento model nevezmeme, pak nejlepsi cena, jaké mizeme
dosdhnout, je rovna P[i —1, j]. Pokud naopak tento model vezmeme, potom nejlepsi
dosazitelnd cena je rovna ¢; + P[i — 1, j — w;]. Je tomu tak proto, Ze dostaneme cenu
¢; za pravé vybranou véc a k tomu si jeSté miuzeme z prvnich ¢ — 1 modela vybrat
co nejvyhodnéji tak, abychom tim nepfesahli hmotnost j — w;.

Z uvedenych dvou moznosti si vybereme tu vyhodnéjsi. Hodnota Pli, j] se teda
rovnd max(c; + Pli — 1,j — w;], P[i — 1, j]). Na vybér samozfejmé méame jen tehdy,
kdyz dany model uneseme, tzn. kdyz w; < j. V opacném piipadé ndm zistava jen
jedind moznost — -ty model nevzit. V programu to oSetfime vhodnou podminkou.

Vsimnéte si, Ze k vypocétu PJi, j] staél znat hodnoty Pli—1,j] a Pli—1,j—w;].
Proto budeme-li pocitat hodnoty P postupné od mensich ¢ k vétsim, budeme uz mit
v dobé vypoctu Pl[i, j] potfebné hodnoty pfipravené. Takto dostdvame FeSeni s Ca-
sovou slozitosti O(mn) — kazdou z O(mn) hodnot P[i, j] vypoc¢itame v konstantnim
case.

Kdybychom si chtéli uklddat vSechny hodnoty P, potfebovali bychom O(mn)
paméti. To ale neni nutné — pii vypoctu hodnot P pro prvnich ¢ modelt staci znat
pouze hodnoty P pro prvnich i—1 modeld, star$i hodnoty P uz nepotfebujeme. Nase
implementace dokonce vystaci s jednim jednorozmérnym polem, ve kterém postupné
od vétsich 7 k mensim nahrazuje hodnoty P[i—1, j] hodnotami P[i, j|. (Rozmyslete si,
Ze si tim nikdy nepfepiSeme informaci, kterou jesté budeme pot¥ebovat.) Pamétova
slozitost Feseni je tedy O(m).

Pomalejsi FeSeni puvodni ulohy

Nyni uz dokéZeme snadno navrhnout funkéni a celkem efektivni feSeni ptivodni
tlohy. Staéi vyzkouset vSech n moznosti, na ktery model pouzit duplikator. Jakmile
duplikator pouzijeme, stojime pfed obyc¢ejnym problémem batohu s n + 1 modely.
Staci nam tedy n-krat vyresit problém batohu a ze vSech nalezenych feSeni vybrat to
nejlepsi. Takové feseni ma ¢asovou sloZitost O(n?m) a pamétovou slozitost O(m+n).
Vzorové feseni puvodni alohy

Rychlejsi feseni tlohy s duplikatorem ziskdme vhodnym rozsifenim dynamické-
ho programovéani, které pouzivame ve zjednodusené uloze. Definujme si Q[i, j] jako
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nejvyssi cenu, kterou dokazeme ziskat ukradenim nékterych modeli, mame-li na vy-
bér jenom prvnich ¢ modelid, soucet jejich hmotnosti miuze byt nejvyse j a navic
mizeme jednou pouzit duplikator.

Hodnoty Q[0, j] jsou stejné jako P[0, j] rovny 0.

Podivejme se nyni, jak lze vyjadfit Q[i, j] pro i > 1. Opét si oznac¢ime hmotnost
i-tého modelu w; a jeho cenu ¢;. Oproti vypoétu P[i, j] ndm pfibyla tfeti moznost:
tento model mtzeme zduplikovat a vzit obé kopie. Takto ziskdme feSeni, jehoz op-
timalni cena bude 2¢; + P[i — 1,5 — 2w;]. Ze zbyvajicich ¢ — 1 modeld nyni chceme
vybrat nejdrazsi podmnozinu, jejiz hmotnost je nejvyse rovna j — 2w;. Duplikator
jsme uz pouzili, takze pfi vybéru téchto i — 1 modelt ho uz pouzit nesmime. Hodnotu
Qi j] tedy uréime nasledovné:

Q[Z7]] = max (Q[Z_ 17]]) Cz+Q[Z_ la.j_sz 261+P[Z— 17.7 _sz])

Soucasti tlohy bylo i vypsani ¢isla modelu, ktery jsme v optimalnim feSeni
zduplikovali. Proto si pfi vypoétu Q[i, j] pro kazdé i a j zapamatujeme rovnéz toto
¢islo.

Popsané feseni méa ¢asovou slozitost O(mn), tedy stejnou, jako Feseni tlohy bez
duplikdtoru. Opét dokdZeme dosdhnout pamétové slozitosti O(m) — stacéi postupné
pro vSechna ¢ vhodné stfidavé pocitat hodnoty P a Q.

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
int n, m;
cin >> m >> n;
vector<int> P(m + 1, 0);
// V Q mame dvojice (nejvy3si cena, &islo zduplikovaného modelu)
vector<pair<int, int>> Q(m + 1, make_pair(0, 0));
for (int i = 0; i < n; ++i) {
int w, c;
cin >> w >> c;
for (int j =m; j >= w; --j) {
if (P[j-w] + ¢ > P[j1)
P[j] = P[j-w]l + c;
if (Q[j-w].first + c > Q[j].first)
Q[j] = make_pair(Q[j-w].first + c, Q[j-w].second);
if (j >= 2%w && P[j-2+w] + 2*c > Q[j].first)
Q[j] = make_pair(P[j-2%w] + 2%c, i+1);

}

if (Q[m].first > P[m])
cout << "zduplikuj model " << Q[m].second << endl
<< "nejlepsi cena " << Q[m].first << endl;
else
cout << "nezduplikuj nic" << endl
<< "nejlepsi cena " << P[m] << endl;
return O;



Jiné feSeni

Pro zadanou tlohu s nejvyse jednim pouzitim duplikdtoru vsak existuje i jed-
nodussi feseni. Stejné jako v feseni tlohy bez duplikatoru si vypocitdme pouze hod-
noty P. (Hodnoty @ zde nebudeme potiebovat.) Kdybychom zduplikovali a ukradli
i-ty model, nejvyssi dosazitelnd cena by byla ¢; + P[n, m —w;], nebot si stale mtizeme
vybirat ze vSech n modeld, ale uz jen do hmotnosti nejvyse m —w;. Vyzkousime tedy
v8ech n moznosti pro zduplikovany model a vybereme si z nich tu nejlepsi.

Casové slozitost bude opét O(mn), pamétova slozitost O(m + n).

P-11I-3 DNA

V celém Feseni pfedpoklddame, Ze plati d > n. V opacném piipadé (kdyz exis-
tuje vice typl bazi, nez kolik je délka DNA, kterou zpracovivame) je totiZ zjevné
odpovéd 0.

Prvni feSeni, které nas hned napadne, je pouzit hrubou silu: Pro kazdy mozny
souvisly tsek si zjistime, zda obsahuje kazdou bazi, nebo ne. To provedeme s ¢asovou
slozitosti O(d?) tak, Ze si zvolime za¢étek a konec tiseku (téch je fadové d?) a jednim
prichodem zkoumaného tiseku zjistime, zda je v ném kazdy typ baze obsazen aspon
jednou.

Toto FeSeni lze velmi snadno vylepsit. Ozna¢me si p(i) prvni takovou pozici,
Ze tsek od ¢ do p(7) obsahuje vSechny typy béazi. Potom pro kazdé j > p(i) zjevné
plati, Ze tisek od i do j také obsahuje vSechny typy bazi. Staci tedy, kdyz pro kazdy
mozny zacatek useku ¢ uré¢ime jemu odpovidajici nejlevéjsi mozny konec tseku p(i).

Jak to provést efektivné? Pouzijeme pole velikosti n, do kterého si budeme
pro kazdou béazi znacit, zda jsme ji uz vidéli. Navic budeme mit proménnou pocet,
v niz si budeme pamatovat, kolik typti bazi jsme uz vidéli. Pfidani nové baze = do
pravé zpracovavaného tiseku probéhne nasledovné: Podivame se do pole, zda jsme uz
bézi x vidéli. Pokud ano, proti pfedchézejicimu tiseku se nic nezmeénilo. Jestlize jsme
ji jesté nevidéli, v poli si ji oznac¢ime a zvysime proménnou pocet. Jakmile pocet
dosahne hodnoty n, nasli jsme pro praveé zkoumany zacatek nejlevéjsi mozny konec
tiseku. Popsané feseni mé ¢asovou slozitost O(d?).

Vzorové feSeni

Vyse uvedené feseni stale jesté neni optimalni. K nému ndm pomtze jedno
dalsi pozorovani: Kdyz ¢ < j, potom p(i) < p(j). Platnost tohoto tvrzeni dokédzeme
sporem. Kdyby platilo p(j) < p(i), pak v useku od j do p(j) se vyskytuji vSechny
typy bazi. To je ale jen né&jaka ¢ast tseku od i do p(i), a proto také v useku od i
do p(j) jsou obsazeny vSechny typy bézi. To je ale spor s predpokladem, ze p(i) je
nejmensi takovy index, pro ktery tsek zacinajici na indexu ¢ obsahuje vSechny typy
béazi.

Jak toto pozorovani vyuzit? Rika ndm vlastné, Ze kdy% uz zndme hodnotu p(i),
tak pfi zkoumani tseku zacinajiciho na pozici ¢ + 1 staci jeho konec hledat od pozice
p(i) déle. K tomu ale potfebujeme védét, které baze se vyskytuji v tseku od pozice
i+ 1 do pozice p(7). Pole booleovskych proménnych, které jsme pouzili v pfedchozim
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feSeni, nam zde uz nestaci — nemizeme z ného urcit, zda se baze z pozice i neopakuje
jesté nékde mezi pozicemi i + 1 az p(7).

Tento nedostatek ovSem snadno odstranime, kdyz misto booleovskych promén-
nych pouzijeme proménné celociselné. V nich si budeme pro kazdy typ baze pama-
tovat, kolikrdt se nachazi v pravé zkoumaném tseku. V nize uvedeném programu se
jedna o pole vyskyty. Naddle budeme pouzivat proménnou pocet, v niz budeme
mit ulozen pocet rtznych typtu bazi v pravé zkoumaném tseku.

Na zac¢atku vypoétu uré¢ime hodnotu p(1), tedy nejlevéjsi mozny konec tseku
za¢inajiciho prvnim prvkem. V okamziku, kdy ur¢ime hodnotu p(1), mame v poli
vyskyty pro kazdy typ baze uloZen pocet jeho vyskytl na pozicich 1 az p(1). Nyni
posuneme zacatek na pozici 2. Tim nam z aktualniho useku vypadla baze z pozice 1.
Zmensime proto o 1 hodnotu na pifislusném misté v poli vyskyty. Pokud jsme ji
snizili na 0, snizime o 1 také proménnou pocet. Dale pokracujeme stejné jako dfi-
ve: dokud je pocet mensi nez n, posouvame konec aktudlniho zkoumaného tseku.
Takto pokracujeme postupné pro vSechny mozné zacatky tak dlouho, az pro néktery
zacatek zjistime, ze uz pro néj zadny konec tseku nevyhovuje.

Podivejme se nyni, jak jsme touto tpravou zlepsili ¢asovou slozitost algoritmu.
V pribéhu vypoctu pouze ménime dva indexy — jeden ukazujici na zacatek prave
zkoumaného tseku a druhy ukazujici na jeho konec. Posunuti kazdého z téchto in-
dexti provedeme v konstantnim case. Kazdy z indext projde nejvyse jednou celou
posloupnost, a proto je ¢asova slozitost tohoto feseni O(d).

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

int main() {
int n, d;
cin >> n >> d;
vector<int> vstup(d);
for (int i=0; i<d; ++i) { cin >> vstupl[il; --vstup[il; }

vector<int> vyskyty(n,0); // pro kaZzdou bazi pocet vyskytd
int pocet = 0;
long long vysledek = 0;

for (int zacatek=0, p=0; zacatek<d ; ++zacatek) {
while (p<d && pocet<n) {
if (vyskyty[ vstup[p] ]==0) ++pocet;
++vyskyty[ vstuplpl 1;
++p;
}
if (pocet==n) vysledek += d-p+1;
--vyskyty[ vstupl[zacatek] 1;
if (vyskytyl[ vstupl[zacatek] 1==0) --pocet;
}
cout << vysledek << endl;
return O;



Jina dobra feseni

Misto pole vyskyty, které musime pribézné udrzovat, si mtzeme nékteré po-
tiebné tdaje vypocitat pfedem. Napiiklad si muzeme pro kazdou pozici z (od 1
do d) a kazdy typ baze y (od 1 do n) spoc¢itat, kde nejblize za pozici x se vyskyt-
ne béze y. Tyto informace umime piimocate urcit v ¢ase O(nd) a pomoci nich jiz
snadno implementujeme feseni podobné vzorovému — vzdy, kdyz posuneme zacatek
tseku, najdeme si, kde nejblize se vyskytuje baze, kterd z aktualné zpracovavaného
useku pravé vypadla.

Totéz dokézeme provést jesté o néco Sikovnéji v éase O(d), ¢imz ziskdme jiné
optiméalni feSeni. Staci si napiiklad pro kazdy typ béaze pfedem spocitat seznam
pozic, kde se nachézi. Toto lze implementovat riznymi zptsoby: bud mitZeme mit
n disjunktnich seznamii (jeden pro kazdy typ baze), nebo jednoduse pomocné pole
délky d, v némz bude pro kazdou pozici ¢ zaznamenéno, na které nasledujici pozici
lezi stejnéd baze, jako je na pozici i.

Jind mozné reseni jsou zalozena na vyuziti bindrniho vyhledavani. V takovychto
FeSenich si nejprve spocitdme néjaké informace, z nichz potom dokéZzeme rychle uréit,
zda je konkrétni tsek vyhovujici. Pro kazdy z d moznych zacatk potom binadrnim
vyhledavanim uréime jemu odpovidajici konec. Nejbéznéjsi ¢asové slozitosti takovych
feseni jsou O(dlogd), O(dlog? d), piipadné O(dn + dlogd).

P-11I-4 Zlomkové programy

V obou podilohéach budou feSeni zalozena na podobném principu jako v do-
macim kole. Na kazdé prvocislo v rozkladu aktualni hodnoty se mizeme divat jako
na proménnou. Je-li napiiklad aktualni hodnota rovna 243°52, miizeme to &ist nasle-
dovné: v proménné #2 je uloZzena hodnota 4, v proménné #3 je ulozena hodnota 5
a v proménné #5 je ulozena hodnota 2.*

A jak probiha krok vypoctu? Hledame vhodny zlomek — tedy divame se na
jmenovatele a pro kazdy z nich otestujeme, zda jsou v pfislusnych proménnych do-
stateéné vysoké hodnoty. Napiiklad zlomek se jmenovatelem 237 muiZeme pouZit
pouze tehdy, kdyz aktudlné mame v proménné #2 hodnotu aspon 3 a v proménné #7
hodnotu aspon 1. Kdyz najdeme prvni vhodny zlomek, nejprve snizime hodnoty
proménnych odpovidajicich jeho jmenovateli a potom zvysime hodnoty jinych pro-
meénnych, odpovidajicich jeho Citateli.

a) Maximum

Zadani podulohy si nyni muzeme pieformulovat nasledovné: Na zacatku vy-
poctu jsou v proménnych #2 a #3 uloZeny vstupni hodnoty = a y. Nasim cilem je
vytvofit v proménné #5 vystupni hodnotu max(z,y).

Reseni tlohy nejprve popiseme slovné:

1. Dokud jsou obé proménné #2 a #3 kladné, obé sniz a zvys proménnou #5.
2. Dokud je proménna #2 kladna, sniz ji a zvy$ proménnou #5.

3. Dokud je proménnd #3 kladnd, sniz ji a zvy$ proménnou #5.
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Z uvedenych krokt 2 a 3 se ve skutecnosti vykona nejvyse jeden, nebotf po skondeni
kroku 1 zustane alespori v jedné z proménnych #2 a #3 nula.

Tomuto slovnimu popisu odpovida nasledujici jednoduchy program:

555
62 3)

P¥iklad vypoétu pro n = 144 = 2432

9432 L, 93315 L, 9252 2, 9lg3 2, 54

Ptiklad vypoétu pro n = 729 = 2936:
36 2y 355 2 3457 2, 3353 2, 3254 2, 3155 3, 56
b) Séitani
V této tloze potfebujeme secist obsah proménnych #2 a #3, ale zaroven také
zachovat jejich puvodni obsah.
Kdyby nebylo tfeba zachovat vstupni proménné, feseni tlohy by bylo snadné:

1. Dokud je proménnd #2 kladnd, sniz ji a zvyS proménnou #5.
2. Dokud je proménné #3 kladna, sniz ji a zvy$ proménnou #5.

Abychom neztratili ptiivodni obsah proménnych, budeme vzdy zvySovat zaroven dvé
proménné: jednak proménnou #5, jednak néjakou novou pomocnou proménnou. Za-
¢atek naseho algoritmu bude tedy vypadat takto:

1. Dokud je proménnd #2 kladna, sniz ji a zvys proménné #5 a #43.
2. Dokud je proménna #3 kladnd, sniz ji a zvyS proménné #5 a #47.

Poté uz jenom ,uklidime“ — obsah proménnych #43 a #47 vratime zpét do promén-
nych #2 a #3:

3. Dokud je proménnd #43 kladn4, sniz ji a zvyS proménnou #2.
4. Dokud je proménnd #47 kladné, sniz ji a zvyS proménnou #3.

Kdybychom napsali zlomkovy program pfimo podle uvedeného algoritmu, na-
razili bychom na podobné problémy jako pfi feseni druhé podulohy domaéciho kola:
program by nikdy neskoncil. Jakmile by se vykonal krok 3, byla by proménna #2
opét kladné, opét by se provedl krok 1 a tak porad dokola.

Pottfebujeme zajistit, aby se pri vypoctu naseho zlomkového programu kroky 1
az 4 provedly jen jednou, a to pfesné v tomto poradi. K tomu vyuzijeme hodnotu 7,
kterou je zarucené délitelné vstupni ¢islo. Zlomkovy program navrhneme tak, aby
kroky 1 a 2 provadél pouze za predpokladu, Ze je aktualni hodnota délitelnd sedmi
(tzn. proménnd #7 je nenulovd). Jakmile oba tyto kroky skonéi (tzn. obé proménné
#2 a #3 se vynuluji), vydélime aktudlni hodnotu sedmi (tzn. vynulujeme proménnou
#7). Poté se uz mohou provadét pouze kroky 3 a 4.
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Novy, presnéjsi popis naseho algoritmu vypada néasledovné:
1. Dokud je proménné #7 kladna:
a) Je-li proménné #2 kladné, sniZ ji a zvyS proménné #5 a #43.
b) Je-li proménnd #3 kladnd, sniz ji a zvyS proménné #5 a #47.
¢) Jsou-li proménné #2 aj #3 nulové, vynuluj proménnou #7.
2. Dokud je proménnd #43 kladnd, sniz ji a zvyS proménnou #2.
3. Dokud je proménnd #47 kladné, sniz ji a zvys proménnou #3.
Proménna #11 bude nasemu programu slouzit jako pomocna pfi kontrole, zda je
proménnd #7 kladna. Pokazdé, kdyz aktudlni hodnotu (v krocich 1 a 2) vydélime 7,

zéroveil ji vynasobime 11. Nésledné pouzijeme zlomek 7/11, abychom opét dostali
hodnotu délitelnou 7.

Vysledny program:

5-43-11 5-47-11 7 1 2 3
2-7 7 3.7 71177 437 47)°

Piiklad vypoétu pro n = 2! -32.7:

ol.32.7 1, 32.51.17.431 3, 32.50.7.430 2, 31.52.17.431.471 2,

2, 31.52.7.431 470 2, 53.11.431.472 2 53.7.431.472 4, 53.431.472 5,

By ol 53472 5y 91.31.53. 471 &, 91.32.53

Prvoéisla 2,3,5,43,47 zde maji pro vétsi nazornost vzdy uveden exponent,
i kdyZ je roven jedné — tyto exponenty odpovidaji hodnotam pfislusnych promén-
nych.
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