61. ro¢nik Matematické olympiady — 2011/2012
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 61. roéniku MO kategorie P se kona v ttery 24. 1. 2012 v dopolednich
hodinach. Na FeSeni tiloh mate 4 hodiny ¢istého ¢asu. V krajském kole MO-P se nefesi
zaddna prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesiteld ve vSech krajich je
pouziti pocitacu pri soutézi zakazano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomucky
kromé psacich potfeb (tzn. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

e Popis feSeni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu,
arqumenty zdivodriugict jeho spravnost (pfipadné dikaz spravnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho FeSeni (Casovd a pamétovd slozitost).
Slovni popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
vase feSeni tloh domaéaciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici;
na autorskd feseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-1I-1, P-II-2 a P-II-3 je tfeba uvést za-
programu v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné sro-
zumitelném pseudokdédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace
jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi,
vyhledavani v poli, tfidéni apod. V tloze P-1I-4 je nutnou soucasti feseni
zapis zlomkového programu.

Za kazdou ulohu mizZete ziskat maximalné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti rastu této funkce. V zadéani
kazdé ulohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfesenim
tlohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na soucasném bézném
pocitaci dokonci vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feseni uloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam tspésnych Fesitelit
postupujicich do tstfedniho kola a také popis prostiedi, v némz se budou v tstfednim
kole Fesit praktické tlohy.



P-II-1 Bezpecné cestovani
Ve vesmiru existuji tfi typy planet:

® typ 0: neobyvatelné planety, na nichz ¢lovék okamzité zahyne,
® typ 1: nehostinné planety, na nichz ¢lovék miize chvili pfezit, ale nemtize
tam zit dlouhodobé,
® typ 2: privétivé planety, na nichz ¢lovek muze zit dlouhodobé.
Mezi jednotlivymi planetami cestujeme vesmirem pomoci obousmérnych teleportii.
Posloupnost na sebe navazujicich teleport nazyvame cesta. Cesta je pro ¢love-
ka bezpecnad, jestlize nevede pres zadnou planetu typu 0. Kdyz z nehostinné planety p

vede bezpecna cesta na néjakou privétivou planetu, fekneme, ze z planety p se ¢lovék
muze zachrdnit.

Teleport oznacujeme jako kriticky, jestlize by jeho porucha zptisobila snizeni
poctu planet, z nichz se ¢lovék mize zachranit. Jinymi slovy, teleport ¢ je kriticky,
jestlize existuje planeta typu 1, ze které se dokdzeme dostat bezpecnou cestou na
(asponi jednu) planetu typu 2, ale na kazdé takové cesté musime pouzit teleport ¢.
SoutéZni tloha

Prvni fadek vstupu obsahuje pocet planet n a pocet teleportt m. Vsechny
planety jsou ocislovany od 1 do n. Na druhém radku je pro kazdou planetu zadan
jeji typ. Tento Fadek vstupu obsahuje n celych ¢isel z mnoziny {0, 1,2} — postupné
pro kazdé ¢ od 1 do n je to typ planety ¢islo i. Zbytek vstupu tvori m radku,
z nichz kazdy popisuje jeden teleport. Popis teleportu je tvoren dvéma cisly planet,
které jsou timto teleportem spojeny. Mezi kazdou dvojici planet vede nejvyse jeden
teleport.

Naleznéte a vypiste vsechny kritické teleporty. Teleporty vypisujte na jednotlivé
radky vystupu ve stejném tvaru, jako jsou zadany na vstupu, tzn. jako dvojice ¢isel
planet.



Priklad

Vystup:
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Vstup je vykreslen na obrazku. Planety typu 0, 1 a 2 jsou znazornény po radé
jako kosoctverec, kruhy a ctverce.

Clovék se miize zachranit z nehostinnych planet 3, 5, 6 a 7. Kdyby se ale rozbil
teleport mezi planetami 3 a 5, uz by se nedalo zachranit z planet 5, 6 a 7. Tento
teleport je tedy kriticky. Na obrazku je vyznacen silnou carou.

Zadny jiny teleport kriticky neni. Viimnéte si, Ze porucha teleportu mezi pla-
netami 4 a 8 nam nevadi, z planety 8 se ¢lovék stejné nemohl zachranit.
Hodnoceni

® Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které zvladne efektivné vyresit vstup se
stotisicem planet a miliony teleporti.

e A7 7 bodu ziskéte za FeSeni, které zvladne efektivné vyfesit vstup s tisicem
planet a nékolika tisici teleportii.

® Za kazdé spravné fungujici feSeni, bez ohledu na jeho efektivitu (tzn. za
jakkoliv pomalé Feseni), ziskdte az 4 body.



P-11I-2 Kradez

Zlodéj vniknul do vyzkumné laboratofe a chce si z ni odnést sbirku modelti
vesmirnych lodi, aby ji zpenézil na cerném trhu. Zjistil ovSem, ze sbirka je natolik
rozsahla, ze ji celou neunese.

V laboratofi se nachazi také duplikdtor modelti vesmirnych lodi. Tento stroj
dokaze vyrobit presnou kopii libovolného modelu, ale potfebuje na to dost dlouhy
¢as. Vytvorend kopie je k nerozeznani od origindlu — ma stejnou hmotnost i stejnou
cenu na ¢erném trhu.

Zlodéj se boji odhaleni, proto spécha a nechce pouzit duplikator vice nez jednou.
Poradte mu, zda a ktery model vesmirné lodi mé zduplikovat, aby si odnesl modely
s co nejvyssi celkovou cenou.

Soutézni tloha

Na prvnich dvou fadcich vstupu je zadana zlodéjova nosnost m a pocet mode-
la n. Soucet hmotnosti modelu, které bude zlod€j odnaset, nesmi prekrocit m.

Nasleduje n fadki, z nichz kazdy obsahuje popis jednoho modelu vesmirné lodi
— jeho hmotnost w; a cenu ¢;. Modely jsou o¢islovany od 1 do n v poradi, jak jsou
zadany na vstupu.

Muzete predpokladat, ze hmotnosti modelt i zlodéjova nosnost jsou rozumné
mald kladnd celd ¢isla. (Pfesnéjsi idaje najdete na konci zadani v ¢asti Hodnoceni.)

Vypiste ¢islo modelu, ktery mé zlodéj zduplikovat, pripadné zpravu, Ze nema
zduplikovat zadny model. Existuje-li vice moznosti vedoucich k optimalnimu feSeni,
vypiste jedno libovolné z nich.

Nésledné vypiste nejvyssi moznou celkovou cenu modeli, které pak dokaze
zlodéj najednou odnést.



Priklady

Vstup: Vystup:

5 zduplikuj model 4
4 nejlepsi cena 13
41
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Zduplikujeme model (2,5) a potom si vezmeme modely (1,3), (2,5) a (2,5). Jejich
celkova hmotnost je 1 + 2 + 2 = 5, coz jesté zlodéj unese, a jejich celkova cena je
3+5+5=13.

Vstup: Vystup:

5 nezduplikuj nic
2 nejlepsi cena 3
21

4 3

Nezalezi na tom, zda néco zduplikujeme, stejné si vezmeme jenom jeden kus — model
s vahou 4 a cenou 3.

Hodnoceni
® Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které efektivné vyresi vstup s tisicem
modelu a zlodéjovou nosnosti deset tisic.

e Az 8 bodu ziskate za TeSeni, které efektivné vyresi vstup se sto modely a
zlodéjovou nosnosti tisic.

¢ Jednim bodem miZe byt zohlednéna také pamétova slozitost algoritmu.
Pozor! Zaméite se na to, aby vaSe feSeni bylo v prvni fadé zcela spravné a vidy
naslo skutec¢né nejlepsi moznou celkovou cenu. Reseni pouzivajici v principu chybny
algoritmus, ktery obcas nejlepsi cenu nenajde, budou hodnocena velmi pfisné.



P-II-3 DNA

DNA je tvofena posloupnosti tzv. dusikatych bazi. U pozemskych organismi
se vyskytuji ¢étyii druhy bézi (adenin, cytosin, guanin a thymin), ale mimozemské
organismy jich mohou mit vice. VSechny mozné dusikaté baze ve vesmiru si ocislu-
jeme od 1 do n. Kazdou DNA pak muZeme reprezentovat posloupnosti celych ¢isel
z tohoto rozsahu.

Soutézni tloha
Na prvnim fadku vstupu je zadan pocet dusikatych bazi n a délka zkoumané

DNA d. Na druhém fadku je uveden popis DNA jako posloupnost d celych ¢isel.
Kazdé z téchto cisel je z rozsahu od 1 do n.

Urcete, kolika zpuisoby lze v zadané DNA zvolit souvisly usek, ktery obsahuje
kazdou dusikatou bazi aspon jednou.

Priklady

Vstup: Vystup:
14 10
1111

Kazdy tusek je jednoznac¢né urcen pozicemi v DNA, kde zac¢ina a kon¢i. I kdyz ruzné
useky obsahuji presné stejnou posloupnost dusikatych bazi, zapocitame kazdy z nich.

Vstup: Vystup:
35 5
12132

Jsou to nasledujici useky: (1,2,1,3), (1,2,1,3,2), (2,1,3), (2,1,3,2) a (1,3,2).
Jinymi slovy, jsou to tiseky od prvni pozice po ¢tvrtou, od prvni po patou, od druhé
po ¢tvrtou, od druhé po patou a od treti po patou pozici.

Vstup: Vystup:
45 0
12442

V dané posloupnosti se viibec nenachazi baze 3, proto neexistuje zadny tisek obsa-
hujici kazdou bazi aspon jednou.
Hodnoceni
® Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které efektivné vytesi vstup s milionem
riznych dusikatych bazi a DNA délky nékolik miliont.
e Az 8 bodu ziskite za FeSeni fungujici pro lidi (n = 4), které efektivné
vyfesi vstup s DNA délky nékolik miliont.
® Mezi 6 a 8 body dostanete za FeSeni, které si za sekundu poradi s DNA
délky sto tisic prvka — podle toho, jak velké n zvladne.

e Za kazdé spravné fungujici feSeni, bez ohledu na jeho efektivitu (tzn. za
jakkoliv pomalé FeSeni), ziskdte az 3 body.



P-11I-4 Zlomkové programy

V letosnim ro¢niku olympiady se setkavame se zlomkovymi programy. Ve stu-
dijnim textu uvedeném za zadanim této ulohy je popsano, jak zlomkové programy
pracuji a jak se programuji. Studijni text je identicky s textem z doméciho kola.

Soutézni tloha

a) Maximum (3 body). Na vstupu je ¢islo n tvaru 2*3Y, pficemz z,y > 0.
Napiste program, ktery ho prevede na ¢islo smax(z,y)

Tedy napriklad:

o ¢islo n = 144 = 2432 program pievede na &islo 5* = 625,
e Cislo n = 729 = 2°3% program pievede na é&islo 55 = 15625.

b) Sé&itani (7 bodu). Na vstupu je éislo n tvaru 273Y7, pfi¢emz x, y > 0. Napiste
program, ktery ho pievede na &islo 223¥5% %Y,
Tedy napiiklad:

e &islo n = 1008 = 24327 program pievede na ¢islo 243256,

o ¢&islo n = 5103 = 29357 program pievede na ¢islo 3656,

Hodnoceni

P1i hodnoceni tlohy se bude mirné ptihlizet i k casové sloZitosti vasich zlom-
kovych programu — zalezi tedy na poc¢tu krokd vypoc¢tu vykonanych v zavislosti na
parametrech x a y. Bude-li va$ zlomkovy program provadét rddové vice kroki nez
program vzorovy, muzete ziskat nejvyse 2 body v prvni, resp. nejvyse 6 boda v druhé
podiloze.

Studijni text

Zlomkové programy slouzi k vypoctu nékterych funkci na pfirozenych ¢islech.
Zlomkovy program ma velmi jednoduchy zapis — je to konecna posloupnost zlomk1,
tedy kladnych raciondlnich éisel (zq, ..., 2).

Vypocet zlomkového programu probiha po jednotlivych krocich. Béhem vypo-
¢tu si udrzujeme jediné celé ¢islo a, tzv. aktudlni hodnotu. Na zacatku vypoctu se
tato hodnota rovna hodnoté na vstupu. V kazdém kroku vypoctu najdeme nejmensi
i takové, Ze a - z; je celé Cislo, a zménime aktualni hodnotu na a - z;. Pokud takové ¢
neexistuje, vypocet kondci.

Priklad 1: UkaZeme si program, ktery pro vstup n = 2* (kde = > 0) dava vystup 3Y,
kde y = x mod 3.

Jednim takovym programem je posloupnost (1/8,9/4,3/2). Slovné si popiSeme
pribéh vypoctu tohoto programu: Dokud to jde, zmensuj = o 3. Kdyz uz to nejde,
mame v a Cislo 1, 2, nebo 4, a pfevedeme ho tedy snadno na 1, 3, nebo 9.

Napiiklad pro n = 1024 = 21° se hodnota a bude ménit takto:

1 1 1 3
210 27 24



(Cislo nad sipkou je pofadovym ¢islem zlomku, kterym jsme a v daném kroku né-
sobili.)

Pro ptfesnost dodejme, ze velmi zalezi na poradi jednotlivych zlomki. Napiiklad
program (9/4,3/2,1/8) by z ¢isla 2* vyrobil ¢islo 37. Zlomek 1/8 by se pfi vypoétech
tohoto programu nikdy nepouzil.

Jiné vyhovujici programy jsou (1/8,3/2), (3/2,1/27) a (1/27,3/2). Rozmyslete
si, pro¢ kazdy z nich fesi spravné Priklad 1.

Pfiklad 2: Co spo¢itd program (2/2) pro vstup n = 4?7 A co spoéitd pro vstup n = 77

Castou chybou je odpovédét, Ze pro vstup n = 4 se tento program zacykli, ale
pro vstup n = 7 se vypodet programu zastavi, nebot 7 neni délitelné dvéma. Sprév-
nou odpoveédi ale je, ze v obou pripadech pobézi vypocet programu do nekonecna.
Zajimaji nas totiz jenom hodnoty zlomki, nikoli jejich zdpis. Zlomek 2/2 pfedstavuje
racionalni ¢islo 1, takze 7-(2/2) = 7-1 je celé ¢islo.

Abyste se ve svych feSenich takto nespletli, doporucujeme vaim psat vSechny
zlomky v zakladnim tvaru. Pro posloupnost zlomki zapsanych v zakladnim tvaru
plati, ze v kazdém kroku vypoctu hleddme nejmensi i takové, Ze jmenovatel i-tého
zlomku déli beze zbytku aktudlni hodnotu.

Priklad 3: UkaZeme si program, ktery pro vstup n = 2%+ (kde x > 0) d4va vystup
3712,

Cislo zadané na vstupu je urcité sudé a neni délitelné zadnym prvoéislem riiz-
nym od 2. Pouzijeme prvocislo 11 jako pfiznak, ze uz nejsme na zacatku vypoctu.
V prvnim kroku tedy piepiseme &islo 221 na 2732 - 11. Toho dosdhneme zlomkem
32.11/2 =199/2.

Jakmile se objevi v prvociselném rozkladu aktudlni hodnoty prvocislo 11, zna-
mena to, ze prvni krok vypo¢tu mame Uspésné za sebou. Muzeme tedy dale klid-
né ,ménit dvojky na trojky“. To muzeme zajistit naptiklad posloupnosti zlomku
(3-13)/(2-11) a 11/13. Vsimnéte si, Ze nesta¢i pouzit jeden zlomek 33/22. Neni-li
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vam jasné proc, prectéte si jesté jednou Piiklad 2.

Postupné se takto dostaneme k ¢islu 3%1211. V této situaci uz staéi jenom
vydélit aktualni hodnotu ¢islem 11 a mtizeme skoncit.

Musime dat pozor na to, abychom ve zlomkovém programu vyse popsané zlom-
ky spréavné sefadili: (39/22,11/13,1/11,99/2). V prvnim kroku vypoctu se jisté po-
uzije posledni zlomek. Od této chvile je aktudlni hodnota délitelna ¢islem 11 nebo
13. Stfidavé se proto pouzivaji prvni dva zlomky, dokud se nedostaneme do situace
a = 3*+211. Pak uz se prvni ani druhy zlomek pouzit neda. Pouzije se proto tieti
zlomek, ¢imz ziskdme hodnotu a = 3°2 a vypocet zjevné skonéi.

Poznamka: V zapisu podobnych feSeni jako v pfikladu 3 neni nutné citatele a jme-
novatele zlomku roznasobovat. Své feSeni muZete uvést ve tvaru

3-13 11 1 32.11
2.11° 137 117 2 ‘



