61. ro¢nik Matematické olympiady — 2011/2012
Ulohy domdciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvoiit a od-
ladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou tloh
odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pristupné na stran-
ce http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana
feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vy-
sledky vyhodnoceni se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny
pocet bodt, muzete své FeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. Reseni tlohy se skldd4 z popisu navrzeného algoritmu, zdii-
vodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu ¢asové a pamétové sloZitosti. Soucasti
feSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokédu v tloze P-1-3
a vysledny zlomkovy program v tiloze P-I-4. Reseni téchto dvou tiloh odevzdavejte
ve formé souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vsech tiloh miizete odevzdavat do 15. listopadu 2011. Opravena Fese-
ni tloh a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach
olympiddy na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace
o kategorii P.

P-I-1 Bezpec¢na planeta
Ve vesmiru existuji tfi typy planet:

® typ 0: neobyvatelné planety, na nichz ¢lovék okamzité zahyne,
® typ 1: nehostinné planety, na nichz ¢lovék muze chvili prezit,
ale nemiize tam zit dlouhodobg,

® typ 2: privétivé planety, na nichz ¢lovék muze zit dlouhodobé.

Mezi jednotlivymi planetami cestujeme vesmirem pomoci jednosmeérnych tele-
port.

Planetu nazveme bezpecnou, jestlize je pfivétiva a zaroven jsou privétivé také
vSechny planety, na které se z ni mtizeme dostat pomoci teleporta (tfeba i nékolika
po sobé). Pokud tedy vysadite ¢lovéka na bezpecné planeté, méate jistotu, ze muze
spokojené zit vSude, kam z ni docestuje.

Planetu oznacime jako smesitelnou, jestlize sice neni bezpecnd, ale mutzeme
se z ni pomoci teleporti (tfeba i nékolika po sobé) dostat na bezpeénou planetu,
aniz abychom museli cestou navstivit néjakou neobyvatelnou planetu. Pokud tedy
vysadite ¢lovéka na snesitelné planeté a date mu vhodné instrukce, jak ma cestovat,
po Case dorazi zivy a zdravy na néjakou bezpecnou planetu. V§imnéte si, ze zadna
neobyvatelna planeta nemize byt snesitelna.
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Soutézni tloha

Je dan pocet planet n, pocet teleportt m, pro kazdou planetu jeji typ a pro
kazdy teleport odkud kam vede. Urcete vsechny bezpecné a vsechny snesitelné pla-
nety.

Format vstupu

Prvni fadek standardniho vstupu obsahuje dvé celd ¢isla n (pocdet planet) a m
(pocet teleportil). VSechny planety si o¢islujeme od 1 do n. Druhy fadek vstupu
obsahuje n mezerami oddélenych celych ¢isel z mnoziny {0,1,2} — postupné pro
kazdé i je to typ planety ¢islo i. Zbytek vstupu tvori m radkl, z nichz kazdy popisuje
jeden teleport. Popis teleportu je tvofen dvéma cisly planet — odkud a kam tento
teleport vede.

Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 5 bodti, bude 1 <n <500 a0 <m <
10000.

V ostatnich vstupech bude 1 <n < 100000 a 0 < m < 200000.

Format vystupu

Program vypiSe na standardni vystup dva fadky. Prvni z nich zacina fetézcem
,bezpecne:“ a za nim nasleduje posloupnost &isel viech bezpeénych planet. Cis-
la planet vypiste v rostoucim pofadi a pred kazdym z nich vypiSte jednu mezeru.
Druhy fadek vystupu zac¢ina fetézcem ,snesitelne:*, za kterym nasleduje posloup-
nost ¢isel vSech snesitelnych planet ve stejném formatu, jako na prvnim fadku. Je-li
nékterd z posloupnosti prazdna, pak bezprostfedné za dvojteckou bude nasledovat
konec Fadku.

Priklad

Vstup Vystup:

7 8 bezpecne: 3 4 5
2122220 snesitelne: 1 2
12

23

3 4

45

53

26

6 7

76

P-I-2 NaloZena lod’

Na planety, které jesté nemaji vybudovany teleportové terminaly, 1étaji mezi-
planetarni kosmické lodé s lidskou posadkou. A ta potfebuje jist. Vasi ilohou bude
presné naplnit cely potravinovy nékladni prostor kosmické lodé balicky s jidlem.

Problém spociva v tom, ze balicky s jidlem se pfipravuji na Zemi, zatimco lod
dekd na obézné draze. Balicky je pak tieba dopravit ze Zemé na kosmickou lod.
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Vezme se vzdy nékolik bali¢kt, nalozi se do dopravni kapsle, ta se vystreli ze Zemé
na obéznou drahu a tam uz si ji posadka lodé odchyti.

Existuje n typa dopravnich kapsli. Kapsle i-tého typu ma kapacitu presné a;
balickt. Nevejde se do ni vice balicki, ale zaroven jich nesmi byt ani méné kvuli
spravnému vyvazeni a doletu. Mame k dispozici dostatecné mnozstvi kapsli vSech
typt.

SoutéZni tloha

Napiste program, ktery na zakladé zadanych typi kapsli a jejich kapacit spocita
nejmensi mozny pocet kapsli potfebny k tplnému naloZeni kosmické lodé. Soucet
kapacit pouzitych kapsli musi tedy byt presné roven kapacité k nakladniho prostoru
lodé.

Format vstupu

Prvni fadek standardniho vstupu obsahuje jedno celé ¢islo n — pocet typt kaps-
li. Druhy radek obsahuje n celych ¢isel aq, ..., a, oddélenych mezerami — kapacity
kapsli jednotlivych typua. Treti fadek obsahuje jedno celé ¢islo k — kapacitu naklad-
niho prostoru lodé.

Mizete predpokladat, Ze a1 < ... < a, a Ze a1 = 1 (tedy vzdy existuje zptsob,
jak lze pfesné celou lod nalozit).

® Ve vstupech za 3 body bude platit n <5, a, <2000 a k£ < 30.

® Ve vstupech za dalsi 4 body bude platit n < 30, a, < 2000ak < 1000000.

e Ve vstupech za zbyvajici 3 body bude platit n < 30, a,, < 2000a k < 10'8.
Vsimnéte si, ze pro ulozeni hodnoty k musite pouzit 64-bitovou proménnou: long
long v C/C++, int64 v Pascalu.

Format vystupu

Na prvni fadek standardniho vystupu program vypiSe nejmensi pocet kapsli
potfebny k presnému nalozeni nasi kosmické lodé.

Na druhy radek vypise jedno libovolné reseni, které vyuziva tento pocet kapsli.
Radek bude obsahovat n celjch &isel by, ...,b, oddélenych mezerami, pficemz b;
udava pocet pouzitych kapsli velikosti a;.

Priklady

Vstup: Vystup:

4 12

1 10 100 1000 7410

147

Pouzijeme jednu kapsli s kapacitou 100, ¢tyri kapsle s kapacitou 10 a sedm kapsli
s kapacitou 1. To je cekem 1+ 4 + 7 = 12 kapsli.

Vstup: Vystup:
3 2

18 10 020
16

Optimalni feseni vyuziva dvé kapsle s kapacitou 8.
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P-I-3 Skladnik

Ignac byl skladnikem. Pil alkohol, sprosté nadéaval a v pracovni dobé vétsinou
spal. Neni divu, ze mu $éf uz dlouhd léta vyhrozoval, Ze ho nahradi pocitacem. Az
jednoho dne ta chvile opravdu nastala. Séf koupil poéitaé, posadil ho na vratni-
ci skladu a Ignace propustil. Tim dosahl presné stejného stavu jako dosud, jenom
pocitaci uz nemusel platit zddnou mzdu.

Netrvalo dlouho a §éf si uvédomil, Ze poc¢ita¢ dokonce muze zapnout a pouzivat.
Pottebuje k tomu ale od vas napsat vhodny program.

a) (4 body) Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery bude spravovat in-
ventar skladu. Na vstup algoritmu budou pfichazet informace o tom, kolik kust
jakého druhu zbozi pfibylo nebo ubylo. Po kazdém nacteni nové informace musi vas
algoritmus vypsat dva tdaje: celkovy pocet kusu zbozi ve skladu a pocet ruznych
druhi zbozi ve skladu.

b) (6 bodii) Napiste jesté druhy algoritmus, ktery bude rovnéz spravovat in-
ventar skladu. Jeho vstup bude vypadat stejné jako vstup prvniho algoritmu. Po
kazdém nacteni nové informace musi tento algoritmus vypsat dva udaje: nazev dru-
hu zbozi, od kterého je momentalné ve skladu nejvétsi pocet kusti, a tento pocet
kust. Pokud existuje vice takovych druht zbozi, algoritmus vypiSe ten z nich, jehoz
nazev je prvni v abecednim poradi.

Format vstupu

Na kazdém radku vstupu je uvedeno nejprve jedno nenulové celé ¢islo §; a za
nim jeden Fetézec s; tvoreny nejvyse £ znaky anglické abecedy. Tento Fadek znamen4,
ze pocet kusil zbozi s; ve skladu se zménil o d;.

Pfi navrhu algoritmi mizete predpokladat, ze ¢ < 50, ze pocet druhi zbozi
ve skladu nikdy neprekro¢i 100000 a ze celkovy pocet kust zbozi ve skladu nikdy
nepiekro¢i 10'8. Miizete také predpokladat, Ze nikdy nedostanete pokyn, ktery by
pocet kusti néjakého zbozi ve skladu zménil na zaporny.

Priklad

Vstup: Vystup pro podilohu a: Vystup pro podilohu b:
+3 koberec kustd: 3, typld: 1 koberec 3

+2 buldozer kustd: 5, typd: 2 koberec 3

+1 buldozer kustd: 6, typld: 2 buldozer 3

+7 zebrik kust: 13, typld: 3 zebrik 7

-3 buldozer kust: 10, typld: 2 zebrik 7

-5 zebrik kusd: 5, typd: 2 koberec 3
Hodnoceni

Kazda poduloha se hodnoti samostatné.

Ve svém FeSeni uvedte odhad, jak nejdéle (tj. v nejhor$im mozném piipadé)
mize kazdému z vasich programi trvat zpracovani n-tého pokynu. (V tomto odhadu
mizete pouzit proménnou ¢ pro aktualni pocet druhii zbozi ve skladu, proménnou &
pro aktudlni pocet kust zbozi ve skladu a proménnou ¢ pro maximalni délku nazvu
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zbozi.) Tato ¢asové slozitost bude hlavnim kritériem hodnoceni. Snazte se tedy, aby
vas program zpracoval co nejrychleji kazdy pokyn zadany na vstupu.

Pfipominame, Zze pokud pouzivate ve svém programu netrividlni algoritmy nebo
datové struktury (napf. rizné soucasti STL v C++), potom vas popis algoritmu musi
obsahovat také dostate¢ny popis jejich implementace, pfipadné popis implementace
ptribuzné datové struktury se stejnou ¢asovou slozitosti operaci.

P-I-4 Zlomkové programy

V leto$nim roc¢niku olympiddy se budeme v kazdém soutéznim kole setkéavat
se zlomkovymi programy. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této ulohy je
popsano, jak zlomkové programy funguji.

SoutéZni tloha

a) (5 bodi) Na vstupu je ¢islo n tvaru 2%3Y5, pficemz x,y > 0. NapiSte zlom-
kovy program, ktery ho prevede na cislo 5, jestlize © = y, resp. na ¢islo 7, jestlize
T #y.

b) (5 bodi) Na vstupu je ¢&islo n tvaru 273, pficemz x > 0. NapiSte zlomkovy
program, ktery ho pfevede na ¢islo tvaru 2¥, kde y = |z/2].

Interpret

Dfiive nez svoje feseni odevzdate, miizete si ho otestovat. Na webovych stran-
kéch olympiady (http://mo.mff.cuni.cz/) najdete odkaz na interpret zlomkovych pro-
gramd.

Studijni text

Zlomkové programy slouzi k vypoctu nékterych funkci na pfirozenych ¢islech.
Zlomkovy program ma velmi jednoduchy zapis — je to konecna posloupnost zlomk1,
tedy kladngch raciondlnich ¢isel (z1, ..., 2k).

Vypocet zlomkového programu probiha po jednotlivych krocich. Béhem vypo-
¢tu si udrzujeme jediné celé éislo a, tzv. aktudini hodnotu. Na zacatku vypoctu se
tato hodnota rovna hodnot€ na vstupu. V kazdém kroku vypoctu najdeme nejmensi
i takové, Ze a - z; je celé ¢islo, a zménime aktualni hodnotu na a - z;. Pokud takové i
neexistuje, vypocet konci.

Priklad 1: Uk4Zeme si program, ktery pro vstup n = 2* (kde = > 0) dava vystup 3Y,
kde y = z mod 3.

Jednim takovym programem je posloupnost (1/8,9/4,3/2). Slovné si popiSeme
prubéh vypoctu tohoto programu: Dokud to jde, zmensuj = o 3. Kdyz uz to nejde,
mame v q Cislo 1, 2, nebo 4, a pfevedeme ho tedy snadno na 1, 3, nebo 9.

Napiiklad pro n = 1024 = 20 se hodnota a bude ménit takto:

1

910 L, o7 1,94 1,9 3,3

(Cislo nad sipkou je poradovym ¢islem zlomku, kterym jsme a v daném kroku na-
sobili.)



Pro presnost dodejme, Ze velmi zalezi na potradi jednotlivych zlomki. Napriklad
program (9/4,3/2,1/8) by z ¢isla 2* vyrobil ¢islo 37. Zlomek 1/8 by se pfi vypoétech
tohoto programu nikdy nepouzil.

Jiné vyhovujici programy jsou (1/8,3/2), (3/2,1/27) a (1/27,3/2). Rozmyslete
si, pro¢ kazdy z nich fesi spravné Priklad 1.

Priklad 2: Co spocita program (2/2) pro vstup n = 4?7 A co spo¢ité pro vstup n = 77

Castou chybou je odpovédét, ze pro vstup n = 4 se tento program zacykli, ale
pro vstup n = 7 se vypocet programu zastavi, nebot 7 neni délitelné dvéma. Sprév-
nou odpovédi ale je, ze v obou pripadech pobézi vypocet programu do nekonecna.
Zajimaji nas totiz jenom hodnoty zlomki, nikoli jejich zapis. Zlomek 2/2 predstavuje
raciondlni ¢islo 1, takze 7-(2/2) = 7-1 je celé éislo.

Abyste se ve svych feSenich takto nespletli, doporucujeme vaim psat vSechny
zlomky v zakladnim tvaru. Pro posloupnost zlomki zapsanych v zakladnim tvaru
plati, ze v kazdém kroku vypoctu hleddme nejmensi i takové, Ze jmenovatel i-tého
zlomku déli beze zbytku aktudlni hodnotu.

Ptiklad 3: Ukazeme si program, ktery pro vstup n = 221 (kde = > 0) dava vystup
37+2,

Cislo zadané na vstupu je urcité sudé a neni délitelné zadnym prvoéislem riiz-
nym od 2. Pouzijeme prvocislo 11 jako priznak, ze uz nejsme na zacatku vypoctu.
V prvnim kroku tedy piepiseme &islo 221 na 2732 - 11. Toho dosdhneme zlomkem
32.11/2 =199/2.

Jakmile se objevi v prvociselném rozkladu aktudlni hodnoty prvocislo 11, zna-
mena to, ze prvni krok vypo¢tu mame Uspésné za sebou. Muzeme tedy dale klid-
né ,ménit dvojky na trojky“. To muzeme zajistit naptiklad posloupnosti zlomkt
(3-13)/(2-11) a 11/13. Vsimnéte si, Ze nestaci pouzit jeden zlomek 33/22. Neni-li

.....

Postupné se takto dostaneme k ¢&slu 377211. V této situaci uz staci jenom
vydélit aktudlni hodnotu ¢islem 11 a mizeme skondit.

Musime dat pozor na to, abychom ve zlomkovém programu vyse popsané zlom-
ky spréavné sefadili: (39/22,11/13,1/11,99/2). V prvnim kroku vypoctu se jisté po-
uzije posledni zlomek. Od této chvile je aktudlni hodnota délitelna ¢islem 11 nebo
13. Stfidavé se proto pouzivaji prvni dva zlomky, dokud se nedostaneme do situace
a = 3**211. Pak uz se prvni ani druhy zlomek pouzit neda. Pouzije se proto tieti
zlomek, ¢imz ziskdme hodnotu a = 3°2 a vypocet zjevné skonéi.

Poznamka: V zapisu podobnyjch feSeni jako v pfikladu 3 neni nutné citatele a jme-
novatele zlomkl roznasobovat. Své feSeni miZete uvést ve tvaru

3-13 11 1 32.11
2.11° 137 117 2 ‘



