60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011

Resent 1iloh istiedniho kola kategorie P — 2. soutéini den

P-II1-4 Asfaltistan

Ulohu budeme fesit pomoci Dijkstrova algoritmu pro nalezeni nejkratsi ces-
ty, jehoz podrobny popis lze nalézt napfiklad v Programatorské kuchaifce KSP
(viz http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cooks.html). Vstupem Dijkstrova algoritmu je
n mést propojenych m silnicemi riiznych délek. Algoritmus v ¢ase O((n + m)logn)
nalezne nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi mésty, tj. takovou, ze soucet délek
silnic této cesty je nejmensi mozny. Poznamenejme, zZe existuje implementace tohoto
algoritmu v ¢ase O(m +nlogn), kterd vyuziva tzv. Fibonacciho haldy. Ve vzorovém
feSeni nam vsak bude stacit jednodussi implementace za pouziti standardni haldy.

V nasem pripadé budou policka ¢tvercové sité predstavovat mésta a dvé sou-
sedni policka spojime ,silnici“ délky cg, pokud se jejich nadmotské vysky lisi nejvyse
o 1 obii sdh. Dale musime pfidat silnice, které reprezentuji mosty a tunely. Jednou
z moznosti by bylo se z kazdého policka vydat vSemi ¢tyfmi moznymi sméry, dokud
nenarazime na policko stejné vysky nebo okraj ¢tvercové sité, a v prvnim piipadé
pridat silnici odpovidajici mostu nebo tunelu. Takovéto feSeni by vyzadovalo Cas
O(RS(R + S)) na urceni vSech silnic. My si ukdzeme, jak lze vSechny silnice urcit
v Case O(RS).

Zamysleme se, jak lze uréit mozné mosty v jednom fadku étvercové sité. Radek
budeme prochézet zleva doprava a budeme si v poli pamatovat ta policka, ktera
jsou od aktualniho policka vlevo a vSechna policka mezi timto polickem a aktualnim
poli¢kem maji mensi vysku. Naptiklad pokud S = 10 a vysky policek v fadku jsou
10,12,6,7,8,4,3,1,9,5, pak po zpracovani sedmi policek budeme mit v poli uloZzeno
druhé, paté, sesté a sedmé policko. PovSimnéte si, ze vysky policek v poradi, v jakém
jsou uloZeny v poli, tvori vzdy klesajici posloupnost.

Popisme si, jak 1ze hodnoty v poli udrzovat a jak je vyuzit k urcent silnic, které
predstavuji mosty. Dokud je vyska aktualniho policka vétsi nez vyska posledniho
policka v poli, policka z pole budeme odebirat. Pokud se nyni vysky shoduji, nalezli
jsme dvojici policek, kterd lze spojit mostem. Tento most pridame jako silnici mezi
odpovidajicimi dvéma policky (jeji délka bude cs+£cpr, kde £ je pocet pFemosténych
policek) a posledni policko v poli nahradime aktuélnim polickem. Pokud je vyska
posledniho policka v poli vyssi, aktualni policko do pole pridame.

Je zfejmé, ze vySe uvedenym postupem nalezneme vSechny mozné mosty mezi
policky v jednom fadku. Protoze kazdé policko do pole jen jednou vloZime a jednou
vyjmeme (a po porovnani bud policka z pole vyjimame, do pole pfiddvame nebo
ménime aktualni poli¢ko), na zpracovani jednoho fadku spotfebujeme cas O(S).
Stejnym zpusobem pak muzeme uréit silnice odpovidajici tunelim.

Celkové tak na urceni vSech téchto silnic pro vsechny fadky a sloupce je potieba
¢as O(RS). Protoze z kazdého policka vede nejvyse osm silnic (¢tyfi na sousedni po-
licka a ¢tyfi tunely nebo mosty), je pocet silnic linearn{ s poétem policek. Casova slo-
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Zitost Dijkstrova algoritmu aplikovaného na tento problém pak bude O(RS log RS),
a to je také casova slozitost celého ndmi navrzeného algoritmu. Pamétova sloZitost

¢ni O(RS).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef unsigned long long ull; // 64-bitovy typ

#define MAXRS 1000 // Maximalni rozmér

#define MAXP (MAXRS*MAXRS+1) // Maximalni po&et polilek

#define MAXH 1000000 // Maximalni vyska

#define INFTY (1ULL<<62) // Pro nase ulely nekone&no

int R, S; // Parametry vstupu

ull cS, cM, cT;

int h[MAXRS] [MAXRS]; // Vstup

int hint [MAXRS] [MAXRS] [4]; // Pfedpolitané mosty/tunely pro smér

//

vlevo, vpravo, nahoru, dold

// Pfepolet mezi soufadnicemi a pofadovym Eislem policka
#define E(i,j) ((i)*MAXRS + (j))
#define D(i,j,c) i = (c)/MAXRS, j = (c)%MAXRS

ull best [MAXP]; // Nejlep$i zatim znamé ohodnoceni policka
int prev[MAXP]; // Pfedchlidce na nejkrat3i cesté

/*x Halda pro Dijkstriv algoritmus **/

int heap[MAXP]; // Halda sama (obsahuje &isla policZek)

int hcnt; // Po&et polilek v hald&

int back[MAXP]; // Pro kazdé polilko pozice v haldé

(O=neni tam)

// Prohozeni dvou prvkid v haldé&
static inline void swap(int i, int
{

int z = heapl[il;

heap[i] = heap[j];

heap[j] = z;

back[heap[i]]

back[heap[j]]
}

// Uprava (nastaveni &i sniZeni) ohodnoceni policka
static void heap_set(int i, ull new)

kD)

= i;

Js

{
best[i] = new;
if (back[i]) // Uz je v haldé?
i = back[i];
else // Ne, musime ho p¥idat
{
heap [++hecnt] = i;
back[i] = hcnt;
i = hcnt;
}
while (i > 1 &% best[heap[i/2]] > best[heap[ill)
{ // Vybubléme nahoru

swap(i, 1/2);



// Nalezeni a smazani minima z haldy
static int heap_delmin(void)
{

if ('hent)

return -1;

int old = heapl[1];

swap(1, hcnt);

hcent—-;

int i = 1; // Zabublame dold
while (2*i <= hcnt)
{
int j = 2*i;
if (j+1 <= hcnt && best[heap[j+1]] < best[heap[jl])
jt+s
if (best[heap[il] < best[heap[jl])
break;
swap(i, j);
i=13;
}
back[old] = 0;
return old;

}

/*x Pfedvypo&et mostd a tuneld *x/

// Pomocny zasobnik
struct pt { int i, j, h; };
static struct pt stack[MAXRS+1];

static void precalc2(int d, int i0, int jO, int ri, int rj, int si, int sj)
{
/*
* Predpo&ita hint[*] [*] [d].
* Vyrazi z polate&niho poligka (i0,j0),

* (ri,rj) je "tadkovy" smér, (si,sj) "sloupcovy" smér.
*/
while (i0 >= 0 &k i0 < R & jO >= 0 &% jO < S)
{
for (int s=-1; s<=1; s+=2) // 1=tunely, -1=mosty
{
int i=i0, j=jO;
int sp = O;
stack[0] = (struct pt) { 0, 0, MAXH+1 }; // Zarazka
while (i >= 0 & i <R &% j >= 0 && j < S)
{

int ht = s*h[i][j];
while (ht > stack[sp].h)
sp--;
if (ht == stack[sp]l.h)
{
int dist = abs(stack[spl.i - i) + abs(stack[spl.j - j);
if (dist > 1)



hint[i]1[j1[d] = dist;
sp——;
¥
stack[++sp] = (struct pt) { i, j, ht };
i +=si, j += sj;

}
}
i0 += ri, jO += rj;
}

}
static void precalc(void)
{

precalc2(0, 0, 0, 1, 0, 0, 1);

precalc2(1, 0, S-1, 1, 0, 0, -1);

precalc2(2, 0, 0, 0, 1, 1, 0);

precalc2(3, R-1, 0, 0, 1, -1, 0);
}

// ObslouZeni hrany z policka x do (i,j) s cenou cost
static void try(int x, int i, int j, ull cost)
{
// Nevede do autu?
if <0l i>RIl j<oOollj>8)
return;

// Ma povoleny rozdil vySek?

int ii, jj;

D(ii, jj, x);

if (h[iil[jj] > h[i1[31+1 || h[ii1[§j] < h[i][j]1-1)

return;

// Dava leps8i ohodnoceni neZ to stavajici?
cost += best[x];

int y = E(i,3);

if (cost < best[yl)

{
heap_set(y, cost);
prevlyl = x;
}
}
int main(void)
{

// Cteni vstupu
scanf ("%d%d%11d%114%11d", &R, &S, &cS, &cM, &cT);
for (int i=0; i<R; i++)
for (int j=0; j<S; j++)
{
scanf ("%d", &h[i][j1);
best[E(i,j)] = INFTY;
}

precalc();

// Dijkstriv algoritmus
heap_set(E(R-1,5-1), cS);

int x;

while ((x = heap_delmin()) >= 0)



int i, j;
D(i, j, x);
// Posun na sousedni policko
try(x, i, j-1, cS);
try(x, i, j+1, cS);
try(x, i-1, j, cS);
try(x, i+1l, j, cS);
// Stavime tunel nebo most
if (hint[i] [j1[01) // Doleva
try(x, i, j - hint[il[j][0],
((h[il[j-11 < h[il1[31) ? cM : cT) * (hint[il[j1[0]1-1) + cS);
if (hint[i]1[I1011) // Doprava
try(x, i, j + hint[i1[j]1[1],
((h[i1[j+1] < h[il[j1) ? cM : cT) * (hint[i][j1[1]-1) + cS);
if (hint[i] [1[2]) // Nahoru
try(x, i - hint[i][j]1[2], j,
((h[i-11[j] < h[il[j]) ? cM : cT) * (hint[i][j1[2]1-1) + cS);
if (hint[i][j1[31) // Dol
try(x, i + hint[i]1[j1[3], j,
((a[i+11[3] < h[i1[j1) ? cM : cT) * (hint[i]1[j1[3]-1) + cS);
¥
// Vypis cesty
if (best[E(0,0)] < INFTY)
{
printf ("%11d\n", best[E(0,0)1);
int pos = 0;
do
{
int i, j;
D(i, j, pos);
printf ("%d %d\n", i, j);
pos = prev[pos];
}
while (pos != E(R-1,8-1));
printf("%d %d\n", R-1, S-1);
}

else
puts ("NEEXISTUJE") ;

return 0;

}

P-II1-5 Basnik Honzik I

Pro zjednoduseni nejdrive zkusime vynechat pozadavek, aby basnicka zacinala
na stejny rym, kterym konéi. Protoze je potradi slok pevné dané, lze takto zjednodu-
Sené zadani feSit pomoci dynamického programovani. MizZeme totiz vyuzit toho, Ze
pokud mame mnozinu vsech slok R;, na které by basen mohla koncit, kdyby méla
byt dlouha pouze ¢ slok, pak jsme schopni snadno najit mnozinu vsech slok R;;1,
na které mtze koncit basen dlouha ¢ + 1 slok.

Postup je jednoduchy — ze vSech variant sloky i + 1, které ozna¢me jako V41,
vybereme ty, které zacinaji na stejny rym, kterym konci néjaka sloka v mnoziné R;.
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Mnozina takto vybranych slok pak tvofi mnozinu R;y;. Pokud se na sloky bude-
me divat jako na dvojice prirozenych ¢isel, pak lze tento fakt zapsat matematicky
napiiklad takto:

Rit1 ={(a,b) | (a,b) € V; ATz : (z,a) € R;}.

7Z této myslenky lze snadno odvodit Feseni zjednodusené tlohy. Mnozinu R;
ziskdme primo jako mmnozinu vSech variant prvni sloky. Béasen pak postupné pro-
dluzujeme, az dostaneme mnozinu Ry. Protoze cilem ulohy je i vypsat vybrané
varianty, musime si zaroven s kazdou slokou s v R;; pamatovat, diky které varian-
té i-té sloky byla sloka s vybrana do mnoziny R; ;. Pokud je takovych variant vice,
lze vybrat libovolnou z nich. S pomoci této dodatecné informace mtzeme snadno
odzadu zrekonstruovat nékterou z hledanych posloupnosti.

Pozadavek na cyklicnost rymt nam situaci mirné zkomplikuje. Nestaci totiz
najit sloku v mnoziné Ry takovou, ze se rymuje s né€kterou prvni slokou. Jako
priklad uvazme, Ze varianty prvni sloky jsou (1, 2) a (2, 3) a jedind varianta druhé
sloky je (3, 1). V mnoziné Ry pak bude jedina sloka (3, 1), ale jako prvni sloku
nemizeme vzit sloku (1, 2), nebot pak béseii nebude cyklicka.

Mizeme si ale napf. s kazdou slokou s z mnoziny R; navic pamatovat, na
které sloky béasen musi zacinat, aby mohla kon¢it slokou s. Jinou moznosti je pustit
vypocet zvlast pro vSechny varianty prvni sloky a pokud nékterd sloka z Ry konéi
na rym, kterym zac¢ina aktualni prvni sloka, tak jsme nasli feSeni. Oba postupy maji
stejnou ¢asovou slozitost. Lisi se ale sloZitosti pamétovou, nebot v prvnim piipadé
si budeme muset ukladat az Sj-krat vice informaci pro rekonstrukci basnicky.

Vysledny algoritmus je nyni jiz snadny. Pro kazdou variantu prvni sloky vy-
robime mnozinu R;, cozZ je jednoprvkova mnozina obsahujici vybranou prvni sloku.
Pouzijeme vysSe popsany algoritmus pro necyklickou basen. Pokud se jimz v mno-
zin€é Ry nachazi sloka, kterd koné¢i na rym, jimz zacind aktualni prvni sloka, tak
jsme nalezli feseni, které snadno zrekonstruujeme, vypiseme a skonc¢ime. V opacném
pripadé pokracujeme dalsi variantou prvni sloky.

Jak algoritmus efektivné implementovat? Mnozinu R; si budeme reprezentovat
pfimocate booleovskym polem. To bude pro kazdou variantu i-té sloky urcovat, zda
se nachazi v mnoziné R;, nebo ne. Pro vypocet R;;; si pro kazdou variantu V4,
zjistime, zda existuje sloka v R;, se kterou se rymuje. Pokud ano, vlozime variantu
do R;. ;. Casova slozitost toho postupu je S; - S;y1 a vysledn4 slozitost celé tlohy je
tedy O(Sy - N - (max S;)?). Zkusme ji ale jesté trochu zlepsit.

Prvni vylepseni spoc¢iva v tom, ze zkusime jeden krok algoritmu zrychlit na
O(S; + Sit+1). To udélame tak, Ze si v ramci pfedvypoctu seskupime sloky z V;
do skupin tak, aby v kazdé skupiné byly pouze sloky koncici na stejny rym. Nyni
kazdou sloku s z V; 41 propojime se skupinou, ktera odpovida rymu, na ktery s za¢ina,
pripadné si zapamatujeme, Ze takova skupina neexistuje.

Potom miizeme jednim prichodem ptes V; pro kazdou skupinu zjistit, zda se
v ni nachézi aspon jedna sloka, ktera patii do R;. Druhym prichodem pies V1 pak
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snadno zjistime, které sloky patii do R;+1 a které ne. K tomu staci podivat se na
vysledek odpovidajici skupiny z predchoziho prichodu.

Predvypocet provedeme tak, ze si sloky z V; setfidime podle druhého rymu
a sloky z V;41 podle prvniho rymu. Poté linedrnim prichodem ocislujeme skupiny
¢isly 0, 1, ..., pocet skupin a pro kazdou mnozinu V; si napf. v obycejném poli zapa-
matujeme, do které skupiny jednotlivé varianty patii. Druhym linedrnim prichodem
pak pro sloky z V;11 uréime, se kterou skupinou jsou propojené.

Casové slozitost se zméni na O(N -max S;-log max S;) na pfedzpracovani vstupu
a O(S1 - N - max S;) pro samotny vypodet.

Druhé urychleni (které ale pro dosazeni plného poétu bodi nebylo nutné im-
plementovat), spoc¢ivd v mySlence, Ze ve skutecnosti nezélezi na tom, kterou slokou
zaciname. Pokud tedy zaCneme hledat basen od sloky, kterd ma nejméné variant,
snizime ¢asovou slozitost vypoctu na O(min S; - N - max S;).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

struct Sloka {
Sloka() {}
Sloka(int prvni, int druhy, int poradi)
: PrvniRym(prvni), DruhyRym(druhy), Poradi(poradi),
Skupina(-1), Propojeni(-1), Predchozi(-1) {}

int PrvniRym; // &islo prvniho rjmu sloky
int DruhyRym; // &islo druhého rjmu sloky
short int Poradi; // pofadi sloky mezi variantami

short int Skupina; // skupina, do které sloka pat¥i
short int Propojeni; // skupina, s niZ je sloka spojend; -1 pokud s Zadnou
short int Predchozi; // pfedchozi sloka (pro rekonstrukci FeSeni)

};

// porovnani podle prvniho rjmu
bool PodlePrvniho(const Sloka &leva, const Sloka &prava)
{

return leva.PrvniRym < prava.PrvniRym;

}

// porovnani podle druhého rjmu
bool PodleDruheho(const Sloka &leva, const Sloka &prava)

{
return leva.DruhyRym < prava.DruhyRym;
}
int main()
{

int N;
scanf ("%d", &N);
std::vector<std::vector<Sloka>> V(N); // seznam vSech variant
// na&teni variant
int maxS = 0, min = 0;
for (int i=0; i<N; i++) {
int S;



scanf ("%d", &S);
for (int j=0; j<S; j++) {
int a, b;
scanf ("%d%d", &a, &b);
V[i] .push_back(Sloka(a, b, j));
}
// pribé&zné hledane &islo sloky s nejmen3im poltem variant
if (V[i].size() < V[min].size()) min = i;
// a také maximalni velikost sloky
if (S > maxS) maxS = S;
}

// oto&ime vstup tak, abychom za&inali slokou s nejmen3im po&tem variant
std::rotate(V.begin(), V.begin() + min, V.end());

// pfedzpracovani

for (int i=0; i<N-1; i++) {
// set¥idime varianty
std: :sort(V[i] .begin(), V[i].end(), PodleDruheho);
std: :sort (V[i+1] .begin(), V[i+1].end(), PodlePrvniho);

// nejd¥ive zafadime sloky z V[i] do skupin
int rym = -1, skupina = -1;
for (int j=0; j<V[il.size(); j++) {
if (V[i][j].DruhyRym != rym) {
V[i] [j].Skupina = ++skupina;
rym = V[i] [j].DruhyRym;
} else {
V[i] [j].Skupina = skupina;
}
}

// nyni spojime sloky z V[i+1] s odpovidajicimi skupinami
int Xk = 0, 1 = 0;
while (k < V[i].size() && 1 < V[i+1].size()) {
if (V[i] [k] .DruhyRym == V[i+1][1].PrvniRym) {
V[i+1] [1] .Propojeni = V[i] [k].Skupina;
++1;
} else if (V[i] [k].DruhyRym < V[i+1] [1].PrvniRym) {
++k;
} else {
++1;

}

std::vector<short int> skupiny(maxS, -1); // vysledky pro jednotlivé skupiny
std: :vector<bool> R(maxS, false); // mnoZina R

for (int prvni=0; prvni<V[0].size(); prvni++) {
std::£fill1(R.begin(), R.begin() + V[0].size(), false);
Rlprvni] = true; // postupné zkouSime jednotlivé varianty prvni sloky

for (int i=0; i<V.size()-1; i++) {
std::fill(skupiny.begin(), skupiny.begin()+V[i].size(), -1);
// spoCitame, které skupiny obsahuji aspoii jednu sloku,
// kterd je v R, a rovnou si jednu z nich zapamatujeme
for (int k=0; k<V[il.size(); k++) {



if (R[k])
skupiny [V[i] [k].Skupinal = k;
}

std::fill(R.begin(), R.begin()+V[i+1].size(), false);

// do R dame ty sloky, které jsou spojeny se skupinou,
// kterad obsahuje aspoii jednu sloku z minulé verze R
for (int k=0; k<V[i+1].size(); k++) {
if (V[i+1] [k].Propojeni >= 0 && skupiny[V[i+1] [k].Propojeni] >= 0)
V[i+1] [k] .Predchozi = skupiny[V[i+1] [k].Propojenil;
Rlx] = true;

}

// nyni méme R spoditanou a zjistime, zda lze navazat na prvni sloku
for (int i=0; i<V[N-1].size(); i++) {
if (R[i] && VIN-1][i].DruhyRym == V[0] [prvnil.PrvniRym) {

// nasli jsme FeSeni, nyni ho zrekonstruujeme

std: :vector<short int> vysledek(N);

short int aktualni = i;

for (int k = N-1; k >= 0; --k) {
// kvili t¥idéni slok se ptvodni pofadi mohlo zménit
vysledek[k] = V[k][aktualni].Poradi;
aktualni = V[k] [aktualni] .Predchozi;

}

// vyslednou posloupnost musime oto&it zpatky tak,

// aby za&inala opé&t pivodni prvni slokou

std::rotate(vysledek.begin(), vysledek.begin() +
((vysledek.size() - min) % vysledek.size()), vysledek.end());

for (int k = 0; k < N; k++)
printf ("/%d\n", vysledek[k] + 1);
return 0; // sta&ilo najit libovolné FeSeni, takZe miZeme skon&it

}

printf ("NEEXISTUJE\n"); // pokud se program dostal aZ sem, tak nenalezl FeSeni
return 0;



