60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011

Resent 4iloh istredniho kola kategorie P — 1. soutéini den

P-III-1 Basnik Honzik

Pokud bychom hledali libovolné slovo s nejdelsim spole¢nym koncovym tsekem,
stadilo by pouzit datovou strukturu trie (neboli pismenkovy strom — to je zakofe-
nény strom, v jehoz kofeni se rozhodujeme podle prvniho pismene slova, na dalsi
hladiné podle druhého, pak podle tfetiho, atd.). Do trie bychom pfidali v8echna
slova ze seznamu pozpatku a stejné tak pozadované slovo bychom hledali od kon-
ce. Ve chvili, kdy se dostaneme do uzlu u, ktery nemé vhodného naslednika, nebo
nalezneme vyhledavané slovo celé, zname nejdelsi koncovy tsek, kterého mizeme
dosdhnout (odpovida pismentm na cesté z kofene trie do u). Tento koncovy tsek
v8ak muze sdilet vice slov — takovéa slova jsou pravé ta, ktera kon¢i v u nebo v jeho
podstromeé.

Jak ale vybrat lexikograficky nejmensi? Pfimocaré feseni by spocivalo v naleze-
ni v8ech slov, kterd se nachézi v podstromu u, a nasledném vybéru lexikografického
minima. Nalezeni vSech slov se d& udélat priichodem do hloubky, avsak uvédomime-
-li si, Ze pocet takovych slov mize byt srovnatelny s velikosti celého seznamu slov,
zjistime, Ze jsme si moc nepomohli oproti trividlnimu feSeni, které vzdy projde cely
seznam a ma slozitost O(mazimding délka slova - velikost seznamu).

Pokusme se trii upravit tak, abychom se c¢asové naro¢nému vybéru lexiko-
grafického minima vyhnuli. Zapamatujme si v kazdém uzlu u trie lexikograficky
nejmensi slovo (resp. ukazatel na néj, abychom neplytvali paméti), majici konco-
vy tsek odpovidajici cesté z kofene trie do u. V takto upravené trii budeme mo-
ci nalézt lexikograficky nejmensi slovo s maximalnim spoleénym tsekem v cCase
O(délka hledaného slova) a vypsat v ¢ase O(délka minimdlniho slova), coz je jisté
optimélni, protoze to odpovida ¢asu na nacteni vstupu a vypsani vysledku. Stejné
tak pameétova slozitost bude linedrni vzhledem k velikosti seznamu, protoze velikost
abecedy je konstantni a v kazdém uzlu trie je navic pouze jeden ukazatel.

Konstrukce takovychto ukazateli je celkem jednoduché, pokud si uvédomime
nasledujici — nechf v,, vy, ...v, jsou syny uzlu u. Pak lexikograficky nejmensi slo-
vo v uzlu u sta¢i vybirat z nejmensich slov v uzlech v, vs, ... v, a pFipadné slova,
které kon¢i v u. Staci tedy prochazet trii do hloubky a vzdy prfi navratu z rekurze
spoc¢itat pro dany vrchol minimdlni slovo (téch je maximélné 26, coz odpovid4 veli-
kosti abecedy, a tedy i po¢tu synt uzli trie). Jediny zédrhel je ukryt v porovnavani
minimélnich slov v kazdém uzlu trie.

Je totiz potfeba si uvédomit, Ze synd uzlu je sice konstantni pocet, nicméné
minimalni slova mohou byt relativné dlouhé, a tak nalezeni vSech minimélnich slov
mize trvat az O(mazimalni délka slova - velikost seznamu) (velikost trie je linedrni
vzhledem k velikosti slovniku). To je trochu $koda. My ale nastésti zndme slova
dopiedu, a tak si je muZeme ocislovat podle lexikografického poradi a porovnavat
jen jejich indexy. Hledané lexikografické poradi jsme schopni ziskat za pomoci jiné
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trie v ¢ase O(velikost seznamu), coz je zjevné optimalni, a to tak, Ze nejprve vloZime
v8echna slova do trie (tentokrat odpfedu) a tu pak Sikovné celou projdeme (vzdy
budeme volit ,nejmensiho* jesté nepouzitého syna). Tak jsme schopni pfedzpracovat
seznam slov v celkovém ¢ase O(velikost seznamu).

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define ALPHABET_SIZE (’z’-’a’+1) // Velikost abecedy

#define MAX_WORD_LEN 10001 // Maximdlni velikost dotazu nebo slova v seznamu
struct WORD
{
char *word; // Vlastni slovo
int lex_id; // Jeho lexikografické pofadi
};
struct TRIE_NODE
{
TRIE_NODE()
{
for (int i=0; i<ALPHABET_SIZE; i++)
sons[i] = NULL;
word = NULL;
}
TRIE_NODE *sons[ALPHABET_SIZE]; // Synové uzlu
WORD *word; // Obsahuje pointer na slovo, které v daném uzlu kon&i, nebo NULL

WORD *min_word; // Minimdlni slovo v postromu uzlu

};

// Pt¥idani slova do trie
void trie_add(TRIE_NODE *root, WORD *word)
{
char *word_iter = word->word;
while (*word_iter)
{
int son_id = *word_iter-’a’;
if (root->sons[son_id] == NULL)
root->sons[son_id] = new TRIE_NODE;
root = root->sons[son_id];
word_iter++;
}
root->word = word;

}

// Lexikografické o&islovani slov pf¥idanjch do trie
void trie_sort(TRIE_NODE *root, int &id)

{
if (root->word)
root->word->lex_id = id++;
for (int i=0; i<ALPHABET_SIZE; i++)
if (root->sons[i])
trie_sort(root->sons[i], id);
}

// Pro kazdj uzel najdeme nejmensi slovo v jeho podstromu
void trie_construct_min_words(TRIE_NODE *root)



WORD *min_word = NULL;
for (int i=0; i<ALPHABET_SIZE; i++)
if (root->sons[i])

{
trie_construct_min_words (root->sons[i]);
if (min_word==NULL || min_word->lex_id>root->sons[i]->min_word->lex_id)
min_word = root->sons[i]->min_word;
}
if (min_word==NULL || (root->word!=NULL && min_word->lex_id>root->word->lex_id))

min_word = root->word;

root->min_word = min_word;

}

// Oto&eni slova
void reverse_word(char *word)

{
char *start = word;
char *end = word + strlen(word) - 1;
while (start < end)
{
char tmp = *end;
*xend = *start;
*start = tmp;
start++; end--;
}
}

// Nalezeni minimilniho slova s nejdelSim spoleénym usekem k danému slovu
void trie_find_min(TRIE_NODE *root, char *to_search)

{

while (root->sons[*to_search-’a’])
root = root->sons[*to_search++ -’a’];

char to_print [MAX_WORD_LEN] ;
strcpy(to_print, root->min_word->word);
reverse_word(to_print);
printf ("%s\n", to_print);

}

int main()

{

int dict_size, query_count;
scanf ("/d %d", &dict_size, &query_count);
WORD *dictionary = new WORD[dict_size];

TRIE_NODE *sorting_trie = new TRIE_NODE;
char input[MAX_WORD_LEN];
for (int i=0; i<dict_size; i++)

{
scanf ("%s", input);
dictionary[i] .word = new char[strlen(input)+1];
strcpy(dictionary[i] .word, input);
trie_add(sorting_trie, &dictionary[il);

}

int lex_id = 0;
trie_sort(sorting_trie, lex_id);



TRIE_NODE *searching_trie = new TRIE_NODE;
for (int i=0; i<dict_size; i++)
{
reverse_word(dictionary[i] .word) ;
trie_add(searching_trie, &dictionaryl[il);
}

trie_construct_min_words(searching_trie);

char fake_nelze[] = "EZLEN";

WORD fake_root_min_word;
fake_root_min_word.word = fake_nelze;
searching_trie->min_word = &fake_root_min_word;

for (int i=0; i<query_count;i++)

{
scanf ("%s", input);
reverse_word(input) ;
trie_find_min(searching trie, input);

}

return 0O;

P-I111-2 Urad

Ulohu bychom fesit mohli piimocaie: Nejprve odstraiime tifedniky, ktefi nemaji
zaddného (ani nepfimého) podfizeného schopného styku s vefejnosti (to lze snadno
udélat jednim prichodem v ¢ase O(N)). Pro kazdého ufednika k si pak spocitdme
mnozinu tkonti Uy, které po ném néjaky zajemce muze pozadovat, a mnozinu tikont
Vi, které miize pfeposlat svému nadiizenému.

Smi-li Gfednik vykonédvat ukon u, pak zjevné Vi, = Uy \ {u}. M4-li ufednik
na starosti styk s vefejnosti, pak po ném mize byt pozadovan libovolny tkon a
U, =1{1,2,3,...,M}. Jinak po ném mutze byt poZzadovén libovolny tkon, ktery mu
preposle jeden z jeho pfimych podfizenych. Proto Uy je sjednocenim vsech mnozin
V; pro uredniky ¢, ktefl jsou pfimi podrizeni Grednika k. Mnoziny U a Vi tedy
miuzeme spocitat jednim prichodem stromu ufedniki od lista.

Pfimo také miZzeme vypisovat ifedniky, ktefi nic nedélaji, tj. takové, ze u & Uy.
Mnoziny Uy a Vj, si mizeme reprezentovat napiiklad polem, v némz je na i-té pozici
true, jestlize ¢ patfi do mnoziny, a jinak false. Pak sjednoceni dvou mnozin zabere
¢as O(M) a pocet provedenych sjednoceni je tmérny poctu tfednikd, tedy celkova
Casova slozitost bude O(M N).

Toto feSeni se da urychlit, kdyz si misto mnozin Uy a Vj; budeme pamatovat
jejich doplitky Uy a Vi. Pak Vi = U, U {u} a

U= N 12
i je primy podfizeny k

Pro zrychleni vypoc¢tu priniku si pro kazdou mnozinu budeme pamatovat také se-
znam jejich prvki. Pocitame-li Uy, pak si nejprve vybereme jeho libovolného pod-
fizeného i, z jeho mnoziny V; odstranime prvky, které nepatii do mnozin ostatnich
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podiizenych, a vysledek prohlasime za Uy. Casové slozitost této operace je O(1),
jestlize k ma jen jednoho primého podfizeného, a

> I4
i je pfimy podfizeny k
v ostatnich pfipadech.

Situaci ndm trochu komplikuji ifednici, ktefi nemaji zddné podfizené. Pro né
bychom potfebovali vytvaret nové mnoziny, coz by mohlo dohromady zabrat cas az
O(NM). Jak bychom si mohli mnoziny reprezentovat jinak, abychom zvladli inici-
alizaci v konstantnim case? Jednou moznosti je pouzit usporadany seznam prvka.
V ném pak ale test pfitomnosti prvku zabere logaritmicky ¢as, a proto bychom
nedosahli ¢asové slozitosti lepsi nez O(N log N).

Slozitéjsi, ale rychlejsi variantou je reprezentace heSovaci tabulkou, jejiz veli-
kost dynamicky pFizpiisobujeme velikosti reprezentované mnoziny (detaily najdete
tfeba v Kuchafce KSP na http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/21/cook4.html). Tim zistane
v priumérném piipadé ¢as O(1) na test pfitomnosti prvku & jeho pfidani a ve stejné
Casové slozitosti zvladneme mnozinu i inicializovat.

Ukazme si, Ze toto vylepSené FeSeni ma ¢asovou sloZitost O(N). Kdykoliv pfi-
dame prvek do mnoziny Uy, abychom vytvofili V;, ddme mu jednu korunu. Vy-
pocet mnoziny Uy, pro tfednika s nanejvys jednim pfimym podiizenym zvladneme
v konstantnim ¢ase. Pfedpokladejme, Ze pocéitame Uy pro tiednika s ¢t > 2 piimymi
podiizenymi.

Jestlize prvek u patii do vSech mnozin Vj téchto podiizenych, pak u patif i
do Uy a na ovéfeni této skute¢nosti spotiebujeme ¢as O(t). Nicméné, u v mnozinach
podiizenjch mé dohromady ¢ korun, jednu z nich pfeda prvku w v mnoziné Uy a
zbylych t — 1 = Q(t) pouzije na zaplaceni spotfebovaného ¢asu.

Jestlize prvek v patif jen do r < t z mnozin pod¥izenych, pak v nepatii do Uy, a
na ovéfeni této skutecnosti spotfebujeme cas nejvyse O(r). Tento ¢as se opét zaplati
r korunami, patficimi vyskyttim u v mnozinach podrizenych. Pomoci korun pfifaze-
nych jednotlivym prvktm jsme tedy ukazali, ze Cas straveny pocitanim prinikt je
omezeny Casem stravenym priddvanim prvka do mnozin V), a je tedy O(N).

Existuje ale i jednoduseji implementovatelné feseni se stejnou casovou slozitos-
ti. Pro kazdého urednika si budeme pamatovat, zda je prokazatelné uzitecny, tj. uz
jsme pro néj dokézali, ze néco déla. Na zacatku neni nikdo prokazatelné uzitecny,
kromé ministra. Nyni budeme prochazet strom ufednikt do hloubky. Pti prichodu
si budeme udrzovat nasledujici:

® pro kazdy tkon u zasobnik Z,, ufednikt nadfizenych aktualnimu a schop-
nych vykonat u, v potfadi dle jejich hloubky ve stromé;

® seznam S Ufedniki k nadfizenych aktudlnimu takovych, Ze k zatim neni
prokazatelné uziteény a zadny urednik mezi aktualnim a k neprovadi tikon
ufednika k.

Dorazime-li pfi priichodu k afednikovi, starajicimu se o styk s verejnosti, vSech-
ny ufedniky v S prohldsime za prokazatelné uZiteéné a polozime S = (). Dorazime-li
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k afednikovi k zpracovavajicimu jiny tkon u, pak ufednika na vrcholu Z,, smazeme
z S a k pfidame do Z, a S. Vracime-li se z takového ufednika k, pak odstranime k
z S az Z,, ajestlize novy Gfednik na vrcholu Z,, neni prokazatelné uzite¢ny, pridame
ho do S. Na konci vypiSeme ufedniky, ktefi nejsou prokazatelné uzitecni.

V kazdém vrcholu stravime pouze konstantné mnoho ¢asu, s vyjimkou oznaco-
vani aredniki za prokazatelné uzitecné. Kazdého urednika ale oznacime za prokaza-
telné uzitecného nanejvys jednou, celkova ¢asova slozitost oznacovani tedy bude jen
O(N). Reprezentujeme-li mnozinu zasobnikii Z,, polem, pak bude ¢asova slozitost
O(N + M), jelikoz toto pole musime zinicializovat. Mohli bychom ho samoziejmé re-
prezentovat i heSovaci tabulkou, ¢imZ by se slozitost zlepsila na O(N). Ve vzorovém
programu to ale pro prehlednost nedélame.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXN 1000
#define MAXM 1000

/* Zasobnik */
struct ze
{

int prvek;

struct ze *dalsi;

};

static int vrchol(struct ze *ceho)
{
if (!ceho)
return 0;

return ceho->prvek;

}

static void vloz(struct ze **xkam, int co)
{
struct ze *nw = malloc(sizeof (*nw));
nw->prvek = co;
nw->dalsi = *kam;
*kam = nw;

}

static void odeber(struct ze **odkud)
{

struct ze *a = *odkud;

*xodkud = a->dalsi;

free(a);

}

/* Popis ufednika */
typedef struct

{
int nadr; /* P¥imy nad¥izeny */
int podr; /* Cislo prvniho z pod¥izenjch, O jestliZe Zadni nejsou */
int kolega; /* Nasledujici prvek v seznamu podfizenjch u¥ednika NADR,
0 jestliZe neexistuje */
int ukon; /* Provadény tkon */



int uzit; /* Je prokazatelné& uZitelny? */
int pozvs; /* Pozice v poli reprezentujicim mnoZinu S; -1 jestliZe neni v S */
} urednik;

static int n, m;

static urednik urednici[MAXN + 1];
static struct ze *z[MAXM + 1];
static int s[MAXN];

static int slen;

static void vyrad_ze_s(int k)
{

int pos = urednicil[k].pozvs, prep;

if (pos == -1)
return;

prep = s[slen - 1];
urednici[prep] .pozvs = pos;
s[pos] = prep;

urednici[k] .pozvs = -1;
slen--;

}

static void vloz_do_s(int k)
{
urednici[k] .pozvs = slen;
s[slen++] = k;

}

static void pruchod(int k)
{

int i, p = 0, u = urednici[k].ukon;

if (u == 1)
{
urednicilk] .uzit = 1;
for (i = 0; i < slen; i++)
{
urednicil[s[i]] .uzit = 1;
urednici[s[i]].pozvs = -1;
}

slen = 0;

else
{
p = vrchol(z[ul);
if (p)
vyrad_ze_s(p);
vloz(&z[ul, k);
vloz_do_s(k);
¥

for (i = urednicil[k].podr; i; i = urednicili].kolega)
pruchod (i) ;

if (u !=1)
{

vyrad_ze_s (k) ;



odeber (&z[ul);
if (p && 'urednicilp].uzit)
vloz_do_s(p);

}

int main(void)
{
int i;
const char *sep = "";

urednici[1].pozvs = -1;
urednicil[1] .uzit = 1;
urednici[1] .podr = 0;
urednici[1] .kolega = 0;

scanf ("%d%d", &n, &m);
for (i = 2; i <= n; i++)
{
scanf ("%d%d", &urednicil[i].nadr, &urednicili].ukon);
urednici[i].pozvs = -1;

int nad = urednicili].nadr;
urednici[i] .kolega = urednici[nad].podr;
urednici[nad] .podr = ij;

¥
for (i = urednici[1].podr; i; i = urednici[i].kolega)
pruchod (i) ;

for (i = 1; i <= n; i++)
if (lurednicil[i].uzit)
{
printf ("%s%d", sep, 1i);
sep = " ";
}
printf("\n");

return O;

P-I1I-3 Grafovy podéita¢ v potrubi

a) Inspirujeme se klasickym t¥idénim vybérem minima. To funguje tak, ze
vybirdme nejmensi ¢islo a pfesouvame ho na vystup. Toto opakujeme tak dlouho,
dokud jesté néco ve vstupu zbyva.

Na klasickém pocitaci je tento algoritmu kvadraticky pomaly, ale na grafovém
pocitaci to pujde lépe. K popisu vstupu si poridime graf. Pro kazdé ¢islo si zaloZime
dva vrcholy a spojime je hranou. Hranu ohodnotime hodnotou ¢isla, znacky vrchola
nam budou fikat, o kolikaté ¢islo v poradi se jedna.

K vybéru nejkratsi hrany budeme pouzivat funkci Find. Pokud totiz budeme
pozadovat, aby ndm nasla libovolnou hranu (veq a eeq nastavime na any), pak nam
vybere hranu s nejmensim ohodnocenim. Pomoci SumE toto ohodnoceni snadno zjis-
time, vypiSeme ho do vystupu a jelikoz vime, o kolikaté ¢islo se jedna, miizeme ho
z grafu odstranit.



Jinymi slovy, vyuzili jsme grafovy pocitac¢ k tomu, aby ndm v konstantnim case
nachézel nejmensi ze zbyvajicich ¢isel. JelikoZ pocatecni graf vytvorime v linearnim
Case, celkové stihneme vSechna ¢isla setfidit linearné. Efektivnéji to jisté nepujde,
protoze kazdé ¢islo musime zapsat na vystup.

procedure razeni(var a: array of Integer; pocet: Integer);
var Sklad, Hrana, Nalezeno: Graph;
i: integer;
begin
{ vytvofeni grafu }
Sklad := EmptyG;
for i := 1 to pocet do begin
AddV(Sklad, 2*i - 1);
AddV(Sklad, 2%i);
AddE(Sklad, 2%i - 1, 2*i, a[il);
end;
{ graf, kterj budeme hledat: jedna neohodnocend hrana }
Hrana := EmptyG;
AddV (Hrana, undef);
AddV(Hrana, undef);
AddE (Hrana, 1, 2, undef);

{ samotné fazeni }
for i := 1 to pocet do begin
Nalezeno := Find(Sklad, Hrana, Any, Any);
al[i] := SumE(Nalezeno);
DelE(Sklad, GetV(Nalezeno, 1), GetV(Nalezeno, 2));
end;
end;

b) Hledany podgraf je minimdlni kostrou zadaného grafu. Pro hleddni mini-
malni kostry existuje mnoho standardnich algoritmi, my pouZijeme jednu z variant
Jarnikova algoritmu. Ten kostru vytvari postupnym rozrastanim. Zacne s jednim
libovolnym vrcholem. Poté v kazdém kroku vybere nejkratsi hranu vedouci z jiz se-
strojeného stromu do zbytku grafu a tu pfidé ke stromu. Tim strom zvétsi o jeden
vrchol. Toto se opakuje, dokud strom neobsahuje vSechny vrcholy.

Dtikaz spravnosti tohoto algoritmu odlozime na konec, nejprve popiseme, jak
ho rychle implementovat na grafovém pocitaci.

Predstavme si, Ze mame vstupni graf rozdéleny na skupinu uz propojenych
vrcholi a skupinu téch zbyvajicich. Pro kazdou skupinu si poridime novy vrchol a
propojime ho hranami se vSemi vrcholy dané skupiny. Potom nalezneme libovolnou
cestu délky 3 mezi obéma pridanymi vrcholy. Jak mohou takové cesty vypadat? Obé
jejich krajni hrany budou zajisté ty nami pridané a uprostfed muze byt libovolna
z puvodnich hran vedoucich mezi skupinami.

Pokud tedy budou mit vSechny pridané hrany stejnou délku, nejkratsi cesta
tohoto typu bude obsahovat nejkratsi z hran mezi skupinami, coz je pfesné to, co
potiebujeme.

Po prfidani této hrany do stromu staci nové pripojeny vrchol pfesunout mezi
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skupinami, a to zvladneme v konstantnim c¢ase — zrusime jednu falesnou hranu a
vytvorime novou.

Jeden krok Jarnikova algoritmu tedy provedeme v konstantnim case a jelikoz
kostra grafu o n vrcholech obsahuje n — 1 hran, je ¢asova sloZitost naseho algoritmu
linedrni s po¢tem vrchold, tedy O(n).

Jesté dodejme, ze nasSe feseni zachova i pavodni ohodnoceni hran i vrcholi, coz
zadani nepozadovalo, ale je to tak hezdi.

function min_kostra(g: Graph): Graph;

var Vystup, Cesta, Nalezeno: Graph;
Propojene, Nepropojene: Integer;
i: Integer;

begin
if CountV(g) < 2 then begin
min_kostra := g; exit; { Malé a nezajimavé }
end;

{ Vystupni graf zatim obsahuje vSechny vrcholy a Zadné hrany }
Vystup := EmptyG;
for i := 1 to CountV(g) do begin
{ Zkopirovat vrchol a nastavit poznavaci znacku na na$§ pivodni }
AddV (Vystup, GetV(g, i));
SetV(g, i, i);
end;

{ Vytvofeni skupinek }
Propojene := AddV(g, CountV(g) + 1);
AddE(g, 1, Propojene, 0);
Nepropojene := AddV(g, CountV(g) + 1);
for i := 2 to CountV(g) - 2 do

AddE(g, i, Nepropojene, 0);

{ Vytvofime cestilku. Znacky na vrcholech zaruéi, Ze se
"pfilepi" spravnym koncem na spravnou skupinku. }
Cesta := EmptyG;
AddV(Cesta, Propojene);
for i := 1 to 3 do begin
AddV(Cesta, undef);
AddE(Cesta, i, i + 1, undef);
end;
SetV(Cesta, 4, Nepropojene);

{ Pojdme hledat }

for i := 1 to CountV(g) - 3 do begin
{ Nalezneme spravnou hranu }
Nalezeno := Find(g, Cesta, Value, Any);
{ Pfesuneme vrchol mezi skupinkami }
DelE(g, Nepropojene, GetV(Nalezeno, 3));
AddE(g, Propojene, GetV(Nalezeno, 3), 0);
{ Pfidame hranu do vystupu }
AddE(Vystup, GetV(Nalezeno, 2), GetV(Nalezeno, 3), GetE(Nalezeno, 2, 3));

end;

min_kostra := Vystup;

end;
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Na zavér dodejme slibeny dikaz spravnosti. Vyuzijeme toho, Ze ndm zadani
slibuje, Ze délky vSech hran jsou navzajem rizné. Dokazeme nasledujici lemma:
Lemma: Bud F 7ez v grafu — tak ¥ikdme libovolné mnoziné hran grafu vedouci mezi
néjakou mnozinou vrchold a vSemi ostatnimi vrcholy. Potom nejkratsi hranu tohoto
fezu obsahuje kazda miniméalni kostra.

Z tohoto lemmatu ihned plyne spravnost Jarnikova algoritmu: mnozina vSech
hran vedoucich mezi aktudlnim stromem a zbylymi vrcholy tvofi fez v grafu, vybrana
hrana je nejleh¢i v tomto fezu.

Diikaz lemmatu: Provedeme sporem. Necht F' je fez mezi mnozinami vrcholtt A a B,
f = {u, v} je nejkratsi hrana tohoto fezu; bez ijmy na obecnosti u € A, v € B. Necht
T je libovolna minimalni kostra, ktera neobsahuje hranu f. V T proto musi existovat
néjaka cesta spojujici vrcholy u a v. JelikoZ tato cesta zacind v A a konéi v B, musi
alespon jednou prejit pres fez. Ozna¢me [’ libovolnou hranu, po niZ presla. Pokud
nyni v kostfe T' vyménime hranu f’ za hranu f, vznikne opét kostra. A jelikoz f je
leh¢i nez f/, nemohla byt 7' minimalni.
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