60. ro¢nik Matematické olympiady — 2010/2011
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 60. ro¢niku MO kategorie P se kona v utery 11. 1. 2011 v dopolednich
hodinach. Na FeSeni iloh mate 4 hodiny ¢istého casu. V krajském kole MO-P se nefesi
zadné prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek fesitelti ve vSech krajich je
pouziti pocitacu pri soutézi zakazano. Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomucky
kromé psacich potieb (tzn. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony).
Reseni kazdé tlohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy musi obsahovat:

¢ Popis FesSeni, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu,
argumenty zdivodriujict jeho sprdvnost (pfipadné dikaz spréavnosti algo-
ritmu), diskusi o efektivité vaseho Feseni (Casovd a paméfova slozitost).
Slovni popis feSeni musi byt jasny a srozumitelny i bez nahlédnuti do sa-
motného zapisu algoritmu (do programu). Neni vhodné odkazovat se na
vase Teseni uloh domaciho kola, opravovatelé je nemusi mit k dispozici;
na autorska feseni se odkazovat muzete.

e Zapis algoritmu. V tlohich P-1I-1, P-II-2 a P-II-3 je tfeba uvést za-
programu v jazyce Pascal nebo C/C++, nebo v néjakém dostateéné srozu-
mitelném pseudokdédu. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace
jako vstupy, vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vzta-
hti, vyhledavani v poli, tfidéni apod. V pripadé ulohy P-II-4 je nutnou
soucasti feSeni program pro grafovy pocitac.

Za kazdou ulohu mizZete ziskat maximalné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu.

Vzorova feseni tloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympiady
http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam tspésnych Fesitelil
postupujicich do astfedniho kola a také popis prostiedi, v némz budete v ustfednim
kole fesit praktické tlohy.

P-II-1 Vlak

Na nékladnim nadrazi stal vlak. Sice bez lokomotivy, ale tu méli vzapéti pri-
pojit, kdyz tu prisel prednosta stanice, prohlédl si sefazené vagény a oznamil Ze-
lezni¢afim neprijemnou zpravu. Novy predpis mu prikazuje poslat do cilové stanice
zpravu, v jakém pofadi budou ve vlaku vagény Fazeny, ale nevi, kolikrat vlak na
cesté zméni smér, takze potfebuje, aby vypadal stejné v obou smérech.

Navic zelezni¢afi nesmi vagény vymeénovat. Jediné, co mohou, je vagén vyradit
(to jim nafizuje jiny predpis). Dopravce chce zarovein na kazdém vlaku vydélat co
nejvice, coz znamena, e je tfeba do jednoho vlaku zaradit co nejvice vagdni.
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Soutézni tloha

Na vstupu dostanete posloupnost pismen. Kazdé z téchto pismen predstavuje
typ vagénu. Vystupem vaSeho programu bude vypis pozic vagént (pismen), které
musi byt odstranény, aby vysledny vlak (posloupnost pismen) po jejich odstranéni
byl stejny pfi Gteni zepfedu i zezadu (tedy aby vysledny Fetézec pismen byl palin-
dromem).

Pokud existuje vice moznosti, naleznéte a vypiste tu, kde je tfeba odstranit
nejmensi mozny pocet vagénid. Pokud je takovych moznosti vice, miizete vypsat
libovolnou z nich.

Format vstupu

Vstup je tvofen dvéma fadky. Prvni obsahuje celé ¢islo N (1 < N < 50000),
které udava puvodni pocet vagénii vlaku. Druhy fadek pak obsahuje posloupnost
N znakt, které reprezentuji jednotlivé typy vagont.

Formiat vystupu

Vystup je tvofen dvéma Fadky. Prvni obsahuje jediné ¢islo K (0 < K < N—1),
které udavéa, kolik vagént je potfeba z vlaku odstranit, aby vlak vypadal stejné
z obou smérd. Druhy fadek pak obsahuje K riznych ¢isel od 1 do N urcujicich
poradi vagént, které maji byt z vlaku odstranény. Pokud posloupnost znakt na
vstupu je stejnd pii ¢teni zepfedu i zezadu, pak na prvni fadek vypiste ¢islo 0 a
druhy fadek bude prazdny.

Priklady:

Vstup: Vystup:
6 1
ABCDBA 3

Odstranénim tfetiho pismene vznikne vlak s vagony ABDBA. Jiné optimalni feseni je
odstranit ¢tvrté pismeno, kdy vznikne vlak s vagony ABCBA.

Vstup: Vystup:

7 2

ABECEDA 26

Odstranénim druhého a Sestého pismene vznikne vlak s vagony AECEA.
Vstup: Vystup:

7 4

ABECADA 3467

Odstranénim tretiho, ¢tvrtého, Sestého a sedmého pismene vznikne vlak s vagony
ABA. V tomto piipadé je vSak optimalnich feseni mnohem vice.



P-II-2 Jablonovy sad

V jednom malém kralovstvi vyrostl strom se zlatymi jablky. Kral byl prakticky
éloveék, a tak prikdzal zahradnikim, at z takovych jabloni vypé&stuji cely sad. Ale
k jejich nemilému prekvapeni vétsina stromiti urodila jen obycejna kysela jablka.
Alchymisté vsak objevili zvlastni formuli, kterd fikala, kdy a kam zasadit seminko
stromu, aby mél opét zlata jablka. Prvnich N stromi, které takto zasadili, bylo
skutecné zlatych, a tak si kral nechal vypracovat seznam, podle néhoz mé stromy
v pristich letech sazet.

A¢ stromy rostly piekvapivé rychle, ruce nenechavci a zlodéjicku byly jesté
rychlejsi. Dlouho netrvalo a kral zacal se stavbou oploceni. Odhad Gcétu za pletivo
byl vsak zdrcujici. Poddani se totiz rozhodli oplotit ¢tvrt kralovstvi, aby vSechny
stavajici i budouci stromy rostly uvnit¥. Krale napadlo, Ze zfejmé bude lepsi oplotit
jen nynéjsi stromy a pak podle potfeby rozsifovat plot i na nové stromy. Aby se
usettilo, ¢ast stavajiciho oploceni se rozebere a pouzije spolu s nové nakoupenym
mnozstvim pletiva. Kral si tedy sehnal Vas coby projektanta a netrpélivé ocekava
vyhotoveny rozpocet za pletivo na pristich deset let. VAm je jasné, co musite spocitat
nejdrive: kolik pletiva musite koupit na pocatku a potom se zasazenim kazdého
nového stromu. Alchymisté, vidice Vase zdéSeni, Vam vsak jesté dali jednu radu:
Miniméalni nutna délka plotu se s pfidanim nového stromu nikdy nezmensi.
Soutézni tiloha

Na zac¢atku dostanete kartézské souradnice N bodt (jabloni) v roviné ([X1, Y1],
...y [Xn,Yn]) a musite zjistit nejmensi moZny obvod obrazce, ktery je vSechny
bude obsahovat (tj. délka oploceni). Postupné obdrzite M dalsich bodu zadanych
soufadnicemi v roviné. Tyto body budete pfidavat ke stavajicim v poradi od prvniho
do M-tého (sézeji se nové stromy). Po pfidani kazdého z nich musite spoéitat, o kolik
se zvétsil obvod nejmensiho obrazce, ktery obsahuje vSechny ptivodni i dosud pfidané
body. Vysledkem muze byt i 0, pokud nové pfidany bod jiz lezi uvnitf obrazce
obklopujiciho dfive pfidané body. Vami spocitany udaj tedy odpovida tomu, kolik
pletiva je treba prikoupit.

M ocekavejte jako velké Cislo, takze abyste krali mohli dat rozpocet véas, musite
umét potrebnou délku nového pletiva po pfidani stromu spocitat rychle. Bude tedy
dobry néapad pfi pfidani kazdého bodu vyuzit dfive spocitané hodnoty.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu bude ¢islo N, které udava pocatecni pocet jabloni
(bodt). Néasleduje N tadki, kde na i-tém fadku (1 < ¢ < N) jsou dveé ¢isla X; a V;
oddélend mezerou (soufadnice jiz zasazenych stromi). Dalsi fadek obsahuje ¢islo M.
Nésleduje M fadkt, kde na i-tém fadku (1 < i < M) jsou dvé ¢isla X/ a Y, oddélend
mezerou, kterd udavaji souradnice nové vysazovanych stromu.
Format vystupu

Na vystupu vypisete celkem M + 1 7adkt. Na prvnim fadku bude pocatecéni
délka oploceni, tj. obvod nejmensiho obrazce, ktery obsahuje vSechny body [X1, Y1],
..y [Xn,Yn]. Nésleduje M fadkt, na j-tém z nichz (1 < j < M) bude uvedeno,
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o kolik se musi obvod obrazce zvétsit po pfidani bodu [X7}, Y]] k predchozim (tj.
kolik nového pletiva je zapotiebi). Vysledky vypisujte s pfesnosti na 5 desetinnych
mist.

Program musi vystup vypisovat priubézné. Pokazdé, kdyz ze vstupu precte
polohu dalsiho vysazovaného stromu, musi vydat pfislusny fadek vystupu, aniz by
¢ekal, az budou zadany vSechny stromy.

Priklad

Vstup: Vystup:

4 52.36068
00 7.63932
0 10 4.14213
20 0

34

2

20 10

-5 5

Pocatecni situace:

[0, 10] Délka plotu = 10 + 20 + /102 + 202 ~ 52,36068

[3,4]
[0,0] o . [20,0]

Po pfidéni bodu [20,10]:

[20.10] | Délka plotu = 10 + 20 + 20 + 10 = 60

° Rozdil ~ 7,63932

Po piidani bodu [-5, 5]:

Délka plotu =
=20+ 10 + 20 + 24/52 + 52 ~ 64,14214

Rozdil ~ 4,14214

[_575]




P-II-3 Mazoretky

vvvvv

chod kazdého dne slavi v hlavnim mésté privodem N mazoretek. V privodu kraci
mazoretky v jedné fadé za sebou.

Aby se poddani nenudili, tak v kazdém dni v roce pochoduji mazoretky v jiném
poradi. A protoZe rok mé v kralovstvi presné N!=1-2..... N dni, tak béhem roku
pochoduji v kazdém svém mozném poradi pravé jednou.

Poradi, v jakém mazoretky pochoduji, se urcuji béhem roku nasledovné. Kaz-
da mazoretka ma své Cislo od 1 do N. Jejich poradi v konkrétnim dnu si tedy
muzeme piredstavit jako posloupnost N navzajem ruznych ¢isel od 1 do N. Pokud
(a1,...,an) a (b1,...,bn) jsou dvé takové posloupnosti, pak mazoretky pochodu-
ji v pofadi (a1,...,an) v jednom roce dfive nez v potadi (b1,...,bn), jestlize pro
nejmensi index 7 s a; # b; plati a; < b;. Pokud napfiklad N = 4, pak v poradi
(3,1,2,4) budou mazoretky pochodovat diive, nez v pofadi (3,4, 1,2).

Pro N = 3, budou mazoretky v jednom roce pochodovat postupné v poradi
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1).

SoutéZni tloha

Vstup obsahuje dva fadky. Na prvnim fadku je jedno celé ¢islo N > 2, které
udava pocet mazoretek. Druhy fadek obsahuje N navzajem rtiznych celych cisel
od 1 do N. Tato ¢isla urcuji poradi mazoretek. Na vystup vypiste dva radky, které
obsahuji:

a) (3 body) poradi mazoretek v nasledujici den a
b) (7 bodii) pofadi mazoretek piesné za ptil roku.

Priklad

Vstup: Vystup:

5 14325
14253 41253



P-11I-4 Grafovy pocdita¢ na kliku

V letosnim ro¢niku olympiady se setkdvame se specidlnim grafovym pocitacem.
Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této tlohy je popsano, jak grafovy pocitac
funguje a jak se programuje. Studijni text je identicky s textem z domaciho kola.
Soutézni tloha

a) Napiste funkci pro grafovy pocitaé, kterd pro zadané éislo n zkonstruuje
uplny graf K. To je graf s n vrcholy, jehoz kazdy vrchol je spojeny hranou s kazdym.
Pokud to neumite pro obecné n, vyreste tilohu alespon pro ta n, ktera jsou mocninami
dvojky.

b) Napiste funkci pro grafovy poéita¢, kterd spocitd klikovost zadaného gra-
fu. To je nejvétsi mozny pocet vrcholi zadaného grafu, které jsou spojeny kazdy
s kazdym. Jinak feceno, je to nejvétsi n, pro které je K,, podgrafem daného grafu.

Studijni text
Grafovy pocitaé

Bézné poéitade poditaji s ¢isly. Zelezniéni inZenyii v Tazmanii si jednoho dne
vsimli, Ze vétSina problémi, které potiebuji fesit, se tyka grafi. Proto béhem jedné
poledni prestavky vynalezli grafovou jednotku, kterd umi provadét vSechny bézné
operace s grafy, a to dokonce v konstantnim ¢ase. Sice zatim nevymysleli, jak ji se-
strojit, ale i tak si mizeme v tomto ro¢niku olympiady vyzkouset, jak se na takovém
grafovém pocitaci programuje.

Nejdrive definujme, s ¢im grafovy pocita¢ pracuje.

Graf si mZzeme pfedstavovat tfeba jako body v roviné (tém budeme Fikat
vrcholy grafu), jejichz nékteré dvojice jsou spojeny hranou. MuZe to tedy tieba
byt mapa Zelezni¢ni sité: vrcholy jsou zastavky, dvé zastavky jsou spojeny hranou,
pokud mezi nimi vede piim4 trat. Pokud se hrany kiizi, predpokladame, Ze se jedna
o mimourovnova kiizeni.

Receno formalné, graf je dvojice (V, E) takové, Ze V je libovolna koneénd mno-
Zina (jejim prvkam se fikd vrcholy) a F je mnozina neusporadanych dvojic prvki
z V (tedy hran).

Upfesnéme jesté, ze mezi dvéma rtiznymi vrcholy miize vést maximélné jedna
hrana a Ze nejsou povoleny hrany, jejichz obéma konci je tentyz vrchol.

Déle ke grafu muzeme pridat ohodnoceni. Vrcholiim a hrandm muze byt pri-
fazeno nezaporné celé ¢islo. V pfipadé hran miize znamenat napiiklad délku koleji,
v pfipadé vrcholti mize popisovat mytné, které se plati za prijezd. Nékdy jim ta-
ké muzeme znacit rizné vlastnosti: napfiklad u naseho Zelezni¢niho prikladu mtze
byt vrchol odpovidajici stanici ohodnocen jednickou, zatimco vrcholy v zastavkach
dvojkou.

Reprezentace grafu
Grafovy pocita¢ uklada grafy tak, Ze vrcholy jsou uréeny pfirozenymi ¢isly od 1
do poé¢tu vrcholi. Témto ¢isltim budeme fikat identifikatory (zkrécené id) vrchold.
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Hrany budeme vzdy identifikovat pomoci ¢isel vrchold, které hrana spojuje.

Kazdy vrchol a kazd4 hrana maji své ohodnoceni. To ma bud hodnotu ne-
zaporného celého ¢isla nebo specidlni hodnotu undef (tzn. nedefinovéno). Aby se
to nepletlo, budeme ¢islim na hranach fikat vdhy hran, zatimco tém ve vrcholech
znacky vrcholi.

K programovani grafového pocitace pouzijeme bézny programovaci jazyk, na-
priklad Pascal nebo C, ktery rozsifime o nékolik datovych typu a funkci. Zde je
budeme ukazovat v syntaxi Pascalu, v C budou obdobné.

Datové typy

¢ Typ Graph — do tohoto typu se dé ulozit jeden (cely, libovolné velky) graf.
Mezi proménnymi a hodnotami tohoto typu funguje obvyklé pfifazovani
a porovnavani na rovnost.

e Typ Value popisuje ohodnoceni vrcholu nebo hrany. Lze do néj ukladat
nezaporni cela ¢isla a konstantu undef. Hodnoty tohoto typu rizné od un-
def jsou kompatibilni s pascalskym typem Integer, v piipadé jazyka C
s typem int.

Operace se strukturou grafu

¢ Konstanta EmptyG. V této konstanté je ulozen prazdny graf. To je takovy,
ktery nemé zadné vrcholy (tedy ani hrany).

® Funkce AddV (G, z) prida do grafu G novy vrchol ohodnoceny znackou z.
Do pfidaného vrcholu zatim nevedou zadné hrany. Novy vrchol bude za-
Fazen jako posledni, tedy jeho id bude nejvyssi. Funkce vraci toto id.

® ProceduraDelV(G, id) smaze vrchol s danym id. Zbyvajici vrcholy ,srazi
doleva®, aby nevznikla dira (tedy, z id + 1 se stane id, z id + 2 se stane
id+1, atd.). Zaroven odstrani vSechny hrany, které konéily ve smazaném
vrcholu.

® Procedura AddE(G, x, y, w) vytvoiihranu mezi vrcholy s id x a y, ohod-
nocenou vahou w. Hrana nesmi pfed volanim této procedury existovat.

e Procedura DelE(G, x, y) odstrani hranu mezi vrcholy x a y (nesmi byt
volana, pokud hrana neexistuje).

® Funkce TestE(G, x, y) zjisti, jestli mezi vrcholy x a y vede hrana.

Manipulace s ohodnocenim

e Funkce GetV(G, id) vraci znacku zadaného vrcholu.
® Procedura SetV(G, id, z) nastavi znacku zadaného vrcholu.
® Procedura SetAl11V(G, z) ji nastavi vSsem vrcholim grafu.

® Procedura ReplaceV(G, zold, znew) vSem vrcholiim, které mély znacku
zold, ji zméni na znew.

® Obdobné funguji GetE(G, x, y), SetE(G, x, y, w), SetA11E(G, w) a
ReplaceE(G, wold, wnew).Pracujis vahami hran misto znacek vrchola.
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Pro identifikaci hrany se pouzivaji id vrcholi = a y, mezi kterymi vede.
Procedura SetE hranu zalozi, pokud jesté neexistuje.

Statistické funkce

® Funkce CountV(G) odpovi, kolik vrcholi se nachéazi v grafu.

® Funkce SumV(G) vraci soucet znacek vSech vrcholt, pficemz undef se po-
¢ita jako 0. Pokud graf nemé zadné vrcholy, vraci 0.

® Funkce CountE(G) a SumE(G) funguji obdobné pro hrany a jejich vahy.

Globalni operace

® Funkce Iso(G, H, veq, eeq) zjisti, jestli jsou grafy G a H isomorfni.
Isomorfismem myslime, Ze lze jednomu z grafu precislovat vrcholy tak,
aby se shodoval s druhym grafem. Dva grafy jsou shodné, pokud maji
stejné mnoziny vrcholi i hran; navic se jim musi shodovat znacky vrcholi
a véhy hran podle toho, jak uréuji parametry veq (pro vrcholy) a eeg (pro
hrany). Tyto parametry mohou nabyvat nasledujicich hodnot:

* any — libovolné dva vrcholy/hrany se rovnaji (na ohodnoceni
se nehledi).

* value — odpovidajici si vrcholy/hrany museji mit stejné ohod-
noceni. Hodnotu undef ale povazujeme za ,7olika,* ktery se
rovna libovolné hodnoté.

* value_strict — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoceni,
undef se rovnd jen undefu.

* value_defined — vrcholy/hrany museji mit stejné ohodnoce-
ni, ale undef se nerovna ni¢emu, ani undefu.

* id — vrcholy museji mit stejnd id (toto lze aplikovat jen na vr-
choly, nebot hrany nemaji id). Jinymi slovy, zakazujeme pre-
¢islovavat vrcholy, ale na jejich ohodnoceni nehledime.

* none — zadné dva vrcholy/hrany nejsou identické. A¢ to vypa-

d& neuZitecné, tuto moznost pouzijeme v dal$ich funkcich.

Jak isomorfismus funguje, je vidét na nésledujicim obrazku:




Cisla pred zavorkami jsou id vrcholl, v zévorkach jejich znacky (otaz-
nik zna¢i undef). VSechny hrany maji vihu undef. Grafy jsou isomorfni
(¢arkované ¢ary ukazuji, ktery vrchol odpovida kterému), pokud veq na-
stavime na value nebo any a eeq na any, value nebo value_strict.
V ostatnich ptipadech isomorfni nejsou.

Funkce Find(G, H, veq, eeq) najde podgraf grafu G (tedy takovy graf,
ktery lze ziskat z G odstranénim nékterych vrcholt a hran) isomorfni
s grafem H. Vysledkem funkce bude tento podgraf, pficemz vrcholy bu-
dou ocislované podle grafu H a ohodnoceni vrcholi a hran bude pochézet
z grafu G. Pokud hledany podgraf neexistuje, funkce vrati EmptyG. Para-
metry veq a eeq urcuji stejné jako u funkce Iso, jak se chova isomorfismus.

Pokud existuje vice isomorfnich podgrafi, funkce Find nalezne nejlehéi
z nich (takovy, ktery mé nejmensi soucet vah hran, jak by ho spocitala
funkce SumE). Pokud i tak existuje vice feSeni, Find vréti libovolné z nich.
Funkce Common (G, H, veq, eeq) najde nejvétsi spoleény podgraf grafi
G a H. Pfesnéji, najde graf, ktery je isomorfni (podle veq a eeq) s nékterym
podgrafem G i nékterym podgrafem H. Ze vSech moznych FeSeni si navic
vybere takové, které ma nejvétsi mozny pocet vrcholti, a z takovych pak
to s nejvétsim poc¢tem hran. Pokud i téch je vice, vybere si libovolné.
Vysledny graf bude mit id vrcholi ve stejném poradi, jako je mél odpo-
vidajici podgraf v G (jen ,srazend k sobé&“). Ohodnoceni vrchold a hran
bude také zdédéno z grafu G.

Dvojice grafi na piedchozim obrizku ma nejvétsi spoleény podgraf pii
veq = value obtazeny tuéné. Carkované je naznaceno jedno z moznych
prifazeni vrcholi. Pii veq = any pfibude do spolecné c¢asti jesté vrchol 5
a teckovand hrana {3, 4} nalevo, kterd muze odpovidat kterékoliv z hran
{1,5}, {1,6} a {1, 7} napravo.

Funkce Join(G, H, veq, eeq) sloudi grafy G a H. Muzete si to ptred-
stavit tak, Ze je ,slepi za jejich nejvétsi spoleény podgraf.“ Udéla to tak,
Ze nejprve nalezne nejvétsi spoleény podgraf (tak jako ve funkci Common),
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pak k nému doplni zbyvajici vrcholy grafu G a nakonec vrcholy grafu H
(éd vrcholt vysledného grafu tedy budou v tomto poradi). Hrany, vahy a
znacky pritom zdédi z obou grafi, pfi¢emz pokud se néjaky vrchol nebo
hrana vyskytuji v obou grafech, ¥idi se ohodnocenim z grafu G.

Join grafi z predchoziho obrazku vypadé nasledovné:

(3) .e6(7)

"o 8(9)

veq = value

Tuéné je vyznacena spoleénd ¢ast (vSimnéte si rozdila v id vrcholi), tenké
nepferusované hrany pochézeji z grafu G, ¢drkované hrany z grafu H. (Zde
jsme nakreslili jeden z moznych vysledka, ostatni se budou lisit tim, ktery
vrchol v grafu H je ve spolecné ¢asti, pripadné otoc¢enim nebo preklopenim
¢tyftahelniku.)

Vsechny operace predpokladaji, ze dostanou korektni vstup — neni tedy napfi-
klad povoleno volat je s id neexistujiciho vrcholu nebo upravovat grafovou promén-
nou, do které jste jesté neprifadili, a podobné.

Vsechny grafové operace trvaji konstantni cas.

Abychom vam usnadnili ladéni programu, vytvorfili jsme simuldtor grafového
pocitace. Najdete ho od zafi na webovych strankach olympiady.

Priklad 1: Tvorba cesty

Ukéazeme, jak vytvorit cestu délky n. To je graf o n+ 1 vrcholech a n hranéach,
ve kterém je kazdy vrchol spojen hranou s nasledujicim. Zajisté bychom cestu mohli
vytvaret postupné, napriklad takto:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
i, posledni, novy: Integer;
g: Graph;
begin
g := EmptyG;
posledni := AddV(g, 0);
for i := 1 to n do begin
novy := AddV(g, 0);
AddE(g, posledni, novy, undef);
posledni := novy;
end;
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cesta := g;
end;

Zac¢indme s jedingm vrcholem (mé id 1) a pak n-krat pfiddme novy vrchol a
hranu do néj. (Vrcholim davame znacky 0, hrandm nedefinované vahy, coz se bude
hodit pozdéji.) Cely postup tedy trvé linedrné dlouho a vytvoii cestu zacinajici
ve vrcholu s 4d 1 a koncici vrcholem s id n + 1. Neslo by to rychleji?

Predstavme si na chvilku, Ze mame v g jiz ¢ast cesty, feknéme o k vrcholech.
Pomoci Join(g, g, none, none) vytvorime novy graf, ktery obsahuje dvé kopie
této cesty (jednu s id 1,...,k, druhou s id k + 1,...,2k). Stadi tedy pfidat hranu
z k do k + 1 a mame cestu délky 2k. Toho vyuZijeme v nésledujicim (rekurzivnim)
feSeni ulohy:

function cesta(n: Integer): Graph;
var
vysledek: Graph;
pulka: Integer;
begin
if n = 0 then begin { Cesta délky O je snadna }
vysledek := EmptyG;
AddV(vysledek, 0);
end else begin
{ Rekurzivné vytvofime cestu poloviéni délky }
pulka := (n-1) div 2;
vysledek := cesta(pulka);
{ Vyrobime 2 kopie a spojime je }
vysledek := Join(vysledek, vysledek, none, none);
AddE(vysledek, pulka+l, pulka+2, undef);
{ Kdyz polovina nevysla celoliseln&, pridame je3té& hranu }
if n mod 2 = 0 then begin
AddV(vysledek, 0);
AddE (vysledek, n, n+l, undef);

end 01 2 3 4 5 6 7 8
end; *—o—o0—0 - 0—0—0—0 0
cesta := vysledek;

end;

Pri kazdém rekurzivnim volani se n zmensi alespon dvakrat, ¢asova slozitost
tohoto Feseni je tedy O(logn).

Ukazeme jesté jedno Teseni, tentokrat zalozené na spojovani cest za vrchol.
Budeme vytvaret cesty, jejichz poc¢atecni vrchol bude mit znacku 1, koncovy vrchol
znacku 2 a vSechny ostatni vrcholy undef. Kdyz chceme dvé cesty spojit do jedné,
preznacime koncovy vrchol prvni a pocateéni vrchol druhé na 3 a zavolame Join
s veq = value_defined. Tim zputsobime, Ze se vrcholy oznacené trojkou ztotozni
a vznikne cesta dvojndsobné délky (kdybychom misto value_defined pouzili va-
lue, ztotoznily by se i vnitini vrcholy cest, coz nechceme). Pak jesté odstranime
pomocnou znacku 3 a prepiSeme ji na undef. Program tentokrat pro jednoduchost
napiSeme pouze pro n = 2*:

function cesta(n: Integer): Graph;
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var
g, tl, t2: Graph;

begin
if n = 1 then begin (1) (3) (3) (2)
g := EmptyG; —eo—o——0 | O—0—0—0—0
Adav(g, 1);
Addv(g, 2); 1

AddE(g, 1, 2, undef);
end else begin
tl := cesta(n div 2); (1) (3) (2)
t2 = ti;
ReplaceV(tl, 2, 3);
ReplaceV(t2, 1, 3);
g := Join(tl, t2, value_defined, any);
ReplaceV(g, 3, undef);
end;
cesta := g;
end;

Casova slozitost tohoto Feseni je opét logaritmicka.

Priklad 2: Obchodni cestujici

Vsichni znadme vykutélené obchodniky. Prodéavaji kdovi co a nejradéji by, kdyby

Piedstavme si takového obchodnika. Nyni se nachdzi ve mésté (vrcholu) ¢&islo 1.
Chce projet celou zemi (graf) po silnicich (hranédch) tak, aby navstivil kazdé mésto
praveé jednou a pak se vratil domd. Navic pfi tom chce najezdit co nejméné, takze
by celkovéa vaha pouzitych hran méla byt co mozna nejmensi.

Na obvyklém pocitaci tento problém neumime vyfteSit v polynomidlnim case,
ale pokud mame k dispozici grafovy pocita¢, pujde to velice efektivné.

Staéi totiz vyrobit cyklus z n hran a funkci Find nalézt jeho nejlehéi vyskyt
v grafu popisujicim mapu. Cyklus vytvofime tak, ze podle ptredchoziho ptikladu
vytvofime cestu o n — 1 hranach ocislovanou 1,...,n a poté spojime hranou jeji
prvni vrchol s poslednim. To bude trvat logaritmicky dlouho a funkce Find pak
konstantné. I program bude jednoduchy:

function cestujici(mapa: Graph): Graph;

var trasa: Graph;

begin
trasa := cesta(CountV(mapa)-1);
AddE(trasa, 1, CountV(mapa), undef);
cestujici := Find(mapa, trasa, any, any);

end;
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